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SÉRIES  ET  LOGARITHMES 


CHAPITRE  1. 

NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES. 


PrélimliiaireM. 

!•  On  appelle  série  une  suite  indéGnie  de  termes  procé- 
dant suivant  une  loi  déterminée. 

D'après  eette  définition,  Ton  doit  toujours  pouvoir  cal- 
culer un  terme  de  rang  donné,  soit  directement,  soit  au 
moyen  de  ceux  qui  le  précèdent  (*).  Autrement  dit,  si  les 
termes  d'une  série  sont  désignés  par 


f|,  Ui,  tl5, t/„,   

r 

I  le  terme  général  u^  est  fonction  de  n. 

{*)  Par  exempte,  le  vingt-neuvième  terme  de  la  progression 

3,  7,  il,  18, 

peut  être  obtenu ,  soit  directement,  au  moyen  de  la  formule  t/„s=3+ 4{n — 1  ) , 
soit  par  des  additions  successives. 


s  ALGÈBRE. 

M.  Diverses  espèces  de  séries.  —  Désignons  par  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes  d'une  série;  savoir  : 

S„  =  u,  -h  11,  -♦-  «8  -4- -♦-«*„. 

Cette  somnie,  aussi  bien  que  u„y  est  une  fonction  de  n. 
Cela  posé,  il  peut  se  présenter  trois  cas  : 

1  "  Si  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  tend  vers  une 
limite  finie  et  déterminée  S,  lorsque  le  nombre  n  croît  indé- 
finiment, la  série  est  dite  convergente; 

2"  Dans  le  cas  contraire,  c'est-à-dire gwand  la  sommeS,, 
peut  croître  (en  valeur  absolue)  au  delà  de  toute  limite,  on 
dit  que  la  série  est  divergente; 

3®  Enfin,  s'il  arrive  que  la  somme  S„,  sans  croître  au 
delà  de  toute  limite,  n'ait  pas  de  limite  déterminée,  la  série 
n'est  ni  convergente  ni  divergente  :  on  lui  donne  le  nom  de 
série  indéterminée  (*). 

Par  conséquent  :  1  ^  une  progression  par  quotient,  illi- 
mitée et  décroissante,  est  une  séiHe  convergente;^^  une 
progression  par  quotient,  illimitée  et  croissante,  est  une 
série  divergente;  3°  la  progression 

-\-     i,      -       1,       -4-     iy      —1,      -4-     I,      ..., 

dont  le  terme  général  est  ( —  1)"^*,  constitue  une  série 
indéterminée  ;  car  S„  égale  1  ou  0,  suivant  que  n  est  im- 
pair ou  pair. 

Les  séries  convergentes  sont  les  seules  qu'il  soit  utile  do 

(*)  La  plupart  des  auteurs  font  rentrer  celle  troisième  espèce  de  série 
dans  la  catégorie  des  séhe.s  divergentes.  Celle  classiGcalion  nous  paratl 
conlraire  à  rétymologie  et  à  la  signification  habiluelle  du  moi  divergent. 
La  dénoininatiou  de  séné  indéterminée  a  été  proposée  par  M.  L.  Olivier. 
(Journal  de  C relie,  t.  IL) 
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considérer  (*).  En  conséquence,  nous  allons  indiquer  quel- 
ques-uns des  caractères  au  moyen  desquels  on  peut,  dans 
certains  cas,  reconnaître  qu'une  série  proposée  est  ou  n'est 
pas  convergente. 

(*)  Il  y  a  plus;  les  expressioos  :  limite  d'une  série,  somme  (F une  série, 
reste  cTune  série,  n'ont  aucun  sens,  lorsque  la  série  nVst  pas  convergente. 
On  peut  donc  s*élonner  que  de  savants  géomètres  aient  énoncé  les  propo- 
sitions suivantes  : 

I  «_^i       I  _i_  I       I -i_  ^  {LsiCroiXy  Calcul  intégral,  X.IU, 

'~"^"*"*""*"*"'"*"*'-    •    •    ""â  p.346); 

1^2h-3  — 4-t-5  — 6-^  .    .    .    =-(/6id.); 

1— 1.2-4-1.2.3— 1.2.3.4 -H     .    .    =0,403  628  36(/6/d.,  p.  390); 

cofif-cos2p-»-cos3f     cos4f-*- polytechnique,  t.  XI,  p.  313); 

2 
j_j-^i_-l^-l-l-t-.    .    .    =    (Prehn ,  /.  de  Crelle,  t.  XLI); 

3 

I I  _  cj.  .  V  -  4«  -I-  3*  -  6«  -♦-  =0  (Simonof ,  Mémoire  sur  les  sé- 
1       -  T-u          -r            -T-     .    .  ^-^^  ^^g  nombres  aux  puis- 

eic.  San  ces  harmoniques); 

A  propos  de  la  première  formule,  on  peut  faire  les  remarques  sui- 
vantes : 
X  étant  une  fraction  proprement  dite,  on  a 


!  -œ 

et,  par  le  changement  de  a;  en  —  a;  : 
« 


1  -t-a? 


=  I  —a?  v  X* ~œ^-\ — ±a;"-*qp-- 


Ainsi,  X  étant  moindre  que  Vunité,  la  somme  S„,  des  n  premiers  termes 
du  second  membre,  a  pour  limite  —^• 
Mais,  si  Ton  suppose  a;=  i, la  série  devient 

la  somme  S„,  aiiernaiivemeiil  égale  à  1  et  à  0,  ne  tend  vers  aucune  limite; 
et,  eh  consé(|uence,  la  formule  dout  il  s'agit  esl  absurde. 
Laplace  raiiporie  {Introduction  à  la  théorie  des  Probabilités)  que  le 


ALGÈBRE. 


Théorèmes  sur  la  emnrergemee» 

S.  Théorème  I.  —  Dans  toute  série  convergente^  le  terme 
général  a  pour  limite  zéro. 

Désignons  par  S  la  limite  \ci*s  laquelle  tend  la  somme  S, 
des  n  premiers  termes,  et  par  R„  le  reste  de  la  série;  en 
sorte  que 

Changeant  n  en  n  —  1 ,  nous  aurons 

On  conclut,  de  ces  deux  équations, 

S„-S,_.-hR„  — R._.  =  0, 

ou 

ti„-*-R„-^R,_.  =  0. 

Dans  cette  égalité ,  faisons  croître  indéfiniment  la  va- 
riable n  :  par  hypothèse,  chacun  des  termes  R„,  R,..|  tend 
vers  zéro  ;  donc 

lim  «„ = 0  n. 

P.  Grandi  en  avait  conclu  la  possibilité  de  la  Création!  Ces  rêveries  étaient 
eicusables  clans  le  siècle  dernier.  Am'ourd'hui,  les  auteurs  qui  admettent 
réquation 

-==1  —  i-i-i— 1^... 

ne  possèdent  pas  les  premières  notions  de  l'Analyse. 

(*)  Il  est  bon  d'observer,  à  propos  de  cette  proposition  fondamentale, 
que  la  convergence  ne  dépend  pas  des  premiers  termes  :  la  série 

dont  les  termes,  abstraction  faite  du  signe,  vont  d*abord  en  augmentant, 
est  convergente. 
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4.  Théorème  II.  —  Dans  toute  série  convergente,  la 
somme  d'un  nombre  quelconque,  mais  déterminé,  de  termes 
consécutifs  a  pour  limite  zéro. 

Conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  représen- 
tons par  S.+P  la  somme  des  n  -+-  p  premiers  termes;  nous 
aurons 

S»  ■*"  I^«  =  S,    S,^  ■+■  R,^  =  S. 

Ces  deux  équations  donnent 

w^i-4-w^, -«- -4-  w,+^-4-  R.+,  — R„=0; 

puis,  si  le  nombre  n  croit  indéfiniment, 

lira  {u^i  -♦- 1#«+8  H- -H  u^  =  0. 

&•  Remarques.  —  I.  L  énoncé  et  la  démonstration  du 
dernier  théorème  supposent  que  le  nombre  p  des  termes 
consécutifs  est  constant  :  il  peut,  d*ailleurs,  être  aussi  grand 
qu'on  le  veut  (*). 

II.  Les  théorèmes  précédents  expriment  deux  conditions 
auxquelles  satisfont  toutes  les  séries  convergentes.  Consé- 
quemment,  toute  série  qui  n'y  satisfait  pas  ne  saurait  être 
convergente. 

Ajoutons  que  ces  deux  conditions,  nécessaires,  sont  loin 
d*ètre  suffisantes  :  on  verra  bientôt  qu'une  série  dont  tous 
les  termes,  supposés  de  même  signe,  décroissent  indéfini- 
ment, peut  être  divergente. 

III.  Le  second  théorème  est  une  conséquence  du  pre- 
mier; car  si  des  quantités,  en  nombre  limité,  tendent  cha- 

(*)  Moyennant  une  certaine  condition ,  le  nombre  p  peut  être  vcuriabU 
et  indéfiniment  croissant.  (Voir  plus  loin ,  p.  7.) 
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ctme  vers  zéro,  leur  somme  a  pour  limite  zéro  (*).  Il  résulte 
de  là  que  si  les  termes  d'une  série ^  convergente  ou  diver- 
gente, ont  pour  limite  zéro,  on  en  peut  toujours  trouver  p 
consécutifs  dont  la  somme  soit  inférieure  à  un  nombre 
donné  d. 

En  effet,  pour  satisfaire  à  rinégalité 

dans  laquelle  tous  les  termes  sont  supposés  positifs,  il  suffit 
de  rendre  chacune  des  parties  du  premier  membre  moindre 

que  J  ("). 

Iv.  Il  y  a  cette  différence  entre  les  séries  convergentes 
et  les  séries  divergenles,  que,  dans  toute  série  convergente, 
la  somme  de  p  termes  consécutifs  tend  vers  une  limite,  quand 
le  nombre  p  augmente  indéfiniment,  et  que,  dans  les  séries 
divergentes,  cette  somme  croit  indéfiniment  avec  p,  quel  que 
soit  le  rang  du  pt^emier  des  termes  considéf^és.  Ces  deux 

(*)  Si  ce  nombre  augmentait  indéfîniment,  la  proposition  pourrait  être 
en  défaut.  Soit  Tidentité 

1       1  1 

1  =--f-      H- -H  -» 

n      n  n 

dans  laquelle  n  désigne  le  nombre  des  parties  de  Tunilé.  Appliquant  le 
théorème  énoncé,  on  est  conduit  à  celte  absurdité  : 


1  =0-hO-*-0-4-0-*- 


(**)  Dans  la  plupart  des  cas,  les  termes  de  la  série  vont  en  décroissant, 
du  moins  à  partir  de  Tun  d'eux.  S*ii  en  est  ainsi,  Tinégalilé  ci-dessus 
sera  vérifiée  dès  que  Ton  aura  : 

w«+i  <  — 
P 

Exemple  : 

1 --+- -i <^. 

Cette  condition  est  remplie  dès  que  fi  -h  1  surpasse  ^- 
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propriétés,  que  Ton  pourrait  regarder  comme  évidentes, 
résultent  très-simplement  des  principes  précédents. 
En  effet,  si  la  série  est  convergente,  on  a  (l) 

puis,  en  supposant  n  constant  et  p  variable, 

Iim(S.+,-S„)-R„  =  0, 
ou 

lira  (S^^  -  S  J  =  S  -  S„. 

Au  contraire,  la  série  étant  divergente,  la  somme  S.^.^ 
peut  dépasser  toute  limite;  et  il  en  est  évidemment  de 
même  pour  (S.+,  —  S„)  (*). 

••  Théorème  III.  —  Dans  toute  série  convergente^  la 
somme  d'un  nombre  indéfiniment  grand  (**)  de  termes  con- 
sécutifs tend  vers  zéro,  lorsque  le  rang  du  premier  de  ces 
termes  augmente  indéfiniment. 

Dans  réquation 

(w«+i  -^  w«+t  -*- -*- 1/,+^)  -f-  R^  —  R„  =  0, 

supposons  qne/>  soit  une  fonction  de  n,  qui  devienne  infinie 
avec  cette  variable.  Nous  aurons,  en  passant  à  la  limite, 


comme  dans  le  cas  oij  p  était  supposé  constant  (4). 

I,  Remarque.  —  Celte  proposition,  beaucoup  plus  gé- 
nérale que  le  Théorème  II,  n'exprime  pourtant  pas  une 
propriété  qui  appartienne  exclusivement  aux  séries  conver- 
gentes :  la  somme  d'un  nombre  indéfiniment  grand  de 
termes  consécutifs  peut  avoir  pour  limite  zéro,  sans  que  la 
série  soit  convergente  (***). 

(*)    Toujours  en  supposant  n  constant. 
{**)  Indéfiniment  grand  signifie  ici  :  ^t  croit  indéfiniment. 
.  (••')  Voir  p.  13. 
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9.  Théorème  IV.  —  Si  les  termes  d'une  série  sonîj  en 
valeur  absolue^  respeciivement  moindres  que  ceux  d'une  série 
convergente  dont  tous  les  termes  ont  même  signe,  la  pre- 
mière série  est  convergente. 

Décomposons  la  somme  S,  des  n  premiers  termes  de  la 
série  convergente  en  deux  partiels  a^^  b^;  a.  représentant 
Tcnsemble  des  termes  correspondant  aux  termes  positifs 
de  la  première  série,  et  b„  la  somme  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  termes  négatifs  de  eelle-ci.  Désignons  par  Sl^ 
à^9  6â  les  quantités  analogues,  relatives  à  la  première  série. 
Nous  aurons 

Si  =  ai  —  6i,    S„  =  a„  -♦-  6„. 

La  seconde  série  étant  convergente,  les  sommes  positives 
croissantes  a„,  b^  ont  des  limites  a,  |3;  donc  les  sommes 
positives  croissantes  ai,  b].,  respectivement  moindres  que 
les  premières,  ont  des  limites  a\  |3';  et  la  somme  S|,  a 
pareillement  une  limite,  égale  à  a^ —  (3'. 

••  Remarques.  —  L  11  est  visible  que  le  même  théorème 
subsiste  si  les  termes  de  la  première  série  sont  égaux  à 
ceux  de  la  seconde,  respectivement  multipliés  par  des 
quantités  positives  ou  négatives  quelconques,  mais  finies. 

II.  Si  la  série  convergente  donnée  n'avait  pas  ses  termes 
de  même  signe,  la  proposition  pourrait  être  en  défaut  :  en 
effet,  la  dilFérence  a„  —  b„  peut  avoir  une  limite,  bien  que 
les  sommes  a„,  6«  croissent  indéfiniment  (*). 

{*)  Par  exemple,  ainsi  qu*on  le  Terra  plus  loin ,  la  série 

,       1111111 
2^3      4      3       6       7       8 

est  convergente,  et  la  série 

.      1111111 

est  divergente. 
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!••  Applications.  —  1.  La  série 

i         i            i                              \ 
^  "*"  ï  "*"  Ta  "^  1.2.5  "^ "^  1.2. 3. ..(«"-^")  "*" ' 

dont  les  termes,  à  partir  du  quatrième,  sont  respectivement 
moindres  que  ceux  de  la  progression 

1        I  i 

est  convergente, 
II.  £a  «érie 

\     L      ^  1 

""ï  "*"  ïr2  ""  1.2.3  "*" 1.2.3...(n-1)^ 

est  convergente. 
lU.  £a  jtm> 

a-^c      (an- c)  (2a -4-0)  (a-Hc)...(n— la-+-c) 

6+ç      (6^c)(26+c)  (6+c)...(in6-f-c) 


> 


dans  Uiqtielle  a,  b,  c  son^  des  quantités  positives,  est  con^ 
vergente  si  a  est  inférieure  à  b.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
est  divergente. 

En  eiïet ,  dans  le  premier  cas ,  les  termes  sont ,  à  partir 
du  troisième,  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  pro- 
gression décroissante 

a  -^  c       (a  -^  cY  /a  -+-  c\" 

etc. 


(*)  A  cause  de 

na-i-c       a-^c 

"  ■  '  '  ■  ■  ^  ' 


« 
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De  la  série  barmonlqne. 

tt.  Cette  série  a  pour  termes  les  inverses  des  nombres 
naturels,  c'est-à-dire 

1  i    1  11 

1j— 5— >—»•••»-—  1   — — — ^  j  .  .  .  . 

2  5   4  n    n  -4-  1 

On  lui  donne  le  nom  de  série  harmonique  y  parce  que  trois 
termes  consécutifs  quelconques,  ou,  plus  généralement, 
trois  termes  cquidistants  quelconques  sont  en  proportion 
harmonique  (*). 

Il  est  facile  de  prouver  que  cette  série,  dont  les  termes 
diminuent  indéfiniment,  est  divergente.  En  effet,  groupons- 
les,  à  partir  du  troisième,  de  la  manière  suivante  : 

1114       1111  1 

5456789       10  16 


1  . 

_l_  -4-  ...  -f-  — .  j 


(*)  Trois  nombres  a,  b,  c,  sont  en  proportion  harmonique,  quand 
Vexcès  du  premier  sur  le  deuxième,  est  à  Vexcès  du  deuxième  sur  le 
troisième,  comme  le  premier  est  au  troisième;  cVsl-à-dire  lorsque 

a  — 6       a 
b  —  c       c 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  fractions  — :  i  -t  — :  satisfont  à  cette 
relation. 

La  dénominalion  de  proportion  harmonique  se  rattache  à  un  phéno- 
mène d^acoustique:  quand  on  veut  faire  rendre  à  une  corde  les  sons  com- 
posant Vaccord  parfait  majeur,  on  fait  vibrer  la  corde  entière,  puis  les  { , 
puis  les  I  de  la  corde.  Or 

1 

5       t 


4_2       2 
5""3       3 
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nous  aurons 

> 

2 

—  > 

4 

1 
5 

-+- 

1 
6 

i 

7 

i       4 
8*^  8 

^    •  •  •  1 

i 

-*- 

1 

-+- .., 

i 

Î2* 

2*-i 

2*-' 

'-h 

i 

2*-* 

-+- 

2 

2*' 

•  *  • 


ou  bien 

i      1^11       i      i      i      i 
3-42     5       6       7       8^2 


1  1  11 

— — —  -♦-  -^—  ^  ...  -I ";>  — • 

2*-*  -4-  i       2*-*  -♦-2  2*       2 

DonCy  en  supposant  n  =  2*  : 

L*expression  -  pouvant  croître  au  delà  de  toute  limite,  il  en 
est  de  même,  à  plus  forte  raison,  pour  S„  (*). 

19.  La  série  dont  nous  nous  occupons  est  excessivement 
peu  divergente;  c'est-à-dire  que  la  somme  S„  croît  très-len- 
tement avec  n.  Pour  le  faire  voir,  groupons  ainsi  les  2* 
premiers  termes  : 

114       111 

\     — I — )   — I 1 1 —  >•••> 

'234567 
11  1  11 

2*-<       2*-» -4-1       2^*-*- 2  2*— «      2* 

{*)  On  peut  encore  employer  la  démonstration  suivante  : 
Évidemment, 

La  somme  entre  parenthèses  surpasse  ^=ï*  Donc  le  reste  (s*ll  y  en 
avait  on),  serait  toujours  supérieur  à  ^  ;  et,  contrairement  à  la  définition  (S), 
il  ne  tendrait  pas  vers  zéro. 
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nous  aurons 

.      2      4  2*-«       i 

«  ^         2      4  2*-*       2* 

ou 

et  même,  dès  que  Texposant  k  surpasse  2  (*), 

Ainsi,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  har- 
monique est  inférieure  à  l'exposant  de  la  puissance  de  2 
égale  à  n. 

Si»  par  exemple,  k==l%  on  aura  n=^i  096, 

et,  en  même  temps, 

Siwe  <  7; 

de  sorte  que  la  somme  des  4  096  premiers  termes  est 
comprise  entre  7  et  12  (**). 
De  même,  A  =  20,  ou  n  =  1  048  576,  donne 

a  <S„<20. 

18.  Remarque.  —  II  est  facile  de  vérifier  Videntité 

i  \  1,111  1 

—  =  1  —  -H 1 (A) 


fiH-l       n-i-2  2n  2       3       4  2n 

Le  second  membre  représente  la  somme  des  2n  premiers 

n  *>  2  donne 

(**)  Par  d^autres  considérations,  on  trouve  S4  q^  ^  8,89.... 
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termes  d*une  série  convergente ,  dont  la  limite,  comme  on 
le  verra,  est  le  logarithme  népérien  de  3.  Donc 

/    4  i  i\ 

lim  1 -♦- -H 1 1  =  1.2. 

Vn  -♦-  i      n  -♦-  2  2n/ 

HA.  Dans  la  série  harmonique,  prenons  p  termes  à  par- 
tir du  n**~;  puis,  supposant  n=p^,  faisons  croître  p  indé- 
finiment :  je  dis  que  les  sommes  ainsi  formées  ont  pour 
limite  zéro.  En  effet,  chacune  des  fractions 


i 

i 

i 

p' 

-t-1     p* 

+  2 

"f 

-t- 

p 

est 

inférieure  à  4 

.  Donc 

-S. 

p 

ou 

Sii+,- 

-s„ 

1 

<-; 

p 

et ,  par  conséquent , 

lini(S^~.SJ=0. 

Ainsi,  comme  nous  Tavons  déjà  dit  (V)  :  la  somme  d'un 
nombre  indéfiniment  grand  de  termes  consécutifs  peut  avoir 
pour  limite  zéro,  sans  que  la  série  soit  convergente. 

Salte  des  lliéorèBiea  sar  la  e^Bveiv^BCO* 

16.  Théorème  V.  —  Dans  toute  série  convergente,  com- 
posée de  termes  positifs,  le  produit  du  terme  général,  par  le 
rang  de  ce  terme,  a  pour  limite  zéro. 

Sij  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,on  avait  constam- 
ment 
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a  étant  une  conslanie  positive,  on  aurait  aussi 

a  d  OL 

n  -*-  i  n-*-2  n-4-p 

puis 

/     i  1  1     \ 

•^         "  \n  -t-  «       n  -t-  2  n  -I-  p/ 

La  quantité  entre  parenfbèscs  est  la  somme  de  p  termes 
consécutifs  de  la  série  harmonique  :  en  prenant  p  suJQSsam- 
ment  grand,  on  rendra  cette  somme,  et  son  produit  par  a, 
supérieurs  à  tout  nombre  donné  (ft.  Rem.  IV).  La  série 
-considérée  serait  donc  divergente. 

!••  Théorème  VL  —  Une  série  est  convergente  si,  à  par- 
tir cCun  certain  rang,  le  rapport  d'un  terme  au  terme  pré- 
cédent, pris  en  valeur  absolue^  est  constamment  inférieur  à 
un  nombre  donnée  moindre  que  l'unité. 

D'après  le  Théorème  IV,  il  suffit  de  considérer  le  cas 
où  tous  les  termes  sont  positifs.  Or,  si  Ton  a 

«•+1    ^  W»+«    ^  *'ii+F      ^ 

a  étant  une  constante  positive,  inférieure  à  Tunité,  il  en 
résulte  que 

son!  respectivement  moindres  que  les  termes  de  la  pro- 
gression décroissante 

««*«»    «X» »    «X» 


Et  comme  cette  progression  forme  une  série  convergente» 
il  en  est  de  même  pour  la  série  proposée  (s). 

il.  Remarques.  —  L  Ordinairement  ce  théorème  peut 
être  énoncé  ainsi  :  Une  série  est  convergente,  si  le  rapport 
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d'un  tenne  au  terme  précédenty  pris  en  valeur  absolue,  tend 
vers  une  limite  inférieure  à  Vunité, 

II.  Cependant  la  première  proposition  est  plus  générale 
que  la  seconde  :  il  peut  arriver,  en  effet ,  que  le  rapport 
^^  n'ait  pas  de  limhe  déterminée.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  pour  la  série  . 

sin'  f  siii'  ç>  sin*  2? 


i  H-  A  cos*  Y         (i  -f-  A  cos*  ç»)  (  I  -*-  A:  cos*  25») 

j         sin'  ç>  sirr  2^  . . .  sin*  n^ 
(I  -♦-  icos'  ç) ...  (I  H-  Acos'ny) 

dans  laquelle  on  suppose 

0</:<l,    0<y<7r. 

Cette  série  est  convergente,  car  le  rapport 

M.+i^  ,       sinVw  -H  I)? 


u„  I  H-.  k  cos'  («  -h  i  )  f 

est  inférieur  à  A:  (*). 

III.  Si  tous  les  termes  ont  même  signe,  et  que  le  rapport 
^^  ait  pour  limite  l'unité,  la  série  peut  être  divergente. 

Dans  la  série  harmonique,  que  nous  savons  être  diver- 
gente (11),  le  rapport 


donc 


1.         **•»+!  . 

lim =  i . 

u. 


'n 


(*)  Excepté  pour  les  valeurs  de  n  qui  donneraient  sin"  (n  -♦- 1)  f  =s  1. 
Hais,  dans  ce  cas,  l'arc  f  serait  commensurable  avec  la  circonférence; 
et,  à  cause  de  sin  (Sn  +  â)  f  =  0,  /a  série  se  réduirait  à  un  polynôme. 
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IV.  En  conservant  les  notations  précédentes  ^  et  en  sup- 
posant tous  les  termes  positifs,  on  a 

•  a 

K  <  -, «. 

1  —  a 

En  effet,  les  inégalités 
donnent 

R«  <au„(1  -^a-4-  a*  -f. ); 

et,  à  plus  forte  raison , 

i  —  a 

19.  Applications.  —  L  La  série  exponentielle 


X         X*                                  x^^ 

1   -1-         -+'             -+-  '•■*-•■  -f-                     ■    - 

i       ^2                  1.2.3.. .(n- 

■i)" 

est  convergente,  quel  que  soit  x. 
En  effet, 

liin —  lim  —  —  0. 

u„             n 

II.  La  série  logarithmique 

X      x'      x'                x„ 

•"■       ••—      ^^^      ■    1            1                    1    1             •  •   •  •  ■        a-L-     ^—        *4*    •  • 

•  •  • 

12        3  n 

e«^  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
-hiet—i. 
Effectivement, 

lim =  X  lim =  x; 
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donc,  en  valeur  absolue, 


W1.+1 


n 


III.  La  série  du  binôme 

m         m(m  —  \)   ,  m(m— ^)...(m— w) 

i  ^2  i.2.3...(n— 0 

M^  convergente  lorsque  la  variable  x  e5f  comprise  entre  -+- 1 
W  — 1. 
Dans  ee  cas , 


donc 


fi^,       m  —  n  H-  i               w  — 

•m—  1 

x; 
n 

lim =  —  x; 

leur  absolue. 

!••  Théorème  VII.  —  Si  les  termes  décroissent  indéfi- 
niment, et  qu'ils  soient  alternativement  positifs  et  négatifs, 
la  série  est  convergente. 

Soit  la  série 

«4  —  t/,  -4-  t/j  —  «4  -+- -♦-  i«,_i  —  v„  -♦-  y^,  — , 

dans  laquelle  nous  supposons 

wi  >  ti, >  t/, >  ....  >  Un-i  >Un>  ^^i > >  0 r*), 

(•)  La  série  logarithmique,  divergente  pour  a?  =  -h  1  (•  ■),  est  conwr- 
jen/tf  pour  a?  =  —  i  (!•). 

(•*)  Cette  série,  développement  de  (1  -♦-a:)'*,  est  encore  convergente 
lorsque  a;=d=1,  m  étant  positif,  ou  lorsque  a;  :=  1,  m  étant  compris  entre 
0  et  —  1.  {Comptes  rendus  de  C Académie  des  sciences,  26  octobre  1857.) 

(***)  Si  les  premiers  termes  ne  satisfaisaient  pas  à  ces  conditions ,  on 

2 
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et,  en  outre, 

liin  11,  s=  0. 

Si,  pour  Gxer  les  idées,  nous  supposons  n  pair,  nous 
aurons 

S,  =  t/|— II,, 

S»  =  (W|  —  tt,)  H-  11,  =  11,  —  (il,  —  11,)  , 

S*  =  («1  —  Ut)  -+-  (W,  —  Ut)  =  II,  — -  (il,  —  1/5)  —  «4» 

S„  =  (i/|  —  ti,)  -*-  (iij  —  114)  H- -i-  (w^,  —  w,), 

«  II,  —  (il,  —  Ils)  —  (W4  —  «s) (W—,  —  tl.-i)—  l*„. 

On  voit  que  les  sommes  de  rang  impair  vont  en  dimi- 
nuant, et  les  autres,  en  augmentant.  En  outre,  chaque 
somme,  à  indice  impair,  surpasse  la  somme  à  indice  pair, 
qui  la  suit  immédiatement.  On  a  donc 

Si  >  S,  >  S.  > >  S._„ 

S,<S4<S,< <s„, 

S|  >  s,,  s,  >  S4,  85^  S4, s,_,  >  s,. 

Ainsi  :  i^  les  premières  sommes  ont  une  limite;  2*  les 
secondes  sommes  ont  une  limite. 
D*aiileurs,  la  différence 


'•-i 


S  =11 


représeotei-ait  par  ii|  le  terme  à  partir  duquel,  la  série  devenant  régu- 
lière, elles  soDl  A'éritiées.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  série 

10      10«       10» 
i -H -_ 


1        1.2      1.2.3  ' 
ciiee  plus  haut  (8),  on  ferait 

10"                      10"          10  10* 

M.  = »      «-=--; =î — U..     «3= rU.,etC. 

'      1.2.3...10        '      1.2.3...11       11    *'  '      11.12    *' 
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a  pour  limite  zéro  ;  donc  ces  deux  limites  ont  une  valeur 
commune  S,  comprise  entre  deux  sommes  consécutives  quel- 
conques, 

•••  Remarques.  —  I.  Le  raisonnemenl  précédent  peut 
être  rendu  encore  plus  clair  au  moyen  d'une  construction 
géométrique. 

L 

I 


•I       I- 


X    0  At        A4    A„  A,_4  A5        A|    y 

Sur  une  droite  indéfinie  xy  portons,  à  partir  d'un  point 
fixe  O  y  et  de  gauche  à  droite,  la  distance  0  A|  proportion- 
nelle à  ti>| ;  puis,  à  partir  de  A^,  et  de  droite  à  gauche,  la 
distance  A^iAj  proportionnelle  à  1(2;  puis,  à  partir  de  A<|, 
et  de  gauche  à  droite,  la  distance  A^^A^  proportionnelle  à 
Ug  ;  etc.  A  cause  de  t^j  <  ti^ ,  le  point  A2  tombe  entre  0  et  A 1 . 
De  même,  à  cause  de  u^  <  u^,  le  point  A3  tombe  entre  A^ 
et  A2;  etc.  De  là  résulte,  pour  ainsi  dire,  que  les  points  à 
indice  impair  marchent  de  droite  à  gauche,  et  que  les  points 
à  indice  pair,  toujours  situés  à  la  gauche  des  premiers, 
marchent  de  gauche  à  droite.  D'ailleurs  Tintervalle  A._jA„, 
proportionnel  à  u„,  a  pour  limite  zéro. Donc  les  points  Af, 
A5,  Ajj, ...  A^_i,  d'une  part,  et  les  points  A^,  A4,  Ag, ...  A„, 
de  l'autre,  tendent  vers  un  point-limite  L,  compris  entre  Aj 
et  A2.  entre  A3  et  A4, ...  entre  A,^,  et  A„;  ou,  ce  qui  est 
équivalent  :  les  sommes  décroissantes  81,83,85, ...  S„_, ,  et 
les  sommes  croissantes  Sj,  84,  Sg, ...  8„,  convergent  vers  une 
limite  commune  S,  représentée  par  OL. 

II.  8i  les  termes,  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissants,  tendaient  vers  une  limite  X  différente  de  zéro, 
la  série  serait  indéterminée.  En  effet,  les  sommes  8|,  83, 
S5,  ...  S,..4  iraient  encore  en  diminuant,  et  les  sommes 
Sj,  84, ...,  S„,  respectivement  moindres  que  les  premières, 
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iraient  encore  en  augmentant;  en  sorte  que  les  unes  et  les 
autres  auraient  des  limites.  Mais,  à  cause  de 

lim  u„  =  lim  (S,_,  —  S„)  ==  >, 

on  aurait 

lim  S,^|  —  lim  S„  =  x. 

Ainsi,  la  limite  des  sommes  de  rang  impair  serait  égale  à 
la  limite  des  sommes  de  rang  pair,  augmentée  de  X  (*). 


(*).  Exemple  : 

2      3      4      5 

7-2-^5-4-*- 

Si  ToD  prend  un  nombre  pair  de  termes, 

-Hh(l-h-H^- 

2n-Hi 
2fi 

1            1            i                                  1 

1.2  ■  3.4  ■  5.6  ■          ■   (2n-l)2n 

.       111                      11 

2      3      4                2fi-l       2n' 

donc  (fi  S)  /tmS„s=1.2. 
Si  Ton  en  prend  un  nombre  impair, 


\2      3/       ^4      Si  y    in         in-i-i) 


_2_±_   •    _  ' 


2.3      4.5  2n(2rtH-l) 

,.1111  1  1 


3      4      5  2n      2»i-t-r 

/imS„  =  l-hl.2. 

Du  resle,  la  construction  indiquée  conduit  à  la  même  conclusion  :  les 
points  A»,  A5,  A,,... 

L,      L. 


^       0  A,       A4  A,  A,    Ag         A,       y 

tendent  vers  un  poinl-limile  L»,  tandis  que  les  points  A,,  A4,  A,, ...  tendent 
vers  un  autre  point-limite  L,.  De  plus,  la  dislance  L^L,  est  proportion- 
nelle à  >. 
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III.  Une  série  à  tet^mes  alternativemenl  positifs  et  néga- 
tifs, dont  le  terme  général  a  pour  limite  zéro,  peut  être 
divergente. 

Pour  justifier  cette  proposition,  il  suffit  de  considérer  la 
série 

i  i  1  i  i  1 


V/2-i      V/2-^l      1/3-1      1/34-1      \/4-i      \/4-*-i 

la  somme  des  2n  premiers  termes  est 

(i       i       i  \\ 

St»  =  2   -  -4 1 1 h  -1; 

\1       2       3  nr 

donc  la  série  est  divergente. 

Cette  conclusion  n'est  pas  contradictoire  avec  le  Théo- 
rème VIL  En  effet,  Ténoncé  de  ce  théorème  suppose 
U|  >  Wj  >  ti3  >  «4 ...  ;  et,  dans  la  dernière  série,  les  termes 
sont  tantôt  croissants,  tantôt  décroissants. 

IV.  En  général,  on  ne  peut  pas  grouper,  arbitrairement, 
les  termes  d'une  série  (*).  Soit 

i       1       1       1       1       1       1       i        i 
23456789       iO 


. .  • 


9 


i  i  _\_  \  \  i  i 

'*^ïï~'72'*'lli""T4'^T5""Ï6"*"Ï7" 
doù 

«o       «       ,       2       4       2       1       2       i       2       1 

3       2       537493 

2        1^12        12 
"*"??""  6  "^13  ""7  "^75  ^8  "^17 

(*)  Voir,  plus  loin,  le  Théorème  de  Dirichlet, 
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Si  Ton  réduit,  on  trouve 

3:!557698 

OU 

2S  =  S; 

conclusion  absurde,  attendu  que  la  limite  S  est  comprise 
entre  \  et  {  (f  •). 

91.  Théorème  VUI. —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  Théorème  VII,  l'erreur  t  que  l'on  commet  en  pre- 
nant la  somme  S.,  au  lieu  de  sa  limite  S,  est  inférieure  au 
terme  u.^i  qui  suit  celui  auquel  on  s'arrête. 

1*  Si  n  est  pair,  on  a 

S„<S<S^,; 
d'où 

S  —  S„  <  8,^1  —  S„ , 
cesl-à-dire 

€  <  u. 


^  n  étant  impair,  on  a 

puis 

S«  —  S  <  S„  —  S^^i  : 
et  enûn 

99.  Remarque.  —  L'erreur  s,  prise  positivement  ou 
négativement,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  est  égale 
au  reste  R„  de  la  série. 

Exemples  de  •èrle«. 

•S.  Premier  exemple.  —  Considérons  d  abord  la  série 

i        i  i 

1  H H 


i       ^2      1.2.3 
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dont  le  ternie  général 

Nous  savons  que  cette  série  est  convergente  (ts,  I).  On 
désigne  ordinairement  par  la  lettre  e  la  limite  de  la  somme 
de  ses  termes;  en  sorte  que 

i        i  i  I 

e  =  i  H H 


i       i.î2       1.2.3  i.!2.5...(n— i) 

94.  1°  Le  nombre  e  es^  compris  entre  2  et  3.  La  pre- 
mière partie  de  la  proposition  est  évidente.  Pour  démon- 
trer la  seconde  «  observons  que  les  fractions 

I        i  i  1 


4.2    4.2.5    1.2.5.4  4.2.3...(n —1) 

sont  (la  première  exceptée)  respectivement  moindres  que 
les  termes  de  la  progression 

.441  4 

2     2'    5»  2-^« 

La  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression  est 
Tunilé;  donc  e  <  5. 

2®  Le  nombre  e  est  incommen^tirable.  —  S'il  était  égal 
à  une  fraction  irréductible^,  on  aurait,  en  mettant  en  évi- 

9 

dence  le  terme  dont  le  dénominateur  se  termine  par  le 
facteur  q  : 

p  4        4  4  4 


4       4.2  4 .2.3...(/       4 .2.3 ...q{q  -^  i) 


(*)  Le  premier  terme  échappe  à  eette  loi. 


"•> 
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puisy  en  multipliant  les  deux  membres  par  1.3.3  ...9 
I  i  i 


E  =  E'-4- 


(7+i)      (9  +  i)(?+2)      (9-f.i)(7-h2)(9-H5) 


E  et  E'  désignant  des  nombres  entiers. 

Cette  dernière  égalité  est  impossible,  car  elle  donne 

1              i                i 
E  <E'h H  7 -^  -t- :-♦-•••, 

ou 

E<E'-*--; 

ce  qui  est  absurde,  à  cause  de  E  >  E'. 

96.  Calcul  de  e.  Limite  de  l'erreur  commise.  —  La 
méthode  au  moyen  de  laquelle  nous  venons  de  prouver 
rincommensurabilité  du  nombre  e  donne  aussi  la  limite  de 
Terreur  s  que  Ton  commet  quand  on  prend  seulement  les 
n  premiers  termes  de  la  série.  On  a 

1  i 


i.2.3...n       i.2.5...n(n-+-i)  « 

donc,  par  le  calcul  précédent, 

^1.2.3...7iL         w-^1       {n-^iy  J 

ou 

i.2.3...(n  — i)n*' 
ou  encore 

En  faisant  usage  de  cette  formule,  et  en  observant  que 
les  termes  de  la  série  se  déduisent,  les  uns  des  autres^  par 
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des  divisions  successives  très-simples,  on  peut  calculer 
rapidement,  avec  une  grande  approximation,  la  valeur  de  e. 
Par  exemple,  si  Ton  se  borne  à  neuf  décimales,  on  aura 

i  -4-1  =  2 

i 

-  =  0,500  000  000 

2 

\ 
-—  =  0,1 66  666  666 
2.3 

\ 

=  0,041  666  666 


2.3.4 
\ 
2.3.4.5 
\ 


=  0,008  333  333 


2.3...6 
1 


-=0,001  388  888 


2.3...7 

0,000  1 98  41 2 

i 

0,000  024  801 

^*d.«.0 

1 

0,000  002  755 

2.5...9 

i 
2.3...10 

0,000  000  275 

\ 

0,000  000  025 

2.3...11 

\ 

0,000  000  002 

2.3...i2 

2,718  281  823 

Si  nous  n'avions  pas  négligé  les  décimales  qui  devraient 
suivre  la  neuvième,  nous  aurions,  d'après  la  formule  pré- 
cédente , 

e  <  0,000  000  002  .  -^; 

Id* 
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et,  &  plus  forte  raison,  s  <  0,000  000  000  9.  Ainsi  les  neaf 
décimales  obtenues  seraient  exactes.  Pour  tenir  compte 
des  retenues,  calculons  une  décimale  de  plus:  en  la  prenant 
par  défaut,  nous  devrons  ajouter,  au  résultat  précédent. 


6+6  +  3+8+6-h5-«-7-i-5+0+0+1  ODiiésda  IO«ordredéci 

OU 

0,000  000  004  7. 

En  prenant  par  excès  la  dixième  décimale,  nous  avons,  pour 
nouvelle  somme, 

0,000  000  005  8. 
Ainsi 

S„  >  2,718  281  823  -♦-  0,000  000  004  7, 

S„  <  2,718  281  823  -h  0,000  000  005  8  ; 
ou 

S«  >  2,718  281  827  7,    S„  <  2,718  281  828  8. 

D*un  autre  côté,  le  dernier  terme  calculé,  ti^j,  est  certai- 
nement inférieur  à  0,000  000  002  2  ;  donc 

f  <  0,000  000  000  2. 

Par  suite,  la  valeur  de  e  est  comprise  entre 

2,718  281  827  7    et    2,718  281  829  0. 

En  effet , 

e  =  2,71 8  281  828  459  045 .. .  (*). 


\.  Les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer  à 
propos  de  rincommensurable  e  sont  justifiés  par  Tinpor- 
tance  de  ce  nombre ,  que  Ton  rencontre  dans  une  foule  de 

{*)  En  écrivant  1828  deux  fois  de  suile  à  la  droite  de  37,  on  a  la  valeur 
de  e  avec  neuf  décimales. 
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recherches;  nous  verrons  bientôt  qu'il  sert  de  base  au  sys- 
tème des  logarithmes  népériens, 

ffSI.  Deuxième  exemple.  —  Soit  la  série 


i 
1.2"- 

i 
2.3 

1 

"3.4- 

dans 

laquelle 

••#1 

n(n  H-  i) 


i 


n(n  -+-  i) 

Il  est  évident  que  lim  «„  =  0  et  que  hm  nu„  =  0.  Ainsi,  la 
série  est  peut-être  convergente. 

Pour  reconnaître  si  elle  Test  réellement,  cherchons  la 
limite  du  rapport  -^^  : 


donc 


\ 

i 

^n 

n 

—  1 

n 

.  ,  —  ■ 

W«.-f 

n 

-*-i 

i 

-♦- 

n 

lim 

w„ 

1. 

W»-l 


D'après  l'une  des  remarques  du  n**  17,  on  ne  peut  encore 
rien  afiirmer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 
proposée.  Mais,  si  l'on  fait  attention  que 

i  ^        i       ^  _^       I       ^  _^      ^ 
T^^    ""2'   23'^2^3'    5^""3""4''     ' 

on  a,  pour  somme  des  n  premiers  termes , 

i      i 

ou 


i     1 

— 1 

3       3 

i               111 

4               n      n      n-*-1 

s„=i- 

1 

• 

W-+-1 
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et,  conséquemmenty 

limS„  =  S==l. 

La  série  proposée  est  donc  convergente;  et  la  somme  de 
ses  n  premiers  termes,  égale  à  1  — ^^^,  a  pour  limite 
Tunité. 

9S«  Remarque.  —  Le  procédé  que  nous  venons  d'em- 
ployer est  souvent  applicable. 

K  Troisième  exemple.  —  Considérons  la  série 


.       ^       1       4       ^       1       1       1       1  i 

23436789  P 

dont  les  termes,  abstraction  faite  des  signes,  sont  égaux  à 
ceux  de  la  série  harmonique.  Afin  de  reconnaître  plus  aisé^ 
ment  si  elle  est  convergente  ou  divergente,  écrivons- la 
ainsi  : 

(*-*-^-5)-*-(i-^B-6-)"&"-8-^)  "•••("> 

Il  est  maintenant  visible  que  le  n**"*  groupe  de  trois  termes 
de  (1),  ou  le  n"**  terme  de  (2),  est 

""  "~  3n  —  2  "^  5n  —  i  ""  5n ^  ^' 
ou,  après  la  réduction  au  dénominateur  commun, 

9n'  — 2 

''»""(5n  — 2){3n  — i)3n* 

Cette  fraction  est  positive  a  partir  de  n=^  ;  donc  la  série  (1) 

(*)  Pour  justifier  ceUe  transformation  de  série,  il  suffit  d'obser?er  que, 
le  terme  général  de  la  série  (1  )  ayant  pour  limite  zéro,  les  séries  (\)el  (2) 
sont,  en  même  temps,  convergentes,  divergentes  ou  indéterminées.  Eu 
effet,  à  cause  de  p  =  3n,  ou  3n  -h  1 ,  ou  3»  ■+-  2,  S„  ne  peut  différer,  de  S^ 
que  d'une  quantité  dont  la  limite  esl  zéro. 
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a  tous  ses  termes  positifs.  De  plus,  ils  diminuent  indéfini- 
ment à  mesure  que  n  augmente.  Mais  comme 

9-1 
9n«  —  2  n« 


«u„  = 


(3/t  — 2)(3n  — 4)3 


(^-i){^-> 


le  produit  nu^  a  pour  limite  ^  (*).  Ainsi  la  série  (2)  est 
divergente  (ta);  et  la  série  (1)  Test  aussi. 
SO,  Quatrième  exemple.  —  Soit  enfin  la  série 

i       2       i       1       2       I       i       2 
23456789  ^  ^ 

Opérant  comme  dans  l'exemple  précédent ,  nous  aurons 

_      I  1  2  _  9/1  —  4 

"•""3»  — 2"*"  3n—  l  ""Sn^CSn— 2)(3n— i)3n" 

Cette  fraction ,  qui  est  positive ,  diminue  indéfiniment  à 
mesure  que  n  augmente.  De  plus,  le  produit  nu^  a  pour 
limite  zéro  (**).  Ainsi ,  il  est  très-probable  que  la  série  pro- 
posée est  convergente.  Une  transformation  fort  simple  va 
changer  cette  probabilité  en  certitude.  Écrivons 

"      \3»— 2       3n/       \3m  — i       Znl 

{*)  En  géDéral,  soit  une  fi action 

AaiP  -\-liar-^  h h  Ta?  -i-U 

A'xF -♦-  B'a;p'-«  H 1-  T'a?  H-  U' 

dont  les  termes  sont  des  polynômes  entiers,  et  dans  laquelle  on  fait  croître 
indéfiniment  la  variable  x.  i**  5i  p  =  p\  la  fraction  tend  vers  ^,;  S»  Si  p 
surpasse  p',  la  fraction  croît  au  delà  de  toute  limite;  Z'^Si  p'  surpasse  p, 
la  fraction  tend  vers  zéro.  Il  suffit,  pour  déraoutrer  cette  proposition,  de 
diviser  les  deux  termes  par  xp. 
(**)  Voir  la  note  précédente. 
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et  posons 

,       i        i      „       \        i 

3»  —  2       on  3n  —  i       5» 

d'où  résulte 

w„  =  w« -*- <  ; 

puis,  en  désignant  par  S„,  S^,  SI  y  les  sommes  correspon- 
dantes : 

S^  e=  S„  -+-  S,. 

Les  séries  ayant  u^,  u^  pour  termes  généraux  sont  conver- 
gentes (to);  donc  la  série  (5)  est  convergente.  De  plus , 

lini  S^  =  lim  S|,  -h  Hm  S'^  (*). 

I.  Théorème.  —  La  série 

1 


— I-  —  -t-  ——  -t-  ••• 


€«/  convergente  quand  m  surpasse  l'unité, 

II.  Théorème.  —  La  «én'e 

tt,  -H  t/j  H-  «3  -^  ••.  H-  ti„  -♦-  •••, 

don^  foM«  fe«  termes  sont  positifs,  est  convergente  ou  diver- 
gente suivant  que  ^u^  tend  vers  une  limite  inférieure  ou 
supérieure  à  l'unité. 

III.  Théorème.  —  En  représentant  par  a  un  tiombre  plus 
grand  que  Vxinitéy  on  a 

\  i.2  1.2.5  a 


an-l       (a-4-l)(a-+-2)      (a-f-i)(aH-2)(o-h3)  a— I 


(*)  Les  valeurs  de  ces  diverses  limites  seront  données  plus  loin. 
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IV.  Les  séries 
,       i      i      1      i      i      i       i       4       4        1       i 

i  H 1 1 1 1 1 1 1 .  , 

5      2      5      7      4      9      M      6      13      i5      8 


.       1      i       4      4       1      i       i       14 

1  H 1 1 1 1 -t-  •  •  ' 

552479      il       68 


9 


i_l    1    1— i    i    i    ^     ^     i     ^     JL 

~2"*'3'^5'"4~"6'*"7"*"9'^Tr""8"~'"ÏÔ"~i2'*"*    *' 
déduites  de  la  série  convergente 

14       4       4       111 

1 1 1 1 1-  ... 

2      3       4       5       6       7      8 

sont-elles  convergentes?  Si  elles  le  sont,  ont-elles  même 
somme  que  cette  dernière  série? 

V.  Sommer  la  série  dont  le  terme  général  est 

n'  —  n  -¥-  I 
**"""«(»-*-  2)(n-«-  3)(n-+-4)' 

VI.  Prouver  que 

_  ^  ^  ^  __^ 

r.~273  '*'2.3.4"*'  3.4.5"*""*^4' 

VII.  Théorème  de  Goldbagh.  —  Si  Von  donne  aux  entiers 
m  etp  toutes  les  valeurs  possibles,  supérieures  à  l'unité,  on 
aura 

pourvu  que,  dans  celte  somme,  on  ne  compte  qu'une  seule 
fois  une  même  fraction  (*). 


(*)  Ainsi  le  théorème  consiste  en  ce  que 
4      11  )       1        i  11 

— I ^_^^.....) 1 1 H  •••H 1 

3      7       15  8      26      80  63      235 

(Voir  Journal  de  Liouville,  tome  Vil,  p.  1.) 
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Vin.  I*  Qod  ei  Itf  II*"  tenue  de  b  série 

\        3       ly       \5       7       3/       '9       il       5/ 

3*  Cette  série  est  eofiTergeote. 

3^  1^  somme  S.  de  ses  n  premiers  termes  est  comprise 
entremet  5^. 

k*  Si  Ton  représente  par  A.  b  somme  des  fi  termes  qui, 
dans  b  série  harmonique,  suivent  les  11  premiers,  on  a 

5*  D après  ceb,  en  admettant  que  lim  A.  =  /.9  (*)  : 


4  1.2.3       5.6.7      9.10.11 

IX.  Trouver  b  somme  des  n  premiers  termes  de  b  série 
1.2.3  2.3.4  3.4.5 


4.5.6.7       5.6.7.8       6.7.8.9 


•••> 


et,  ni  la  série  est  convergente ,  déterminer  b  limite  de  cette 
somme. 

X.  Démontrer  la  convergence  de 

(7ï'*"i^)~(i73'^i74)^(i75'^i76)"(c^"^i78)  ■*"•■•' 

et  la  divergence  de 

_!__    J__\ i^    I  i         1  \ i_    /  i       _î\ 4_ 

n  Voird-de&8us(f8). 
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XI.  Démontrer  les  relations  suivantes,  dans  lesquelles  a 
est  un  nombre  entier  donné  : 


'i  n(n-¥-  a)  {n  h-  2a)      âa  -^j n(n  h-  a) 

«  n(n-*-a)...(fH-p— io)      IP~*/^     *  n (n-4-a)...(n-+-p— 2)a 

XII.  De  quelles  natures  sont  les  séries  ayant  pour  termes 
généraux  : 

i  i 


n  -*-  i  -»-  cos  WTT  "      (n  H-  1  -4-  cos  wtt)* 

n  sm n'  cos  —  \n  sm n'  cos  — 

2  2  \  2  2/ 

XIII.  Evaluer  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série 

(1  -4-  X)  -f-  (X*  -f-  X*  -4-  X*)  -H  (X*  -4-  x'  -4-  x"  -4-  x')  H 

Vers  quelle  limite  tend  cette  somme,  lorsque  x^  est  infé- 
rieur à  Tunité? 


(*)  Dans  ces  diverses  égalités,  la  lettre  2 (sigma)  désigne  une  somme; 
les  indices  de  cette  leUre  sont  les  valeurs  extrêmes  du  nombre  entier  n. 
Si,  par  exemple,  a  =  5  et  p  ^s  5,  la  dernière  relation  exprime  que  la  série 

i  1  1 

+ 


1.4.7.10.13      2.5.8.11.14      3.6.9.12.15 
a  pour  somme  : 

i  ['    1  1  i  i     n 

12  U.4.7.10  "*"  2.5.8.11  "*"  3.6.9.12  "^  4.7  lO.lsJ 
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XIV.  Admettant  que 

4       9       16  6 

trouver 

I       I       i 

XV.  s  désignant  la  somme  de  la  série 


I      I      i 


prouver  que 

XVI.  THÉORèME.  —  Si  l'on  a 

0  <  Wi  <  ti,  <  •••  <  u._i  <  u„  <  Hh^  <  -, 

et 

l  étant  une  quantité  finie;  la  série  est  indéterminée  (*). 

XVII.  Théorème.  —  St  a  -+- 1  surpasse  b,  et  que  2b  soit 
un  nombre  entier,  on  a 

v-__i__=I^"_J n 

(*)  On  peut  comparer  ce  théorème  avec  celai  qae  nous  avons  démontré 
ci-dessus  (n^f  Rem.  II). 
(•*)  Par  exemple, 

i  1  1  2 

'-©•  '-(i)"  '-©    ' 
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XVIII.  Théorème.  —  Soit  une  série  à  termes  positifs  et 
décroissants  : 

i        1        i  i 

A,       A,       A,  A„  ^  ' 

Au  moyen  des  différences  positives 

Aï — A4  =  «4,     Ab  —  A,  =  01,  ...  A^j— -A„  =  a„, 

on  forme  une  seconde  série 

i        1       i  I 

1 1 l-'-'H H'"  (2) 

«1        ««        o«  o„ 

Cela  posé  : 

i^  Si  la  série  (2)  est  convergente,  ou  si  elle  n'est  pas 
plus  divergente  que  la  série  harmonique,  la  série  (1)  est 
convergente; 

^  Si  la  série  (2)  est  plus  divergente  que  la  série  harmo- 
nique, et  que  le  dénominateur  a.  tende  vers  une  limite,  la 
série  (l)  est  divergente. 

XIX.  Théorème  de  Dirichlet.  —  La  somme  d'une  série 
convergente  n'est  pas  altérée  par  un  changement  dans  l'ordre 
des  termes  lorsque  ceux-ci,  pris  positivement,  forment 
encore  une  série  convergente, 

XX.  Théorème  de  Riemann.  —  Soit  une  série  couver- 
gente 

M|  —  tli  -+-  t/j  —  t/4  -H  —, 

qui  cesse  de  l'être  quand  les  termes  sont  pris  positivement. 
Si  l'on  change  l'ordre  de  ces  termes,  la  série  peut  :  \^  rester 
convergente;  2®  devenir  divergente  ou  indéterminée.  En 
outre,  dans  le  premier  cas,  la  somme  de  la  nouvelle  série 
peut  être  prise  arbitrairement. 

XXI.  Théorème.  —  Si  la  série 

U^  —  Wj  -♦-  tlj —  W4-»-  ••■ 
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est  convergente,  les  séries 

(il.  -^  «,)  —  (Wt  -^  tlj  -*-  («•  +  «7)  —  (fi  +  t*,)  -4-  .-., 

(«.-♦-ttjH-w,)  —  (Ut-4-ii4-*-w«)  -♦•  (tfr<-«f*-tiM)  —  (Ws-wi|f+-«ii) 
onf  mime  somme  que  la  première. 


CHAPITRE  H. 

ARRANGEMENTS  ET  COMBINAISONS. 


St.  1®  On  appelle  arrangements  de  n  lettres,  p  à  p,  les 
mots  composés  de  p  lettres  prises  parmi  les  n  lettres  don- 
nées (*). 

D  après  cette  définition,  deux  arrangements  quelconques 
diffèrent,  soit  par  les  lettres  qui  y  entrent,  soit  par  l'ordre 
de  ces  lettres. 

Ainsi  les  arrangements,  trois  à  trois,  des  cinq  lettres  a, 
byC,d,  e,  sont 

abc,    bac,    6ca,    bde,    eda,    d6e.... 

^  Les  permutations  de  n  lettres  sont  les  arrangements 
formés  avec  ces  lettres  prises  toutes  ensemble  (**).  Par 

(*)  Cette  définition,  assez  dîflTérenle  des  définitions  ordinaires,  nous  a 
semblé  propre  à  empêcher  les  élèves  de  confondre  les  arrangements  et  les 
combinaisons.  11  est  peut-être  superflu  d'ajouter  que  les  assemblages  de 
lettres,  auxquels  nous  donnons  le  nom  de  mots,  peuvent  n*avoir  aucune 
signification;  ils  peuvent  même  n*être  pas  prononçables. 

{**)  Les  permutations  sont  donc  un  cas  particulier  des  arrangements. 
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exemple,  les  lettres  a,  b,  c  donnent  les  six  permutations 
a6c,    ac6,    bac,    bca,    ca6,    cba, 

3®  Enfin,  on  appelle  combinaisons,  les  arrangements 
dont  la  composition  est  différente,  c*est-à-dire  les  arrange- 
ments tels,  que  deux  quelconques  d'entre  eux  diffèrent  au 
moins  par  une  lettre. 

Les  combinaisons  des  lettres  a,  6,  c,  d,  e,  prises  trois  à 
trois,  sont  donc 

abc,    abd,    abe,    acd,    ace,    ade,    bcd,    bce,    bde,    cde, 

99.  Remarques.  —  I.  L'ordre  des  lettres,  dans  une 
combinaison  donnée,  est  indifférent  :  pour  plus  de  simpli- 
cité, on  choisit  ordinairement,  comme  nous  venons  de  le 
faire ,  Tordre  alphabétique. 

IL  Tant  de  lettres  que  Ton  voudra,  prises  toutes  ensem- 
ble, donnent  lieu  à  une  seule  combinaison. 

IIL  Pour  effectuer  les  arrangements  p  h  p  de  n  lettres, 
on  peut  combiner  d'abord  ces  lettres  p  kp,ei  permuter 
ensuite  les  p  lettres  entrant  dans  chaque  combinaison.  Il 
est  visible,  en  effet,  que  si  Ton  opère  ainsi,  il  n'y  aura  ni 
arrangement  amis,  ni  arrangement  répété. 

Les  combinaisons  écrites  ci-dessus  donneraient,  de  cette 
manière,  les  soixante  arrangements,  trois  à  trois,  des  cinq 
lettres  a,  b,c,  d,  e;  savoir: 

abc,  abd,  abe,  cde, 

acb,  adb,  aeb,  ced, 

bac,  bad,  bae,  ....  dce, 

bca,  bda,  bea,  dec, 

cab,  dab,  eab,  .....  ecd, 

cba,  dba,  eba,  edc. 
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L  Problème  I.  —  Trouver  le  fêombre  des  arrangemenUf 
p  à  pfde  n  kttres. 

Soit  A..,  ce  nombre.  Pour  le  déterminer,  observons  que 
si  l*on  connaissait  les  arrangements  p  —  1  à  p  —  1  des 
n  lettres  données,  arrangements  dont  le  nondl>re  sera  dési- 
gné par  \m.p-t9  on  formerait  aisément  les  arrangements 
php  des  mêmes  lettres.  En  effet ,  à  la  droite  de  chacun 
des  arrangements  composés  de  p  —  1  lettres,  inscrivons, 
successivement,  chacune  des  n  —  (p  —  1)  lettres  qui  ny 
entrent  pas  :  nous  obtiendrons,  sans  omission  et  sans 
répétition,  les  arrangements  cherchés.  D'ailleurs ,  chaque 
arrangement  de  p  —  1  lettres  a  produit  n  —  p  -H  1  arran- 
gements de  p  lettres  ;  donc 

Amp  =  (»  — P-^I)A.,,^. 

Cette  relation  générale  donne,  par  le  changement  de  p  en 
p  — l,p  — 2,  ...,3,2: 

A^p-i  =  (n  —  p  ■+-  2)  A^^t, 
Am  ^_î  ==  (n  —  p  -♦-  3)  A,^  ^ _, , 


A..»«=(n  — 2)A..„ 
A,.,  =  (n  — l)A,.,. 

D'ailleurs,  A^i,  ou  le  nombre  des  arrangements  de  n 
lettres  prises  1  à  1,  est  évidemment  n.  Par  suite, 

A..,  =  n(n—  l)...(n  — p-f-  «).  (A) 

Telle  est  la  formule  cherchée.  Elle  exprime  que  le  nombre 
des  arrangements  pàp,den  lettres, est  égal  au  produit  de  p 
nombres  entiers,  consécutifs  et  décroissants,  dont  lepremier 
est  n. 
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54.  Problème  II.  —  Trouver  le  nombre  P„  des  permuta- 
tions de  n  lettres. 

Siy  dans  la  formule  (A),  on  suppose  p=n^  on  trouve 

A«.,  =  n(»— I)...  4, 
oii 

P„  =  1.2.3...n.  (B) 

Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  n  lettres  est  égal  au 
produit  des  n  premiers  nombres  naturels. 

55.  Problème  III.  —  Trouver  le  nombre  des  combinai- 
sons, pàfyden  lettres.  D'après  la  Remarque  III  (99),  cha- 
cune de  ces  combinaisons  donne  autant  d'arrangements  que 
l'indique  le  nombre  Pp  des  permutations  de  p  lettres  ;  donc 
le  nombre  A„,p  des  arrangements  de  n  lettres,  p  à  p,  est  égal 
au  nombre  Go,p  des  combinaisons  de  ces  n  lettres,  multiplié 
par  le  nombre  Pp  des  pei^mutations  de  p  lettres;  donc  aussi 

c.,=  ^-  (C) 

sa.  La  formule  (G)  peut  être  écrite  de  différentes  ma- 
nières. D'abord,  si  Ton  remplace  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (A)  et  (B), 

on  aura 

»  (n  —  {) ...  (n  —  p  -♦-  ^) 

4.2. 3 ...  p 

ou,  en  observant  que  les  deux  termes  contiennent  le  même 
nombre  de  facteurs, 

c.  =!î.^zil.îLi^...!!i-P:^.        (E) 

"'"4        2  5  p  ^  ^ 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres,  p  à  p,  est 
égal  au  produit  des  p  fractions 

n     n  —  4      n  —  2  n  —  p -*-  I 


c..=  "^   y:r  "^    'i        w 
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Enfin,  si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  (D) 
par  1.2.3 ...  (n  —  p),  on  obtient 

4.2. 3  ...  ti 
^'^      i.2.3...p.i.2.3...(n  — p)  ^  ' 

S9.  Remarques.  —  I.  Les  combinaisons  de  n  lettres  sont 
nécessairement  en  nombre  entier;  donc  la  fraction  (D)  doit 
être  réductible  à  un  nombre  entier,  ou,  ce  qui  est  équi- 
valent : 

Le  produit  de  p  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible 
par  le  produit  des  p  premiers  nombres  naturels  (*). 

II.  Le  second  membre  de  la  formule  (F)  ne  change  pas 
(|uand  on  y  remplace  p  par  n  —  p;  donc 

C«.p=^C,,,_p;  (G) 

ou ,  en  d  autres  termes  : 

Le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres,  prises  p  à  p,  est 
égal  au  nombre  des  combinaisons  de  ces  lettres,  prises  n  —  p 
«n  — p(**). 

89.  Applications.  —  L  Combien  les  10  lettres  du  mot 
LOGARITHME ,  prises  l(il,2â2,  ...,10âlO,  peuvent-elles 
former  d'arrangements? 

La  formule  (A)  donne,  successivement  : 

A4o,i  =  10,    A,o.,  =  i0.9=:90,    A,o,8  =  90.8  =  720, 

A,o,  4  =  720.7  =  5  040,  A,o,  •  =  5  040.6  =  30  240 , 

A,o. •  =  30  240.5  ==  1 M  200 ,  A». 7  =  1 51  200.4  =  604  800, 

Aip,,  =  604  800.5  =  1  814  400, 

A,o.»  =  A,a.  io  =  P40  =-  1  814  400.2  =  3  628  800. 

(*)  On  peut  démontrer  ce  théorème  par  des  considérations  purement 
arithmétiques. 

(**)  Ceue  propriété  est  presque  évidente  :  à  chaque  combinaison  ren- 
fermant p  des  n  lettres  données,  correspond  une  combinaison  formée  des 
n  —  p  autres  lettres;  donc  le  nombre  des  premières  combinaisons  est  égal 
au  nombre  des  dernières. 
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Ainsi  y  avec  les  10  lettres  données,  on  peut  former  10 
mots  d'une  lettre,  90  mots  de  deux  lettres,  ...,  3  628  800 
mots  de  dix  lettres  :  en  tout,  9  864  100  mots.  Il  est  évident 
que  ces  nombres  seraient  considérablement  réduits  si  Ton 
rejetait,  par  exemple,  tous  les  mots  renfermant  trois  con- 
sonnes consécutives  (^),  tous  ceux  qui  ne  contiennent  pas 
de  voyelles,  etc. 

II.  De  combien  de  manières  12  personnes  peuvent-elles 
occuper  \^ places  autour  d'une  table? 

Ce  nombre  est 

P„  =  1.2.5.4.5.6.7.8.9.10.11.12  =  479  001  600  (**). 

m.  De  combien  de  manières  peut-on  choisir  S  cartes  dans 
un  jeu  de  piquet? 

L  ordre  dans  lequel  les  S  cartes  choisies  ou  tirées  étant 
indiffèrent,  le  nombre  cherché  est  celui  des  combinaisons 
de  32  lettres  5  à  5,  c'est-^-dire 

32.31.50.29.28        ^       _ 
€,,»=»       42545 32.51.29.7  =  201576. 


K  Dans  ce  qui  précède,  les  lettres  arrangées  ou  com- 
binées étaient  essentiellement  différentes.  Quand  cette  con- 
dition est  supprimée,  on  a  des  arrangements  ou  des  combi- 
naisons avec  répétition.  Par  exemple,  on  peut  se  proposer 
la  question  suivante  : 

(*)  Ordinairement,  ces  mois  ne  sont  pas  prononçables  :  le  mot  loga- 
rithme fait  exception. 

{**)  Si  les  12  personnes  eifeclaaîent  une  permutation  par  minute,  et  si 
elles  consacraient  à  ce  travail  12  lieures  par  jour  et  560  Jours  par  année, 
il  leur  faudrait  1848  ans  pour  venir  à  bout  de  leur  tâche! 
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Quel  est  le  nombre  N  des  permutations  de  n  lettres,  parmi 
lesquelles  se  trouvent  cl  fois  la  lettre  a,  ^  fois  la  lettre  b, ..., 
e  fois  la  lettre  t? 

Pour  effectuer  ces  permutations,  il  suflBrait  de  faire  occu- 
per, par  les  n  lettres,  n  places  données.  De  ces  n  places, 
a  peuvent  être  occupées  par  les  a  lettres  a ,  d'autant  de 
manières  que  Tindique  le  nombre  C,,^  des  combinaisons 
de  n  lettres,  a  à  a.  De  même,  P  des  n — a  places  restantes, 
peuvent  être  remplies  par  les  (3  lettres  6,  d'un  nombre  de 
manières  égal  à  C«_^^;  etc.  Enfin,  quand  toutes  les  lettres, 
autres  que  f,  auront  été  employées,  il  restera  6  places,  dont 
In  répartition  entre  les  6  lettres  /  se  fera  d'une  seule 
manière,  ou  d'un  nombre  de  manières  égal  à  Ce.o  (S2i,  II). 
Par  suite, 

ou 

^^ ^•^'^' -^ /jl\ 

i  .2.3  ...  a  X  ^  .2.3  ...  p  X  ...  X  <  .2.3  ...  6 

40.  Remarque.  —  La  formule  (H)  est  la  généralisation 
de  la  formule  (F).  Elle  montre  que  si  un  nombre  entier  n 
est  égal  à  la  somme  des  nombres  entiers  ^e,  (3,  y,  ...,  9,  /e 
produit  1.2.3  ...  n  est  divisible  par  le  produit 

i .  2 ...  <x .  1.2...^...  i  .2 ...  0. 

41.  Application.  —  De  combien  de  manières  peut-on 
permuter  les  21  lettres  du  mot  constitutionnellembnt? 

Ce  mot  contient  2  fois  la  lettre  o,  i  fois  la  lettre  n,  etc.; 
donc 

r2.3.4..'5.6.7.8.9...21 

~  1.2.1.2.3.4.1.2.3.4.1.2.1.2.3.1.2 
=  5.7.9.10.ii.7.15.l6.17.18.19.20.4l, 
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OU 

N  =  142  146  718  560  000  0. 

49.  Combinaisons  avec  répétition  (**).  —  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  trois  lettres  a,  6,  c  aient  été  com- 
binées 7  à  7,  de  la  manière  suivante  : 

aaabbbbj    abbbbccy    bbccccc^    aaaaace^  (I) 

Dans  chacune  de  ces  combinaisons,  substituons,  à  chaque 
lettre  répétée,  le  rang  qu'elle  occupe  dans  la  combinaison  : 
la  suite  (1)  sera  remplacée  par 

0236567,    a6345c7,    62c4567,    a2345c7,  (2) 

Cette  nouvelle  suite  contient  toutes  les  combinaisons 
simples  des  trois  lettres  a,  6,  c  et  des  six  chiffres  2,  5,  4,  5, 
6,  7.  Le  nombre  des  termes  de  la  suite  (1),  égal  à  celui 
des  termes  de  la  suite  (2),  est  donc  (^7,  ou  36.  Le  même 
raisonnement  subsiste  dans  le  cas  de  n  lettres  combinées 
p  à  p.  Donc  la  formule  des  combinaisons  complètes  est 

N»,  p  =  C„4.p_i,p  =  C„^_,^,_j.  (f) 

0  Quand  nne  permutatioD  offre  un  sens,  elle  prend  le  nom  d'ana- 
gramme. Quelques  anagrammes  sont  célèbres  :  dans  frère  Jacques  Clé- 
ment, on  trouve  :  c'est  Venfer  qui  m'a  créé;  un  poète  composa  cette  ana- 
gramme pour  Marguerite  de  Valois  :  Salve,  Virgo,  Mater  Dei,  Enfin, 
Révolution  française  donne  lieu  à  deux  curieuses  permutations  :  Un 
Corse  la  finira;  Veto.  —  La  France  veut  son  roi. 

An  lieu  de  permuter  des  lettres,  on  peut  faire  des  permutations  de  mots  : 
une  scène  du  Bourgeois  gentilhomme  contient  un  exemple  de  ces  jeux 
d'espril.  En  Toicî  un  autre,  moins  connu  : 

Saint  Honoré 
Dans  sa  chapelle. 
Avec  sa  pelle, 
Est  honoré. 

Ce  quatrain  en  produit  vingt-quatre,  exprimant  tous  la  même  idée. 
(**)  On  dit  aussi  combinaisons  complètes. 
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4S.  Application.  —  Quel  est  le  nombre  des  termes  d'un 
polynôme  homogène  complet,  du  degré  p,  renfermant  n  fel- 
tres^^  b,  c,  ...  l? 

Si  Ton  fait  abstraction  des  coefiScients,  un  terme  quel- 
conque du  polynôme  a  la  forme  a^b^c* ...  1^  pourvu  que 

D'ailleurs  l'expression 

a^b^c*,,,  t^  =  aaa ...  566 ...  f  ce ...  W ... 

peut  être  regardée  comme  une  combinaison  renfermant 
a  fois  la  lettre  a,  p  fois  la  lettre  6,  etc.  Donc  le  nombre 
cherché  est  N,,^. 

Par  exemple^  le  développement  de  (a  h-  6  h-  c)^  contient 
36  termes.  De  même,  le  nombre  des  termes  du  développe- 
ment de  (aH-fc-hc-f-d-f-e-t-Z'-f-jf)'  est  C5^,.,,5  =  84, 

Triangle  arliliBiétl^ae* 

44.  La  formule 

n    n^i       n-p^\ 

^-''""7'"2 p —  ^^^ 

peut  être  écrite  ainsi  : 

»  —  p  H-  \  __«-*-  1  p 

p  p 

Mais, 

donc 

ou,  si  Ton  remplace  n  par  n  —  1  : 

C», p  =  C,-i,,i_i  -♦-  C„.|,p.  (K) 
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Ainsi ,  le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres,  p  à  p,  est 
égal  à  la  somme  du  nombre  des  combinaisons  de  n  —  1  let- 
très,  p — 1  d  p — \,etd%i  nombre  des  combinaisons  den  —  1 
lettres,  p  à  p. 

Ce  théorème,  qui  permet  évidemment  d*obtenir  les  nom- 
bres de  combinaisons,  par  des  additions  successives,  parait 
en  défaut  dans  le  cas  de  />  ^=3 1 .  Mais,  comme  la  relation 
C^^=C^^  devient,  si  l'on  supposep=0,  C,,o=C..,=l, 
on  peut  convenir  que  l'expression  C.^o  ^^'^  l'unité. 

Cela  posé,  si  Ion  part  de  C|,  o=  i  et  de  C|.  i=  1 ,  et  que 
Ton  applique  la  formule  (K),  on  formera  le  tableau  suivant, 
connu  sous  le  nom  de  Triangle  arithmétique,  de  Pascal. 
Dans  ce  tableau ,  le  p'^"*  terme  d'une  ligne  horizontale  de 
rang  n,  égal  à  C^^p»  s'obtient  en  ajoutant  le  terme  de  même 
rang,  dans  la  ligne  précédente,  avec  le  terme  qui  précède 

celui-ci. 

\     i 

\     2    i 

15    3    1 

4     4    6    4    1 

1     5     10     iO    5    1 

1     6    15    20     15    6    1 

1     7     21     35     35     21     7     1 


4Uft.  Remarques.  —  D'après  la  manière  dont  le  triangle 
arithmétique  est  formé  : 

!•  Dans  une  ligne  horizontale  quelconque,  les  termes  à 
égales  distances  des  extrêmes  sont  égaux  ;  et ,  conséquem- 
ment,  te  somme  des  termes  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  termes  de  rang  impair; 

^  Chacune  de  ces  sommes  égale  la  somme  des  termes 
contenus  dans  la  colonne  précédente; 

3®  La  somme  des  termes  de  la  n**"'  colonne  est  2"  ; 
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*•  Le  p**^  terme j  de  la  n'*^  colonne^  esi  égal  à  la  somme 
des  tet^meê  de  rang  p  —  1  dans  toutes  les  colonnes  précé- 
dentés; 

5"*  D*après  cela,  la  somme  des  nombres  de  combinaisons, 
p  à  p,  de  p  lettres,  de  p  +  1  lettres, ... ,  de  n  lettres,  égale  le 
nombre  des  combinaisons  de  n  + 1  lettres,  p  +  1  à  p  h-  1  (*)• 

Par  exemple  » 

ou 

9.8.7.6       8.7.6      7.6.5       6.5.4       5.4 


i.2.3.4       i.2.3       1.!2.3       i.2.3       i.3 
ou 


-♦-4h-«, 


126  =  56  -f-  55  -♦-  20  -♦-  10  -^  4  -♦-  î. 


I.  Quelle  serait  la  hauteur  d^une  pile  formée  par  le  papier 
nécessaire  pour  écrire  toutes  les  permutations  des  lettres 
composant  ce  vers  : 

Qui  n*a  pas  ce  qu'il  veut,  doit  vouloir  ce  qu'il  a? 

L'épaisseur  des  rames  empilées  les  unes  sur  les  autres  est 
de  5  centimètres;  chaque  rame  contient  600  feuilles;  chaque 
feuille,  4  page&;  chaque  page,  45  lignes;  et  chaque  ligne, 
2  permutations. 

Réponse  : 

40  549  548  739  409  3i5  303  i  16  800  mètres  (*'). 

(*)  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ces  propriétés  inté- 
ressantes. La  dernière,  que  Ton  peut  formuler  ainsi 

est  une  conséquence  de  Féquation  (K). 
(**}  68  930  ItO  433  tSO  fois  la  dislance  de  la  Terre  au  Soleilt 
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II.  Combien  y  a-t-il  de  parlies  de  domino  essentiellement 
diflerentes?  Le  jeu  se  compose  de  28  dés,  et  chacun  des 
deux  joueurs  en  prend  7. 

Réponse  .^Z7  GSO  i7l  3^00. 

III.  Combien  y  a-t-il  de  parties  d'écarté  essentiellement 
différentes^ 

Réponse  :  3S4  883  858  560. 

IV.  Combien  y  a-t-il  de  mots  formés  de  trois  voyelles  et 
de  six  consonnes? 

Réponse  :  98  456  601  600. 

V.  Les  deux  faces  d*un  jeton  de  forme  hexagonale  sont 
partagées  chacune,  par  trois  diamètres,  en  six  triangles 
équiiatéraux  égaux  entre  eux.  On  applique,  sur  chaque 
triangle,  une  des  sept  couleurs  primitives,  de  manière  que 
deux  triangles  appartenante  la  même  face  ne  soient  pas  de 
la  même  couleur.  Combien  peut-on  former  de  jetons,  essen- 
tiellement inégaux,  satisfaisant  à  ces  conditions? 

Réponse  :il\6S00. 

VI.  De  combien  de  manières  peut-on  appliquer  quatre 
des  sept  couleurs  primitives  sur  les  quatre  faces  d*un  té- 
traèdre régulier? 

Réponse  :  70. 

Vil.  Ayant  pris  sur  un  plan  n  points  a,  6,  c,  ...,tels,  que 
trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite,  on  les  joint 
deux  à  deux  par  des  droites  ofr,  ac,  bcy ...,  qui  se  coupent 
en  de  nouveaux  points  A,  B,  C,  ...  Quel  est  le  nombre  N 
de  ces  points? 

Réponse  :  a 

N  =  -n(n-l)(n-2)(n-3). 
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VIII.  Quel  temps  faudrait-il  pour  ranger  dans  une  boite 
h  dominos,  de  toutes  les  manières  possibles^  les  vingt-huit 
dés  composant  le  jeu?  On  suppose  que  chaque  rangement 
puisse  sWecluer  en  une  minute  et  que  les  dés  soient  tou- 
jours tournés  dans  le  même  sens. 

Réponse  : 

504  888  444  6H  71 3  860  501  504  000  000  minutes , 

ou  environ  5  800  quintillions  de  siècles! 
IX. 

m      m(m  —  1)  .   m(m  —  l)...(m  —  p-*-l) 

1  l.â  1.2. ..p 

(m^l)(m-~2)...(m  — p) 
~  1.2. ..p  ^^' 

X.  Théorème.  —  1®  Les  combinaisons  de  2n  lettres, 
prises  n  à  n,  sont  toujours  en  nombre  pair; 

2®  Ce  nombre  pair  est  divisible  par  n  -h  1  et  par  2n — 1 . 

XL  Théorème.  —  1"  -g  étant  la  fraction  irréductible  équi- 
valente à 

1.2.3...(a-+-6  — 1) 


1.2.3...0X  1.2. 3. ..6 


=  C, 


le  dénominateur  D  divise  a  e^  b  ; 

2®  C  se  réduit  à  un  nombre  entier,  si  a  e^  b  sont  premiers 
entre  eux. 

XII.  Si  Si  et  h  sont  premiers  entre  eux, 

1.2.3...  (2a)  XI. 2.3...  (26)  .     ,,^, 

^    '  '         =  entier  r). 


1 .2.3...aX  1 .2.3...6X  1 .2.3...(o-^6) 


(*)  Formule  de  M.  Genocchi.  {Nouvelles  Annales,  1869,  p.  132.) 
(**)  Les  trois  dernières  questions  appartiennent  plutôt  k  la  théorie  des 
nombres  qu'à  la  théorie  des  combinaisons. 
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CHAPITRE  III. 

FORMULE  DU  BINÔME. 


4IS.  Afin  de  découvrir  la  formule  qui  donne  le  dévelop- 
pement de  la  puissance  m'^'  d'un  binôme  x-^-a,  m  étant 
supposé  entier  et  positif,  cherchons  d'abord  à  ordonner, 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  le  produit  P  des 
m  binômes 

A  cet  eifet,  observons  que  si  Ton  multipliait  x  +  a  par 
4K  +  6,  puis  le  produit  par  x-i-c,  etc.,  et  qu'on  ne  fît  aucune 
réduction^  un  terme  quelconque  de  P  serait  égal  au  produit 
de  m  facteurs^  pris  respectivement  dans  les  m  binômes 
donnés. 

Conséquemment  : 

1*  Le  premier  terme  dé  P  est  oc^; 

2**  Pour  former  un  terme  contenant  x**"*,  on  doit  prendre 
le  premier  terme  x  dans  m  —  1  des  binômes;  et,  dans  le 
binôme  restant,  prendre  le  second  terme  :  le  coefficient 
de  (xT^  est  donc  la  somme  S^  des  seconds  termes  des 
binômes; 

3°  Pour  obtenir  un  terme  contenant  x"^^  on  doit,  dans 
m  —  2  des  binômes,  prendre  le  premier  terme  x;  et,  dans 
les  deux  binômes  restants,  prendre  le  second  terme  :  le 
coefficient  de  x"*"*  égale  donc  la  somme  Sj  des  produits 
deux  à  deux  des  seconds  termes  des  binômes  ;  etc. 

4*  En  général,  le  coefficient  de  x""**  est  égal  à  la  somme 
Sp  des  produits  p  àp  des  seconds  termes; 

i 
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K^  Enfin,  le  dernier  terme  de  P  est  le  produit  f^  ...  kl 
des  seconds  termes,  produit  que  nous  représenterons  par  S„. 
On  a  donc 

(x  -t-  a)  (x  -t-  6)  (x  -*-  c) . . .  (x  -4-  k)  (x  -♦-  /)  ) 

=  X*"  -f-  S|X— ••  -♦-  S,X"^«  H »-  S^"^"  H H  S..j  ^ 

4V.  Dans  la  formule  (1),  supposons 

le  premier  membre  deviendra  (x  -h  a)"*.  En  même  temps  : 
1«  S^  =  a  -4-  6  -h  c  H-  ...  H-  A:  -h  /  se  réduit  au  produit 
de  a  par  le  nombre  m  des  seconds  termes  : 

m 

2'  Sj  =  a6  -f-  ac  h-  ...  6c  h-  ...  -4-  kl  se  réduit  au  pro- 
duit de  à^  par  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux 
des  lettres  a,  b,  c^ ...,  k^  l  : 

1.2 
etc. 

3®  En  général  y  Sp  se  réduit  au  produit  de  a'  par  le 
nombre  des  produits  ph  p  ou  par  le  nombre  des  combi- 
naisons, p  à  p,  des  lettres  a,  A,  c,  ...,  A:,  /  : 

4"  Enfin, 

S«  =  a-. 
Par  suite  : 

m 

(x  -4-  oy"  =  x*"  H —  ax*"'  -«-  •••  -f-  C^pQ^X"^'^  H H  a".  (2) 

1 

Telle  est  la  formule  du  binôme,  due  à  Newton  (*). 
(*)  Ou  plutôt  à  Pascal  (Nouvelles  Annales  de  Matkém,;  juin  1808). 
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48.  Remarques.  —  I.  Le  développement  de  (x  h-  a)""  est 
homogène  et  du  degré  m  :  ce  résultat  est  dû  à  l*homogé- 
néité  du  binôme  (x  -+-  a)  (*). 

II.  Le  développement  contient  m  + 1  termes. 

III.  Le  terme  qui  en  a  p  avant  luiy  que  Ton  appelle  terme 
général,  a  pour  expression 

«  ^  m(m — i)(m — 2). ..(m — p-^i)  ,  , 

1.2.5  ...p 

lY.  Les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  égaux. 

Le  coefficient  de  T^^^  est  G^,  p.  Mais,  le  nombre  des 
termes  étant  m  +  1 ,  /e  terme  qui  en  a  p  après  lui  en  a 
m — pavant  lui;  son  coefficient  a  donc  pour  valeur  C^  «_p, 
ou  C,, ,  (S4,  II). 

V.  Pour  les  applications,  il  est  commode  de  rendre  le 
premier  terme  du  binôme  égal  à  Tnnité.  Or 

(x  ^  a)*"  ==  X-  f  1  -+-  -|  ==  x"(i  -4-  z)"*, 
pourvu  que 


a 

z  =  — 

X 


D'ailleurs,  comme  une  puissance  quelconque  de  Tunité 
est  égale  à  Tunité, 

m         m  (m  —  i)  , 

(1  -f.  s)-  =  I  -4-  —  Z  H -^ Z*  -f-  .••  (4 

Celte  nouvelle  formule  subsiste  quel  que  soit  m ,  pourvu 

{*}  Il  n'y  a  pas  lieu  d'ajouter,  comme  on  le  fait  quelquefois,  que  les 
exposants  de  x  vont  en  diminuant,  et  ceux  de  a,  en  augmentant;  car  ou 
s  était  proposé  de  développer  {x  -h  a)"*  suivant  les  puissances  dêcrois- 
saDtes  de  x. 
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que  la  variable  z  soit  comprise  entre  H-  1  et  —  1 .  Cette  pro- 
position, dont  on  verra  plus  tard  la  démonstration ,  doii 
être  entendue  ainsi  : 

Le  second  membre  de  l'équation  (4),  cofnposé  d'un  nom- 
bre  limité  de  ternies  quand  m  est  entier  positif,  devient 
une  série  dans  tous  les  autres  cas.  Si  z  est  compris  entre 
-h  l  et  —  i ,  celte  série  est  convergente  et  a  pour  somme 
(i  -+-  zy. 

é9.  Formation  des  termes.  —  La  formule  (3)  donne 

m{m — i)...(m — p)   _^, ,      ^      m  —  pa   ^  ^ 

Par  eonséquent,  pour  passer  d'un  terme  au  terme  sui- 
vant, on  multiplie  le  coefficient  par  l'exposant  de  x;  on  le 
divise  par  l'exposant  de  a  augmenté  d'une  unité;  on  aug^ 
mente  d'une  unité  l'exposant  de  a  et  l'on  diminue  d'une 
imité  l'exposant  de  x. 

Appliquons  cette  règle  au  développement  de  (x  +  a)^. 
Nous  aurons,  successivement, 

9  8  7 

x\   -ax»,    9.-aV  =  36aV,    36  . ^ oV  =  84aV, 

g» 

84 .  -  o*x'  =  126aV,  etc.; 
4 

et  enfin 

(x  +  aY  =  x*  H-  9ax*  -¥-  36aV  -^  84a V  ^  i26o*x» 
-f-  426aV  -f-  84a V  h-  36aV  -4-  9o'x  -♦-  a\ 

50.  Rang  du  terme  qui  a  le  plus  grand  coefficient.  — 
Représentons  par  C^^.,  le  coefficient  du  terme  de  rang 
/>  -h  1  ;  nous  aurons,  à  cause  de  la  formule  (S), 

m  —  p 

Cp+,  =  C^|.  (6) 
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Pour  de  petites  valeurs  de  p,  la  fraclion  ^^^^  surpasse 
Funitë;  donc  C,^.,  >  C^+i  :  les  coefficients  vont  d'abord  en 
augmentant.  Cette  augmentation  cesse  dès  que  le  facteur 
^^  devient  égal  ou  inférieur  à  Tunité.  Par  conséquent,  le 
rang  du  plus  grand  coefficient  est  égal  à  la  plus  petite  valetir 
dep  -h  l  qui  vérifie  la  relation  -^-^^  1 . 

Elle  donne 

p  -f-  i  ^ • 

Donc,  1*  «I  m  est  impair,  le  rang  du  plus  grand  coeffi- 

dent  est 

m  '\-  \ 

2^  si  m  est  pair,  le  rang  du  plus  grand  coefficient  est 

in 

^  2 


Dans  le  premier  cas,  le  développement  a  un  nombre  pair 
de  termes  ;  et  comme  />  -t-  1  =  — ^  suppose 

m  —  p 

p  -*-  \ 

il  y  a  deux  termes  du  milieu,  dont  les  coefficients,  plus 
grands  que  tous  les  autres,  sont  égaux  entre  etuc. 
Dans  le  second  cas,  le  terme  du  milieu,  de  rang 

m 

a  le  plus  grand  coefficient. 

61.  Développement  de(x — a)*". — Si,  dans  la  formule  (1), 
on  change  a  en  —  a,  on  obtient 

(X -o)'"=x-~—  ax—'^-'H-l-  1)'C..pa'x— '-«-...+ (-a)'".  (7) 
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&••  Remarques.  —  I.  Dans  les  formules  (i)  et  (5),  fai- 
sons X  =  a  =  1  ;  nous  aurons 

m      m  (m  —  \) 

2«==J  -H  —  H ^ .'h I-C.-H H  i, 

1  4.12  ' 

m      m(m  —  i)  ,       »  ^  ,       . 

0  =  1 -- H- -^^-^^ -...  +  {- i)-C^,-H  (- 1)-. 

Par  conséquent, 

1®  La  somme  des  coefficients  du  développement  de  (x-hay 
égale  S"  ; 

2®  ta  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  coefficient  de  rang  impair  (*). 

II.  Si  Ion  représente  par  P  la  somme  des  nombres  de 
combinaisons  de  m  lettres  prises  en  nombre  pair,  et  par  I 
la  somme  des  nombres  de  combinaisons  de  ces  m  lettres 
prises  en  nombre  impair,  on  aura,  en  se  rappelant  que 
C^,  0  =  ^  ^'^^^  P^^  ****  i^ombre  de  combinaisons  (46), 

PH-l  =  2'"~i,     1  — P  =  1; 
d'où 

I = 2—*,        P = 2— • — I  n. 

I.  Trouver  le  coefficient  de  x*  dans  le  développement  de 

En  conclure  le  nombre  de  manière  de  former  une  somme  s, 
par  le  jet  de  p  dés  à  m  faces,  (On  admetlra  la  formule  du 
binôme  pour  le  cas  de  Texposant  entier  négatif.) 

(*)   Le  triangle  arithmétique  condait  aux  mêmes  conséquences. 
{**)  Ces  dernières  valeurs  donnent  lieu  à  une  remarque  assez  curieuse  : 
au  jeu  de  pair  ou  non,  il  y  a  avantage  à  parier  pour  impair. 
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H.  Quel  est  le  nombre  des  solutions  entières,  positives, 
de  réquation 

X,  -h  OTj  -♦-  Xs  -♦-  X4  -♦-  X5  -t-  Xe  =  57  î 

Réponse  :  376  992. 
III.  Vérifier  la  relation 

_       .       ,  X  x'  X*  x'  X** 

x-»-x'+x  h-x'h —  = 


«-X      4-x»      1-x»      i-x'      1~x'* 


x«  x"  x"  X»  x"  X«  X» 


IV.  Développer,en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  la  fonclion 

X  2x'  3x*  4x* 


4 


I  —  X       d  —  x'       1—5'       I  —  X 

Quel  sera  le  coefficient  de  x"?  La  série  est-elle  conver- 
gente? (1  >  X  >  0). 

V.  Démontrer  la  formule 

a 
0 

dans  laquelle  1  çst  une  variable  qui  reçoit  les  valeurs  0,  1 , 

VI.  Démontrer  la  relation 

ï» 


(*)  La  variable  x  est  comprise  entre  —  1  et  + 1.  Le  terme  général,  dans 
le  second  membre,  étant  représenté  par  db  j^^*  les  facteurs  premiers  de  n 
sont  impairs  et  inégatur  :  le  signe  -4-  répond  au  cas  ou  ces  facteurs  sont 
en  iKHnbre  pair. 
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VII.  Déraonlrer  que  les  deux  sommes 

0 

I»' 


■»+<+«.  p 


sont  équivalentes. 

VIII.  Démontrer  la  relation 

0 

IX.  Démontrer  que 

^f,  »  X  ^p-%  f-ii  =  C^,  »  X  ^p,  f 

X.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  coefficients  du 
développement  de  (x+a)"  égale  le  nombre  des  combinaisons 
de  2m  lettres,  prises  m  à  m. 

XI.  Dans  le  développement  de  (1  -h  x)*",  la  somme  des 
carrés  des  coefficients,  pris  avec  des  signes  alternés,  égale, 
en  valeur  absolue,  le  plus  grand  de  ces  coefficients. 

XII.  Prouver  que 

(m ^  1) (mn-  2)... (2m)  =  2.6.i0.i4 ... (4m  —  2)  (*). 

XIII.  Quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues  a,  b,  c  qui 
rendent  identique  Tégalité 


a(o-H6)... (a-i-m  —  l6)  =  (c-+-m-t-  \)[c-\-m  -h  2)...(c-4-2m), 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque? 

Réponse  : 

a  =  2,    6  =  4,    c  =  0. 

(*)  La  question  suivante  monU«  combien  cette  égalité  est  remarquable. 
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XIV.  Trouver  la  somme  des  produits  deux  à  deux  et  la 
somme  des  produits  trois  à  trois  des  n  premiers  nombres 
entiers.  (On  suppose  que^dans  chaque  produit,  les  facteurs 
sont  inégaux.) 


CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DU  BINÔME. 


flvelqnes  série*. 

La  formule 


^         '•  i  i.2  1.2.3  ^  ' 

subsiste,  avons-nous  dit  (49,  Y),  pour  toute  valeur  de  tn^ 
pourvu  que  la  variable  z  soit  comprise  entre  -h  1  et  —  1 . 
Admettant  ce  théorème,  dont  la  démonstration  sera  donnée 
dans  le  Calcul  différentiel,  appliquons-le  à  quelques  cas 
particuliers  remarquables. 

Se.  En  premier  lieu,  si  m  = — /),p  étant  entier  positif, 
régalité(l)  devient 

^        f       (4+2)F  i  i.2  1.2.3  '^  ' 

et,  par  le  changement  de  z  en  —  z  : 

*       '       {\-zy  1  1.2  1.2.3  ^  ' 
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Par 

exemple  : 

i 

1  H-  Z 

i 

i         Z 

i 

(1  +  zy 

\ 

(i  -  zf 

\ 

(1  H.  zf 

\ 

=  1  —  Z-t-2'  —  Z*-4-  —, 


=  i   -HZ-HZ*-I-J3'-+-  —, 


-=  i  —  2z  -♦-  3z»  —  ir»  -4-  5z* , 


1  -H  2Z  -4-  DZ'  -4-  4z'  -*-  5z*  H , 


^  =  1  —  5z  -H  Cz'  —  iOz'  -♦-  •.., 


(i  -  zf 


=  1  -t-  3z  -4-  6z'  -4-  40z'  -4-  •«<  • 


w 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


de. 


56.  Remarques.  —  I.  Dans  la  formule  (3),  le  confident 
de  t"  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  complètes  de  p 
lettres,  prises  n  à  n  (99). 

II.  Les  formules  (4),  (5),  démontrées  dans  les  éléments, 
donnent  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
par  quotient,  décroissante. 

III.  La  série  (7),  convergente  si  z  est  une  fraction  pro- 
prement dite,  a  pour  coefficients  les  nombres  naturels.  La 
comparaison  avec  la  formule  (5)  prouve  que 

[I  -4-  z  -4-  z*  -4-  z'  H ]*  =  i  -4-  2Z  -4-  3z'  -4-  4z*  -4-  OZ*  H (10) 

En  effet,  si  Ton  multiplie  par  elle-même  la  progression  (5), 
en  observant  les  règles  de  la  multiplication  des  polynômes, 
on  trouve  la  série  (7). 

ly.  Si,  à  l'exemple  des  anciens  géomètres,  on  admettait 
les  séries  non  convergentes,  on  arriverait  à  des  résultats 
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paradoxaux  ou  absurdes,  parmi  lesquels  nous  indiquerons 
seulement  ceux-ei  : 

i 

—  =  i  —  1-f-i  —  4  -«-i  — ••, 
2 

i 
4 

i 

-  =  1— 3-fr-6  — 40-4-  15 , 

o 

que  Ton  trouve  en  faisant  z=i  dans  les  relations  (4), 

(6).  (8)  a 

Ml.  Quand  Texposant  m  est  fractionnaire,  il  est  com- 
mode, pour  appliquer  la  formule  (&s),  de  calculer  les  dif- 
férences 

m  —  4,    m  —  2,    m  —  3,... 

puis  les  rapports 

m  —  i       m' — 2       m  —  3 


j 


2  3  4 

Soient,  par  exemple, 

i                   i               i                  p. 
m  s=  — >     tn  = >     tu  s=s  -?     tu  = J 

2  2  3  9 

les  calculs  se  disposent  comme  il  suit  : 

^  .  ^  «  3  ,  5      . 

!•  m  =  ->  m  —  4  = — ->  m  —  2  = >  iw  —  3  =  —  -»  ••' 

2  2  2  2 

ni  —  4  i    m  —  2  3    m  —  3  5 

__  =  —  -,  __=  —  -,       ___  —  -,..., 

(*)  iNotts  avons  déjà  cité  les  deax  premiers  (•). 
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donc 


^  ^  2         2,4         2-4.6         2.4.6.8  ^     ^ 


*  .  3  ^  5  ^  7 


f-y 


m — 4 


5    m— 2 

4'      3 


5    m  — 3 
V      4 


8 


^         ^  2        2.4         2.4.6         2.4.6.8  ^ 

12  5  8 

30  ^=3-,  m — i-s ,  ni  —  2  = >  m — 3  =  —  ->•••> 

3  3  3  3 


m —  1 


1  i 

(1-f-z)'  =  i  -H  — z 


4«  ni=— ->  m— 1  = 
9 


2    m  — 2 


5    m  —  3 


8 


—  » 
6 


9 


2.5 


4 
2.5.8 


42 


>•••> 


3.6 


3.6.9 


z" 


3.6.9.42 


-z" 


(43) 


m-2« 


9  9                       9 

m— 4       p-*-7   m— 2  p-i-2a  m— 3       p-+-3ç     . 

2            2i7        3  3^        4             4? 

^             .         49         4.2     V  1.2.3         \ql        '^    ' 

(S^.f^^i^lt^^.^  (45) 

^       '             \q         1.2     W/  4.2.3         \qI         ^     ' 


BxIraetloB  des  raelnes  namérl^uefl. 

&9«  Les  formules  (14)  et  (13)  se  prêtent  facilement  au 
calcul  des  racines  des  nombres.  Si,  par  exemple,  on  veut 
calculer,  avec  une  grande  approximation ,  la  racine  carrée 
d*un  nombre  entier  N,  on  commencera  par  chercher  la  partie 
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entière  a  de  celte  racine;  de  manière  queN=a2-^-a?,  x  étant 
moindre  que  a^.  On  aura  donc 

puis,  par  la  formule  (11)»  dans  laquelle  2  =  ^: 

X        x'         x'  5x* 

^  2a      8a»       16a»       i28a'  ^     ' 


Si  la  fraction  -  est  fort  petite,  la  série  sera  très-convergente. 
De  plus  y  les  termes  étant  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, les  résultats  sont,  alternativement  aussi ,  trop  petits  et 
trop  grands  (•!);  et  Ton  connaît,  à  chaque  fois,  une  limite 
de  Terreur  commise  (*). 

»8.  Application.  —  Soit  N  =  1 03  ;  d'où  résulte  a  =  1 0, 
x=3,  puis 

,. —  3  9  27  405 

l/i03  =  10H 1 T H— 

20      8000      1600000      1280000000 

Réduisant  en  décimales,  on  trouve 

1/103  <  10,13,  \/103  >  10,148  875,  \/103  <10,148  891  8, 
V/103>  10,148  891  5; 

n  L'inégalité  l^<a^^ 

2a 

deYîent,  si  Ton  y  remplace  a;  par  N  —  a'  : 
oa  enfla 


yîf< 


iKÏÏ 


Ainsi,  la  moyenne  géométrique,  entre  a  «<  -«  est  plus  petite  que  la 
moyenne  arithmétique  entre  ces  nombres;  théorème  connu.  En  outre,  la 
différence  eulre  les  deux  moyennes  est  inférieure  à  ^  (Si). 


1 
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donc,  à  moins  de  0,000  001, 

V/403=  10,148  891. 

69.  Lorsque  N  est  un  petit  nombre,  tel  que  2,  3,  5,  la 
série  (1 6)  devient  divergente  ou  peu  convergente.  Dans  ce 
cas,  on  multiplie  N  par  un  carré  Ifl  ;  et,  au  lieu  de  calculer 
directement  V/N,  on  développe  k  l/N. 

Par  exemple, 

l/3=iv/37î:9  =  ^V/U7. 
7  7 

Prenant  a  =  12,  onax=3;  donc 

ir         1         1  1  1 

^  7L  8       1536       147  456  J 

ou 

V/3  =  1 ,752  049  7. 


K  Au  lieu  d  opérer  comme  nous  venons  de  l'indiquer, 
on  peut  réduire  la  série  (16)  à  ses  deux  ou  trois  premiers 
termes,et  appliquer  plusieurs  fois  la  formule  ainsi  obtenue. 
Si  Ton  conserve  les  trois  premiers  termes,  on  aura  donc 

N  =  a'  ^-  a:  =  a'*  -f-  x'  =  a'"  -♦-  x"  =  ••  -,  (1 7) 

puis 


X 

x' 

\ 

a' 

a 

H- 

2a 

X' 

8a'' 

x" 

a" 

— 

a' 

-H 

2a' 

^^^ 

8«"' 

/ 

a" 

f 

1 

a 

• 

• 

x" 
2o" 

a 

8a'" 

.             a 

(18) 
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et  les  quantités  a'y  a",  a'",  ...  approcheront  indéûniment 

de  t^  (*). 

•t.  Application.  —  Soient,  comme  ci-dessus  :  N==  103, 
a  =  10,  x=3.  Les  formules  (17),  (18)  donnent 

«'  =  10 -H -—=10,148  875,    x'=  0,000  536  234... 

!20      8  000 

0,000  336  234   0,000  000  1 1 3  053 ... 

«"=  10,148  875 -4--^ 

20,297  750     8  362,645  719.. 

=  10,148  875  -H  0,000  01 6  565  0  —  0,000  000  000  0 

=  10,148  891  565;  etc. 

•9.  Remarque.  —  La  théorie  des  fractions  continues  (**), 
combinée  avec  Tun  des  procédés  ci-dessus  (69),  conduit  à 
un  résultat  remarquable. 

Supposons  que  Téquation 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  y  ;  savoir  : 
X  =  a,  y^^b.  Comme  le  développement  de  1/6* -t-  1 ,  en 
fraction  continue,  est 

26 


o\/N  =  6 


26 
1 


26.  ' 


26 


(*)  Ce  procédé  appartient  à  la  méthode  des  approximations  successives, 
dont  il  sera  question  plas  loin.  Quand  on  rapplique  en  réduisant  la  sérieà 
ses  deux  premiers  termes,  on  retombe  sur  la  règle  qui  consiste  à  diviser 
le  reste  par  le  double  de  la  partie  déjà  trouvée. 

(**)  Voir,  par  exemple,  nos  Mélanges  mathématiques. 
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Sî,  de  plus,  N  =  c'  H-  1 ,  on  aura  cette  relation  entre  deux 
fractions  périodiques  : 

i 


26 


i 


26 


=  a 


i 


2c 


i 


2c 


Soit,  par  exemple,  c  =  l  :  on  trouve 

i 


7  + 


U 


i 


i4 


=    5 


1-4- 


i 


i 


41 


82 


82 


=  29 


169 


1 


i 


2 


i 


2 


i 


538 


358 


=  239 


i  -¥■ 


i 


i 


2 


etc. 


Llnlle  tfe 


(-^r- 


es.  Si,  dans  f«-^;^)"*,  on  fait  croître  indélîniment  l'ex- 
|)Osant  m,  la  quantité  1  H-  ^  diminue  et  tend  vers  Tunité. 
On  ne  peut  donc,  a  priori,  savoir  si  sa  puissance  w**"*  aug- 
mente ou  diminue.  Nous  allons  prouver  que  cette  puissance, 
c'est-à-dire  (*+^J"*,  a  pour  limite  le  nombre  incommen- 
surable  e  (98). 
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La  démonstration  de  cet  important  théorème  est  fondée 
sur  les  propositions  suivantes  : 

•4.  Lemmb  I.  —  La  Hmite  d'une  somme  est  égale  à  la 
somme  des  limites  des  parties  qui  In  composent  (*). 

Lemme  II.  —  0^9  ^9  yy  •••  ^  étant  des  fractions  proprement 
dites,  le  produit 

évidemment  inférieur  à  ij  surpasse  l — (a-F-|3-i-yH-...-i-i). 
Si  le  nombre  des  facteurs  se  réduit  à  deux,  on  a 

(i  —  a)  (1  —  P)  =  i  —  a  —  p  -4-  ap; 

et,  comme  a(3  est  une  quantité  positive  : 

(4  —  «)  (4  —  p)  >  i  —  a  —  p. 

Pour  passer  au  cas  de  trois  facteurs ,  multiplions  les  deux 
membres  par  la  quantité  positive  1  — y;  nous  aurons 

(I  — a)(1^p)(4-r)>i  — «  — p-r  +  («  +  p)r; 
et,  à  plus  forte  raison, 

(l-a)(4-p)(i-r)>4-a-p-r. 
A  son  tour,  cette  inégalité  donnerait 

(1— a)(t— p)(i— r)(4— ^)>i— «— p— r— <^+(a-^p-^r)<y; 
puis,  h  plus  forte  raison, 

etc. 

(*)  Ce  lemme,  ou  plutôt  cette  définition,  suppose  que  le  nombre  des 
parties  est  constant. 
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Lemme  m.  —  Le  produit 


\        ml  \        ml 


p  —  i 


m 


) 


0) 


dans  lequel  p  est  quelconque,   mais  constant,  converge 
vers  1,  quand  m  croit  indéfiniment  (*). 
D'après  le  Lemme  II,  le  produit 


est  compris  entre  1  et 


4  — 


•^-P— 1_^      P(P— i) 


m 


2m 


Cette  dernière  fraclion  tend  indéfiniment  vers  zéro  lorsque 
m  augmente;  donc  lim  P  =  l. 

G5.  En  supposant  d'abord  m  entier  positif,  nous  avons, 
par  la  formule  du  binôme  (4S)  : 


( 


\Y      .       w*  ^       mim  —  \)\ 


ml 


\  m  1.2        m' 

m  (m  —  1) ...  (m'—  p  -+-  1)  i 

4.2...p  wi' 


m' 


ou 


<_1  ^_l]fi-ll 

/,       1  \'"      ,       1  m       \        ml  \        ml 

\        ml  \         1.2 


1.2...5 


ml  \        ml       \  ml 


(2) 


1 


1.2.5...p 


m 


m 


(*)  Par  exemple ,  le  produit 


composé  de  dix  mille  facteurs,  tend  vers  I  si  le  dénominateur  m,  supposé 
plus  grand  que  10  000,  croit  sans  cesse. 
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Prenons  (9S) 


i        i  1 

e  =  i  -*-  —  -H 


i       1.2       1.2.3  i.2.3...p 

il  résulte,  de  la  démonstration  précédente,  que  les  termes 
du  premier  développcmenf,  inférieurs  à  ceux  qui  y  cor- 
respondent dans  le  second,  ont  pour  limites  respectives 
ceux-ci. 

Représentons  par  S^+i  la  somme  des  p  -h  1  premiers 
termes  de  e,  et  par  R  le  reste.  De  même,  soit  S|,^.|  la  somme 
des  p  H-  1  premiers  termes  de  1 1  -i-  ^  ]"*,  R'  élant  le  reste. 
Nous  aurons 


( 


m 

m 


1+-)  <e,     S;^,  <S^,     R'<R; 
niJ 


puis,  par  la  démonstration  ci-dessus, 

limSJ^,  ==S^i. 
Ces  diverses  relations  donnent 

e  —  lim  (l  -^  -)  =  R  —  lim  R'.  (3) 

Dans  celte  nouvelle  égalité,  dont  le  second  membre  est 
indépendant  de  m,  faisons  croître  p.  Le  reste  R  diminuera 
indéfiniment,  et  il  en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison, 
pour  la  quantité  lim  R',  qui  ne  peut  surpasser  R.  D'ail- 
leurs, le  premier  membre  est  une  constante  (*);  donc  cette 
constante  est  nulle;  et,  finalement 

lim  (l  -4-—]  =e.  (4) 

{*)  En  effel ,  ce  premier  membre  est  indépendant  de  m. 
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L  Remarque.  —  D  après  les  égalités  (3),  (4),  on  a, 
quel  que  soit  p  : 


Hm 


\        ml      \       ml 


i 

m' 


1 


i 


1.2.3...(p-4-1)       i.2.3...(p-«-î2) 

•9.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  m  entier 
positif.  Si  ce  nombre  est  fractionnaire  positif,  il  sera  coBi- 
pris  entre  deux  entiers  consécutifs  n,  n  +  1  ;  ei  Ton  aura 

(-;rèTr<(-ir<(-r- 


ou 


1     X""*"* 


i-f- 


i 


< 


(-^r<(-^)"(-:) 


n  -+-  i 


Mais ,  n  étant  un  nombre  entier. 


lim    1 


(- 

i 

\i»+i 

lim 

n  -+- 

\i 

i  -^ 

1 

-L-) 


ii+i 


n-h  i 


lim    i 


n  -h  i/ 


=:e 


"-  [(^  ■*-  -1)"  (*  -^  -I)] = "■"  (^  -^  ^)"-  ••"•  (*  -^  -1) = '-' 


donc 


lim  11  H — I  =e. 
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Enflo,  6Î  w  =  —  m\  m'  étant  po«î^t'/)  entier  ou  fraction- 
nah'e  : 

(*-*-^)"=('-i)"=/--V' 


Conscquemment 


limllH — 1  =Iini[iH ; 1      .limllH ; ) 

\        ml  \       m  —  il  \     ,  m — il 


Diaprés  les  deux  premiers  cas, 


lim 
donc  cnGn 


'""('■"^r  ='' 


I       iY 

lira  M  H 1  =  c. 

\        ml 


Sommation  des  pnUnancefl  semblable*  des  termes 
d*aue  prosre«i9i«B  par  dlfférenee* 

68.  Soient  n  nombres  en  progression  par  différence  : 

Cl*  f/y  C*   •••}  **}  ** 

Désignant  par  d  la  raison,  on  aura 

-,  0^+»  -♦-  5-^  a"^ -♦-  ?-^^  a'-'J»  H- ...  -4-  — —  a^  -4-  â^\ 
4  12  i 
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P  +  i  D  -4-  1 

(f+*  =  6^  -^ 6'<y-t- ...  -4-  i- y^  +  (T^S 

1  1 


•        • 


i  i 

\  i 

puis  y  en  faisant  la  somme  des  seconds  membres,  et  ajant 
égard  à  quelques  réductions, 

(1) 
-b  î- Sjc?"  -4-  n/î^*. 

Dans  cette  relation  générale,  Sp  représente  la  somme  des 
puissances  p  des  termes  de  la  progression.  De  même,  S^.i 
est  la  somme  de  leurs  puissances  p —  1  ;  etc.  Il  est  évident 
que  la  formule  donne  Sp  quand  on  connaît  Sp.i,  Sp_„  ...  S|. 

•9.  Considérons  le  cas  particulier  où  les  termes  de  la 
progression  sont  les  nombres  naturels  1,  2,  3, ...,  n.  Alors 
régalité  (1)  se  réduit  à 

Si  Ion  suppose  successivement  p  =  l,  2,  3,  4,  on  trouve 

Si  =  — 2 — '  ('*) 

n(nH- 1)(2n-bi) 
S,  = ^ »  (4) 

S5  =  -^^— ^>  (5) 


s*= 


Ss  = 
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n'(n-+-i)«(2n«-+-2n  — 1) 
42  ' 


n (n  H-  l)(6n'  -»-  i5n*  -»-  6n'  ^  Çn-  —  n  -♦■  1) 

etc. 

90.  Remarques.  —  I.  La  formule  (3),  qui  donne  la 
somme  des  n  premiers  nombres  entiers,  est  connue  par  les 
éléments  d*algèbre. 

II.  Dans  la  formule  (i)y  qui  donne  la  somme  des  carrés 
des  nombres  naturels,  le  troisième  facteur  est  égal  à  la 
somme  des  deux  premiers. 

III.  La  formule  (5)  nous  apprend  que  la  somme  dès 
cubes  des  n  premiet^s  nombres  entiers  est  égale  au  carré  de 
la  somme  de  ces  nombres. 

{*)  Les  calculs  se  compliquent  si  rapidement,  quMI  est  déjà  difficile  de 
(létermiDer,  par  cette  voie,  la  valeur  de  Sg.  Au  moyen  d'autres  considéra- 
tions, on  trouve,  soit  la  formule 

p-H  1  p  p  —  1 

L,  1 

daos  laquelle  B,,,  Cp, ...,  L^  sont  des  coefficients  qui  suivent  une  loi  fort 
simple  (Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  juin  1856);  soit 

Ap,  Bp,  Cp, ...  étant  des  nombres  entiers.  Par  exemple, 

S,  ^  Cff^i,  8  ■+-  Cii+1, 8, 

S,  =  C«+8, 4  -4-  4C»4.4, 4  -*-  Cn+i,  4 , 

S4  =  C»+4.  B  4-  1 1C,+8,B  -H  i  iC»+S,  S  -+-  Cii+I,  S  , 
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IV.  De 

OU 

^3  H_  2*  ^  ...  ^  n»  =   -^ '   » 

on  cofichit 

Ains'iy  tout  cube  est  la  différence  de  deux  carrés.  En  outre, 
un  des  carrés,  au  moins  y  est  divisible  par  9. 

V.  Chacune  des  quantités  Sp  étant  un  nombre  entiei*,  le 
dénominateur  de  la  fraction  qui  représente  S^  doit  diviser  le 
numérateur  correspondant.  Par  exemple,  le  produit 

n  {n  -H  1)  (en»  -h  15n*  +  6»'  —  6»*  —  «  -h  !) 

est  toujours  divisible  par  42.  Nous  engageons  le  lecteur  à 
essayer  la  démonstration  directe. 

•ommallon  des  pilea  de  iMuleUi* 

II,  Pile  à  base  carrée.  —  Elle  a  la  forme  d'une  pj/ra- 
mide  quadrangulaire  régulière.  La  base  de  la  pyramide»  ou 
la  premier^  couche  de  la  pile,  se  compose  de  boulets  rangés 
en  carré.  Si  n  est  le  nombre  des  boulets  formant  le  côté  du 
carré,  cette  première  couche  contient  n^  boulets.  Il  est  facile 
de  voir  que  les  couches  suivantes  renferment  (n — 1)*  bou- 
lets, (n  —  2)^  boulets,  etc.  Enfin,  le  sommet  de  la  pyra- 
mide est  formé  par  un  seul  boulet.  Conséquemment,  le 
nombre  des  boulets  contenus  dans  la  pile  est 

N  =  ««4-(n  — l)«-f-  .  .  -+-2»-+-^ 
ou 

n(n-h  1)  (2n  -+-  i) 


N  = 
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^•«  Pile  triangulaire. — Sa  forme  est  celle  d'un  tétraèdre 
régulief^  (*).Les  couches  successives  sont  des  triangles  équi- 
latéraux,  dont  les  côtés  renferment  n  bouletS9(n  —  1)  bou- 
lets, ...  et,  enfin,  un  seul  boulet.  Gela  posé,  le  nombre  des 
boulets  contenus  dans  la  première  couche  étant 

(»  -H  1  )  n 

^  ^  i.2 

la  somme  cherchée  sera 

ou  (4&,  5«) 

^  =  — '-' 

^2.5 

9S«  Remarqua,  —  Ce  résultat  est  une  conséquence  des 
formules  (3),  (4).  Observons  d'abord  que 

^i      1.2 

D*un  autre  côté,  pour  trouver  la  somme  de  plusieurs 
polynômes,  on  peut  ajouter  les  termes  de  même  degré,  et 
réunir  les  sommes  partielles  ;  donc 

2^         2^4 

i  r(n  -+- 1)  (n-^  2)(2n  +  3)       (n -+-  \)(n -f-  2)" 


_  \  r(n  -+- 1  )  [n  -♦-  2)  I2n  -+-5)       (n  -+- 1  )  (n  -f-  2n 
^21  tî  4  J 


ou 


»  (n  -+- 1  )  (n  -t-  2) 

N=i : 


(*)  11  existe  un  rapport,  assez  simple,  entre  la  partie  pleine  et  la  partie 
vide  da  tétraèdre.  (Voyez  Théorèmes  et  problèmes  de  géométrie  élémen- 
taire, 4»«  édil.,  p.  396.) 
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94.  Pile  à  base  rectangulaire,  —  Les  couclies  de  celle 
pile,  qui  a  la  forme  d'un  comble  à  quatre  pentes ^  sont  for- 
mées par  des  boulets  rangés  on  rectangle.  Si  n  et  n  -^  ;i 
sont  les  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  côtés  de  la 
base,  le  nombre  total  des  boulets  qui  la  constituent  est 
n  (n-^p).  La  deuxième  couche  contient  (n — 1)  (n — 1  -+-p) 
boulets  ;  et  ainsi  de  suite.  Enfin ,  la  n*^'  couche  est  une 
simple  file,  contenant  p  -h  1  boulets. 

Par  conséquent, 

^  =  n(n-^p)'^(n  —  i)  (n  —  i  -f-p)  -♦-  •••  -*-'1  (I  -t-p) 
=  w'-+-(n  —  1)'-+-  •  •  H-  <'-+-p[ii-t-  (n  —  4)  H *-  ^J» 

ou  enfin 

6 

7ft.  Remarques.  —  L  Cette  dernière  formule  résulte, 
immédiatement,  de  ce  que  la  pile  proposée  est  décampa- 
sable  en  une  pile  à  base  carrée  et  en  un  prisme  triangu- 
laire. 

II.  La  méthode  employée  dans  le  n^  73  est  souvent 
applicable.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  la 
somme  S  des  valeurs  de  la  fonction  i  (i  —  1)  (2i-i-I),  i  deve- 
nant égal  d  1,  2,  3,  ...  n.  Nous  aurons 

S  =  2"t(»-<)(2.-+l)  =  22"»'-2"«''-2"'5 
I  111 

ou,  par  les  formules  (3),  (4),  (5)  : 

n'(n-^l)*      n(n-4-1)(2n-4-l)      nin-k-i) 

~"         2  6  â       ' 

ou  encore 

i 

S=-(n —  i)  n  (/!-♦-  i) (on -4-  4). 
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III.  En  observant  que 

1(1— l)(2t+4)=2(t-hi)i(i-l)--t(»--i)  =  i2C,+,.5-2Q.,, 
on  a,  plus  rapidement, 

n  n 

S  =  42  ^  Q+i, 3  —  2 ^  C|, j 

(n -♦- 2)  (n -*-  i)n{n  —  \)         (n-+-  i)  n  (»  —  i), 
"  ÏJ75Â  i.2.3  ' 

etc. 


I.  Quel  est  le  25'  terme  du  développement  de  (1 — z)  ^? 
Réponse: 

D.iO.i 7.24.34 .38.45.32.59.66.73.80.87.94.1 01 A 08 ...  4 64  /z\" 
1. 2-3. 4. 5. 6. 7. 8. 9  .40.14.12.13.14;  15.16  ...  24   \7/ 


z** 


=  34.59.73.29.47.401.3.64.43.47.43.25.157.41.  ^„ 

7" 

II.  Théorème.  —  Si  g  est  un  nombre  premier,  supérieur 
à  p,  Ton  a ,  en  série  convergente  : 


i  "=■  A 


n 


\y^p     iSo'       '  9"^" 


Dans  le  second  membre  :  l"*  A,,  est  un  nombre  entier; 
2^  a„  est  Vexposant  de  la  plus  haute  puissance  de  q  qui 
divise  1.2. 3... n  (*). 

(*)  Il  n*est  pas  difficile  de  démontrer  que 

U  Dotation  E  (^)  désignant ,  en  général,  le  plas  grand  nombre  entier  con- 
tenu dans  ^. 
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III.  Quelle  est  la  somme  S  des  produits  que  Ton  obtient 
en  multipliant,  terme  à  terme ,  les  progressions 

a,     o-*-^,     a -f- 2(?,  ...,  a-^{n  —  ■1)^, 
tt',    a'-f.  (T,     o'-*-  2(r,  ...,  a'-t-  (n  —  i)  (T? 

IV.  A  quoi  se  réduit  cette  somme ,  lorsque  les  progres- 
sions sont 

ii        2,  5,       ,  », 

n,    n  —  i,    n  —  2,  ,  i? 

Réponse  : 

(n-+-2)(n-t-4)n 


S  = 


i.2.5 


V.  En  admettant  la  formule  du  binôme  pour  le  cas  d*un 
exposant  quelconque,  démontrer  la  série  exponentielle 


e*=  in H 


X       x'         x' 


i       1.2       i.2.5 

VI.  Calculer,  au  moyen  de  cette  série,  la  valeur  de  e"% 
à  moins  de  0,01. 

VII.  A  quoi  est  égal  le  terme  général  u„  de  la  série 

récurrente 

i,    2,    5,    5,    8,    15,  , 

dans  laquelle 

Réponse  : 

1 

VIII.  Même  question  pour  la  série 

2,    3,    11,    33,    47,  ..., 

dans  laquelle 

M„  =  3i/,_i  — 2ti,_,? 
Réponse  : 

w„  =  3.2-»  — 1. 
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IX.    Prouver  que 

-=  i  -fr-x  cos  g-*-xxos26+x'cosdOh — hx"cosne-*-  •  • , 


i — Sa;cos6+x 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  -+-  1  (exclusi- 
vement). 

X.  Conclure,  de  la  question  précédente ,  que 

cos  26-i-cos  0  cos  5d-i-COS'0COS  4fl-t- — +-CO8*"*0COs(«-»-i  )e-f— •=  — i , 

excepté  si  cos  6  =  rt  1 . 

XI.  Théorème  de  Nicomaque  (*).  —  5t,  dans  la  série  des 
nombres  impairs  : 

Mj         ùy         Dy  ly         «Tj         ''y    •••  9 

on  prend  le  premier  terme,  puis  la  somme  des  deux  termes 
suivants,  puis  la  somme  des  trois  termes  suivants^  etc., 
chctcun  de  ces  termes  est  un  cube. 

XII.  Théorème. — Si,  dans  la  suite  des  nombres  naturels  : 

i,     2,    3,    4,    5,    6,     7,    8,     9,     iO,     il,     12,  ..., 

on  prend  le  premier  terme,  puis  la  somme  des  trois  termes 
commençant  par  %  puis  la  somme  des  cinq  termes  commen- 
çant par  Z  y  puis  la  somme  des  sept  termes  commençant  par 
4,  etc.  ;  chacune  de  ces  sommes  est  un  carré. 

XIII.  Développer 

1  -4-  X  H-  x' 
1  —  X  -+-  X* 

La  série  est-elle  convergente  pour  x  =  1  ? 

XIV.  Développer 

(i  -t-  X  -t-  X*  -f-  •••  -t-  x")' 


y  = 


1  -f-  x'h-  a;*  -♦-•••-♦-  X 


s» 


(*)  Nicomaque  de  Gérase,  Géomètre  da  premier  siècle. 
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XV.  Vérifier  que 

X  \  \  I    X    V      1.5/    X    V 

yYITx  ""  i  -^  X  "*"  2  11  -+-  x/  "**  2T4  11 -4- x/  "*"'"' 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  e/  H-  1 . 

XVI.  Vérifier  que 

n  n(n  —  i) 

(»  -4-  i  )"---..  n"  +     \        ^  (n  —  I  )«  H-  ...  =h  I  =  1 .2.3 ...  ». 
1  1.2 

XVII.  Théorème.  —  Sib  —  a  est  \in  nombre  entier,  et 
que  a  «01/  positifs 


i  — 


b  —  a      (6— a)(6~a  — 1) 


a-4-  1 


(a-4-1)(a-f-2) 


(6 — a)...5.2.1         a 

(a-+-1)(a-*-2)...6""6" 


XVIII.  Théorème  de  M.  Liocville.  —  Le  nombre  e  n'est 
racine  d'aucune  équation  du  second  degré,  à  coefficients 
rationnels. 

XIX.  Binôme  d'Abel  : 


(x-Ha)"'=x'" 


m 

—  a(x-4-6)"^* 


m{ni — l) 


1.2 


a(a— 26)  (x-t- 26)-* 


w(m— 1)(m— 2) 


1.2.3 


tt(a  — 36)*  (x-f- 56)— 5 


XX.  Prouver  que 


1  -t-x 


=  1  -+-  4x-h9x*H-  16x'-4-." 


XXI.  Déterminer  A,  B,  C, ...  G,  de  manière  que 

1  -+-Ax-*-Bx'h hGx''-* 

=  i-^2''x ■+-3''x'4-4''x» -+-...  f). 


(1-x) 


IH-I 


(*)  Voir  la  note,  p.  71. 
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CHAPITRE  V. 

THEORIE  DES  LOGARITH&IES. 


Des  fonclloiiii. 

9B«  Si  deux  quantités  x,  y  sont  liées  par  une  équation, 
la  quantité  x,  à  laquelle  on  donne  des  valeurs  arbitraires, 
est  appelée  variable  indépendante:  l'autre  variable  y  est  dite 
fonction  de  x.  Cette  fonction  est  eocplicite  ou  implicite,  sui- 
\anl  que  lequation  donnée  a  la  forme  j/=/'(x)  ou  la  forme 
F  (x,  y)==0,  c'est-à-dire  suivant  que  celte  équation  est  ou 
n  est  pas  résolue  par  rapport  à  y, 

77.  On  donne  le  nom  de  fonction  algébrique  à  tonte 
fonction  explicite  dans  laquelle  les  opérations  à  effectuer 
sur  la  variable  x  sont  des  additions,  des  soustractions,  des 
muhiplicatiot^ ,  des  divisions,  des  formations  de  puis- 
sances et  des  extractions  de  racines,  en  nombre  limité.  Par 
exemple, 

y  ==  2x  —  x'  H l/x 

^  X 

est  une  fonction  algébrique. 

79.  Toute  fonction  explicite  qui  n'est  pas  algébrique  est 
dite  transcendante.  Les  fonctions  transcendantes  les  plus 
simples  sont  les  fonctions  trigonomctriques  ou  circulaires, 
et  la  fonction  exponentielle  a'. 

7».  Une  variable  x  est  continue  lorsqu'elle  ne  peut 
passer  d'une  valeur  quelconque  a  à  une  autre  valeur  quel- 
conque (3  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 
Une  fonction  y  est  continue  depuis  x==a  jusqu'à  x  =  p, 
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quand  elle  est  réelle  et  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  ^,  et  que,  dans  cet  intervalle,  elle  peut 
varier  par  degrés  aussi  petits  qu'on  le  veut  (*). 

Dlfleiisflloii  de  la  foncllon  exponentielle. 

90.  Dans  Véquation  exponentielle  y  =  a%  supposons 
d  abord  la  constante  a  plus  grande  que  1  ;  faisons  varier  x 
de  —  00  à  -H  00 ,  et  cherchons  comment  varie  y. 

1^  En  donnant  à  x  les  valeurs  entières  0,  1 , 2,  3,  ..., 
nous  pourrons  former  le  tableau  suivant  : 

x  =  0,    x  =  l,    x  =  2,     x  =  3,  ...,  x  =  -t-oc, 
y  «  1,     y  =  a,    y  =  a*,    y  =  a\  ...,  y  =  -+-  oo  • 

En  effet,  aO  =  l,  et  fe«  puissances  successives  d'un  nom- 
bre supérieur  à  l'unité  peuvent  dépasser  toute  limite  (**). 
2"*  A  toute  valeur  de  x  correspond  une  valeur  de  y.  Il 

suffit  de  considérer  le  cas  où  x  a  la  forme  Ç.  Or  a»  =\Vû' 
a  une  valeur  réelle  et  positive  :  cette  valeur  est  ce  que  nous 
désignons  par  y. 


(*)  S'il  est  possible  de  rendre  l'accroissement  de  x  assez  petit  pour  que 
raccroissement  correspondant  de  y  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  i,  y  passera  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
entre  celles  qui  répondent  aux  valeurs  extrêmes  de  x  :  la  seconde  défini- 
tion ne  diffère  donc  pas  essentiellement  de  la  première.  Cependant,  celle- 
ci  est  préférable.  Exemple  :y  =  x  (i  —  a;).  De  a;  =  0  à  a;  =  1,  j^  est  finie 
et  continue;  mais,  comme  les  valeurs  de  t/,  qui  répondent  à  ces  valeurs 
extrêmes  de  Xj  sont  égales  entre  elles,  on  ne  peut  pas  dire  que  la  fonction 
a  passé  par  des  valeurs  intermédiaires. 

{**)  L'exposant  n  étant  supposé  entier  positif,  on  a 

fi        n(n  —  1)    ^ 
(1  -ha)»==l  -♦-—«H r — «'h 

Si  la  quantité  a  est  positive,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  posi- 
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3^  Quand  x  augmente,  y  augmente.  Soient  a,  a-4-A  deux 
valeurs  attribuées  à  Xy  a.  ei  h  étant  des  quantités  positives  ; 
on  aura 

En  effet,  cette  inégalité  équivaut  à  a*  >  1,  relation  évi- 
dente en  vertu  de  ce  principe  :  les  puissances  et  les  racines 
d'un  nombre  plus  grand  que  1  sont  plus  grandes  que  1 . 

A®  La  fonction  a'  est  continue.  Pour  le  faire  voir,  il  suflir, 
en  conservant  les  notations  précédentes,  d'assigner  une 
valeur  de  h  vérifiant  l'inégalité 

L'accroissement  h  étant  nécessairement  fort  petit,  si, 
comme  on  le  suppose,  3  est  une  fraction,  on  peut  le  repré- 
senter par  ^,  n  étant  un  nombre  entier  inconnu.  De  cette 
manière,  Tinégalité  (1)  devient,  successivement. 

Va  <  1  H » 


( 


a^ 


tifs;  donc 

(1  -*-  <x)"  >  i  -f-  na. 

D*après  cette  inégalité,  pour  satisfaire  à  la  condition 

(l-f-«)'»>  N, 
N  élant  un  nombre  donné,  il  suffit  de  rendre 

d'où 

—  N  — 1 

^      a 

Cette  formule,  qui  démontre  la  proposition  rappelée  dans  le  texte,  peut 
d'ailleurs  être  obtenue  indépendamment  de  la  théorie  du  binôme.  (Manuel 
du  BaccalaurêtU  es  Sciences,  Ai«6.|  169.) 

6 
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Or,  pour  satisfaire  à  cette  dernière  relation  ^  il  suffit  de 
prendre  (*) 

(0-1)0^. 

n  ^ > 

—        J 

d'où 

5^  II  résulte,  de  cette  discussion,  que  x  variant  d'une 
fnanière  continue,  rfe  0  à  •+■  oo  ,  y=a'  varie  d'une  manière 
continue,  de  l  à  -+-  oo  . 

8t.  Remarque,  —  Non-seulement  la  fonction  a'  finit  par 
dépasser  toute  limite,  mais  encore  elle  peut  être  rendue 
aussi  grande  quon  le  veut,  relativement  à  V exposant  x. 
Pour  démontrer  cette  importante  propriété,  remplaçons  a 
par  1  +  a,  et  supposons  x  entier  :  nous  aurons 

a'  =  (i  -4-a)'=i  H — a  -4 a'  H ; 

^  1  1.2  ' 

et,  par  conséquent, 

X  x(x—  i)    , 

'^  1  1.2 

puis 

a'       1  x  — 1    , 

—  >  — h  a  H er. 

XX  2 

(*)  Voyez  la  noie  précédente. 

(**)  Soient,  par  exemple,  a  =  10,(x  =  2,^s=  0^001 .  On  pourra  faire 
h  =  ^55^ .  Par  conséqaent, 

900  000 

100  V^— 100  <  0,001. 
Les  Tables  de  logarithmes  donneraient 

1 


A  = 


23  026 
valeur  beaucoup  plus  satisfaisante  que  la  première. 
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Le  raisonnement  employé  ci-dessus  (80,  noie)  prouve 
que,  pour  satisfaire  à  la  condition 

a' 

->N, 

X 

il  suffit  de  prendre 

Soient,  par  exemple,  a  =1,1,  N  =  2S0.  La  formule  (2) 

donne 

«^50  001. 

Ainsi 

(^    >|)BO0OI 


50  001 


>  250. 


En  effet,  le  premier  membre  est  (*)  exprimé  par  le 
nombre  94  822  suivi  de  deux  mille  soixante  chiffres.  Ce 
résultat  montre  avec  quelle  prodigieuse  rapidité  croissent 
les  puissances  d'un  nombre  supérieur  à  Tunité,  même 
quand  ce  nombre  est  moindre  que  2  ;  il  peut  servir  à  bien 
faire  comprendre  la  différence  qui  existe  entre  la  fonction 
exponentielle  et  les  fondions  purement  algébriques  (**). 

9t.  Revenant  à  la  discussion  de  a%  donnons  maintenant 
àxdes  valeurs  négatives,  et  soit,  à  cet  effet,  x  =  —  ac', 
la  nouvelle  variable  x'  étant  positive.  Nous  aurons 


1 


t— «' 


•^  a' 

D'après  ce  qui  précède,  cette  fraction  croit,  d'une  manière 

(*)  Voir  plas  loin,  n°  t«9. 

(**)  On  démontre,  de  la  même  manière,  que  la  fonction  a*  peut  être 
rendue  aussi  grande  qu'on  le  veut,  relativement  à  une  puissance  quel- 
conque  de  x. 
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continue,  de  0  à  -h  1,  quand  x'  varie,  d'une  manière  con- 
tinue, entre  -k-  oo  et  0.  D'ailleurs,  les  valeurs  de  x,  corres- 
pondant aux  valeurs  extrêmes  de  x',  sont  —  oo  et  0.  Nous 
pouvons  donc  former  ce  nouveau  tableau,  contenant  les 
valeurs  principales  de  x  et  de  j/  : 

.T  =  —  00,     x  =  0,     x=1,     x  =  -»-x, 

En  résumé,  la  constante  a  étant  plus  grande  que  1, 
la  fonction  a'  croit ,  (fune  manière  continue,  rfe  0  à  -+-  x  , 
quand  la  variable  x  croit,  d'une  manière  continue,  de 
—  oo  à  H-  00  . 

98.  Si,  dans  y  =  a'j  on  suppose  la  constante  a  posi- 
tive et  moindre  que  l'unité,  on  peut  la  représenter  par  ^  • 
Alors  9  la  fonction  y  étant  l'inverse  de  a",  cette  fonction 
passe,  d'une  manière  continue,  de  +  oo  à  0,  quand  on  fait 
varier  x  entre  —  oo  et  -h  oo  . 

84.  On  arrive  à  des  résultats  complètement  différents 
de  ceux  qui  précèdent,  si  l'on  discute  l'équation  y={ — a)', 
a  étant  positif.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  ( — a)' 
est  une  fonction  continuellement  discontinue  (*).  On  peut 
attribuer  à  x  des  valeurs  se  succédant  par  degrés  très-rap- 
proches,  et  pour  lesquelles,  néanmoins,  les  valeurs  congés- 
pondantes  de  y  sont  alternativement  positives,  négatives  et 
imaginaires  (**). 

m 

(*)  Divers  géomètres,  se  foodaut  sur  une  difficulté  à  laquelle  donne  lieu 
la  définition  de  (—  a)*,  ont  conlesié  cette  proposition. 
(*•)  L*équation 

ap[)artienl  à  t/ne  infinité  de  points  isolés,  répartis  sur  les  deux  logarith- 
miques représentées  par 
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9élliillloii  alifébrlqae  dca  losarUhiiie«« 

8&.  Dans  réqualion  y  =  a',x  peut  ôire  regardé  comme 
une  fonction  de  y  :  on  dit  alors  que  x  est  le  logarithme  du 
nombre  y,  dans  le  système  dont  la  base  est  a.  Autrement 
dît  :  le  logarithme  d'un  nombre  est  l'exposant  de  la  puissance 
à  laquelle  on  doit  élever  une  quantité  constante,  appelée 
base,  pour  reproduire  le  nombre  donné.  Celte  définition, 
on  le  verra  bientôt ,  s'accorde  avec  celle  qui  est  donnée 
dans  les  éléments. 

8#.  Supposons,  comme  on  le  fait  ordinairement,  la  base 
plus  grande  que  1.  Alors  nous  conclurons,  du  tableau  ci- 
dessus  (89)  : 

Jog0=  —  X,     Iog1  =  0,     loga=1,     log(-f- oo)  =  -t- 30. 

Ainsi,  dans  tout  système  de  logarithmes  dont  la  base 
surpasse  l'unité  : 

\^  Le  logarithme  de  l'unité  est  zéro;  2®  le  logarithme  de 
la  base  est  l'unité;  Z^  le  logarithme  de  zéro  est  l'infini  néga- 
tif;  4®  le  logarithme  de  l'infini  positif  est  l'infini  positif  {*). 

En  outre,  d'après  la  discussion  précédente  (90,  89): 

5"  Tout  nombre  a  un  logarithme;  6^  Les  fractions  pro- 
prement dites  ont  pour  logarithmes  des  quantités  négatives; 
7**  les  quantités  négatives  n'ont  pas  de  logarithmes  réels. 

{*)  On  De  doit  pas  oublier  que  ces  dénomi Dations  ôUnfini  positif  et 
ù'infini  négatif  &oni  employées  pour  éviter  des  périphrases.  Par  exemple, 
la  quatrième  remarque  pourrait  élre  énoncée  ainsi  :  on  peut  toujours 
trouver  un  nombre  dont  le  logarithme  surpasse  une  quantité  donnée 
quelconque.  On  se  tromperait  étrangement  si,  de  ce  que  le  logarithme 
de  l'infini  positif  est  Vinfini  positif,  on  concluait  que  le  logarithme  tend 
à  devenir  égal  au  nombre.  On  va  voir,  en  effet,  que  le  rapport  d'un 
logarithme  au  nombre  correspondant  diminue  indéfiniment  quand  le 
nombre  augmente,  et  a  pour  limite  zéro. 
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81.  Remarque,  —  Cette  dernière  propriété  tient  à  ce 
que  la  fonetion  a'  est  toujours  positive.  Elle  subsiste  pour 
(outes  les  valeurs  positives  de  la  base  a.  Il  n'y  a  pas  lieu 
d'examiner  le  cas  où  cette  constante  serait  négative,  parce 
qu  alors  la  fonction  a'  deviendrait  discontinue  (S4). 

8$.  Ajoutons,  pour  compléter  la  discussion  précédente» 
que  le  rapport  d'un  logarithme  au  nombre  correspondant 
diminue  indéfiniment  quand  ce  nombre  augmente,  et  a  pour 
limite  zéro. 

Soil,  comme  précédemment,  a'=y,  d'où  ac  =  logy,  et 


X 


On  a  vu  que  le  second  rapport,  inverse  de  -  ,  tend  vers 
zéro  quand  x  augmente  indéfiniment  (8l).  Ainsi, la  seconde 
partie  de  la  proposition  est  démontrée. 

Pour  la   première,  nous   nous  bornerons  au  cas  où 
j  =  Iog  y  =  2,  3,  4,  ...  Mais  alors  Tinégalité  à  vérifier  : 


se  réduit  à 


X         X  -4-  ! 


a 


;> 


a 


i+« 


x> 


i 


a  —  i 


et,  conséquemment , 

A  partir  de  x  =  ^^ ,  les  fractions 


X 

— j 
a' 


.T  -4-  1  X  -+-  2 


a 


x-Hl 


a 


x+i 


forment  une  suite  décroissante.  C  est  ce  qu'il  fallait  démon- 
trer. 
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Propriétés  des  losarithmes. 

SB.  Ces  propriétés  résultent,  immédiatement,  de  la  défi- 
nition ci-dessus  (85),  jointe  aux  règles  du  calcul  des  expo- 
sants (•).  En  effet,  soient  x,  x\  x\  ...  les  logarithmes  des 
nombres  y,  y',  y",  ...  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  de 
sorte  que 

%j  =  a%    y  =a%    y  =a*  

1®  En  multipliant  membre  à  membre  ces  diverses  éga- 
lités ,  nous  aurons 


ou 


yyy'...  =  a«+^'^"+   , 


log(i/y'i/"...)  =  X  -V-  x'  -f-  x"-f-  •••, 


ou  encore 

Jog  {yy'y"  •••)  =  log  y  -*-  log  y'  -4-  log  y"  -4-  .. . 

Ainsi,  le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme 
des  logarithmes  des  facteurs. 

2®  La  division  de  y  par  y'  donne 

y 

ou 

y 

log  —  =  x  —  x'=  logy  —  log  y'. 

y 

Donc,  le  logarithme  d'un  quotient  est  égal  au  logarithme 
du  dividende,  moins  le  logarithme  du  diviseur  (**). 

3®  Élevons  les  deux  membres  de  Tégalité  y  =  a'  h  une 

(*)  Manuel  des  Candidats  à  C École  polytechnique,  1. 1,  p.  47. 
(••)  CeUe  propriélé  est  comprise  dans  la  première,  attendu  que  diviser 
par  un  nombre  équivaut  à  multiplier  par  Cinverse  de  ce  notnbre. 
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puissance  quelconque  n,  entière  ou  fractionnaire;  nous 

obtiendrons 

y"  =  a"; 
d'où 

Par  conséquent  ;  le  logarithme  d'une  puissance  est  égal  au 
logarithme  du  nombre,  multiplié  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance; le  logarithme  d'une  racine  est  égal  au  logarithme  du 
nombre,  divisé  par  Vindice  de  la  racine. 

Coneordanee  des  deux  déflnlllon*. 


HO.  Dans  les  éléments,  on  définit  les  logarithmes  :  ks 
termes  d'une  progression  arithmétique  commençant  par 
zéroy  correspondant  aux  termes  d'une  progression  géomé- 
trique commençant  par  l'unité  (B.,  A/y.,  176)  (*).  Celte 
définition  arithmétique  des  logarithmes  s'accorde  avec  la 
définition  algébrique  donnée  ci-dessus. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  d'abord  Téquation  expo- 
nentielle y  ==  a',  et  donnons  à  x  les  valeurs 

nous  aurons,  comme  valeurs  correspondantes  de  y  : 

U    («^),    («^)S    (a%  ...,     (a^r..., 
ou 

Ainsi,  lorsque  les  logarithmes  sont  en  progression  par  diffé- 
rence, les  nombres  correspondants  sont  en  progression  par 
quotient. 

(*)  Ce  renvoi  signifie  :  Manuel  du  Baccalauréat,  âlg.,  176. 
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En  second  lieu,  prenons  les  progressions 

et  soit  N  un  nombre  donné,  compris  entre  deux  termes 
consécutifs  de  la  seconde  progression,  ou  égal  à  Tun 
d^eux  (*). 

Entre  deux  termes  consécutifs  de  chacune  des  progres- 
sions, insérons  m  moyens,  m  étant  très-grand;  et  soient 

m-f-  1       ^  ^       ^ 

les  raisons  des  progressions 

0,   (T,   2<r,   3(y, ...,   n'(y, ..., 

qui  remplacent  les  premières. 

Nous  pouvons  toujours  disposer  du  nombre  entier  m,  de 
manière  que  Tunité  soit  un  terme  de  la  nouvelle  progres- 
sion par  différence;  car  V équation 

i^ 1 

admet  une  infinité  de  solutions  entières  (**). 


{*)  Le  premier  cas  étant  plus  général  que  le  second,  nous  négligerons 
celui-ci. 

(**)  Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  ^  est  commensurable.  Soit  alors 
>  la  fraction  irréductible  équivalente  à  ^.  De 

wn- 1      1      p 
on  conclut  (B.  Ârith.) 

i=).q,    m-+-i  =  )p, 
1  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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■V 
Soit  ç'  =  ç^'  =  fl  le  terme  de  la  progression  par  quotient 

qui  correspond  à  î5'  =  1  :  a  est  la  base  du  système  de 
logarithmes.  Soient,  en  outre,  ç''  et  7''"*"*  les  deux  puis- 
sances consécutives  de  q'  comprenant  entre  elles  le  nombre 
donne  N  :  leurs  logarithmes  sont  l^'  et  (/-+•  l)S';  mais,  à 
cause  de  q'  =  a*  =  a*',  on  a 

Ainsi,  les  logarithmes  des  deux  nombres  entre  lesquels  e$i 
compris  N  sont  les  exposants  des  puissances  auxquelles  on 
devrait  élever  a  pour  reproduire  ces  nombres.  Et  comme  la 
différence  entre  9'  et  ç'^'"*"*'  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  la  propriété  démontrée  subsiste  pour  le 
nombre  N,  limite  commune  de  g'  et  de  ç'^'"^**  (*). 

Logarllhinew  népériens. 

9t.  En  partant  de  la  définition  arithmétique,  supposons 
r/=  1  -H  J:  c'est-à-dire,  prenons  les  progressions 

Si  n^=  1,  la  6a«e  du  système  est  (8«) 


=(i.-^)''=(i+l)". 


Pour  que  la  progression  arithmétique  puisse  être  consi- 
dérée comme  renfermant  tous  les  nombres^  de  0  à  t,  on 
doit  supposer  n  infini.  Mais  alors 


a  =  tim    1 


ni 


{*)  Plus  exactement,  cette  propriété  est  la  définition  même  de  log  N. 
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Ainsi,  les  plus  simples  notions  de  rArithmétique  peuvent 
conduire  au  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  le 
nombre  incommensurable  e  (*). 

Comment  •n  passe  d'un  système  à  nn  autre. 

•9.  Soient  Xy  x'  les  logarithmes  d'un  même  nombre  y^ 
dans  deux  systèmes  dont  les  bases  son  ta,  6.  Par  définition, 

y  =  a',    y  =  b'\ 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  seconde 
égalité,  dans  le  premier  système;  nous  aurons 

Jogay  =  a:'loga6, 
ou 

ou  encore 

X  s=  X ■ 

10ga6 

Donc,  pour  passer  d'un  systhne  dont  la  base  est  a,  à  un 
autre  système  dont  la  base  est  b,  on  multiplie  tous  les  loga- 
rithmeSy  calculés  dans  le  premier  syslème,  par  h'nverse  du 
logarithme  de  la  seconde  base,  ce  logarithme  étant  pris  dans 
le  premier  système. 

Iléllnlllon  du  module. 

98.  Quand  on  passe  du  système  népérien,  c'est-à-dire 
du  système  dont  la  base  est  le  nombre  e,  à  un  autre  système 
ayant  pour  base  6,  le  facteur  constant  ^-^-^  devient  j—^,  ou, 

(*)  C'est,  paratt-il ,  par  des  considérations  de  cette  nature  que  Napier 
(on  Neper)  est  arrivé  à  Finvention  des  logarithmes  népériens.  Avant  La- 
croix, OD  les  appelait  logarithmes  naturels,  ou  logarithmes  hyperbo- 
liques. 
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plus  simplement,  ^.  Ce  facteur  constant,  égal  à  l'inverse  du 
logarithme  népérien  de  la  base  b,  est  le  module  du  système 
dont  la  base  est  6. 

•4.  Remarque.  —  Le  module,  égal  à  ^,  est  égal  aussi 

à  log*  c.  En  effet,  de  même  que  x'  =  x  j^,  on  a 

X  =  X   ■; 1 

log»o 
donc 

-==log»a; 

log.6 

et,  en  particulier, 

■i  =  log.e. 


I.  Discuter  les  fonctions 


II.  Discuter  les  fonctions 

cos(lx) 
2^  =  1.  cosx,     y  =  cos(lx),     y= 

X 

m.  La  série 

I  i  \ 


2  log  2       3  log  3  n  log  n 

est  divergente  (**). 

(*)  La  discussion  complète  exige  la  théorie  des  dérivées. 

{**)  Elle  l'esl  beaucoup  moins  que  la  série  harmonique  :  la  somme  des 
premiers  termes,  jusqu'au  rang  marqué  par  un  nombre  de  trois  cent 
deux  chiffres,  est  inférieure  à  11.  (Mélanges  mathématiques,  p.  167.) 
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IV.  La  série 

cos(ll)       cos  (12)  cos(ln) 

1  2  n 

est  indéterminée. 

V.  Vers  quelle  limite  tend  le  produit  wlnl  -^^7~-\  quand 
n  augmente  indéfiniment  ? 

Réponse  :  Vers  1 . 

VI.  Prouver  que  la  série 

\I2         J       \13        /  \I(n-*-1)        / 

est  divergente. 

VII.  Sommer 

1 .  séc  .  a:  -*- 1 .  séc .  f-j  -»- 1 .  séc .  f--|  -H  1 .  séc .  (~)  -t-  •.-, 

X  étant  compris  entre  0  et  j . 

VIII.  Théorème.  —  x  étant  une  fraction  proprement 
dite,  les  séries 

log(i  -♦-  x)  -+-  log(l  -♦-  x')  H 1-  log(i  -*-  xf  -♦-  •••, 

log(i  —  x)  -^  log(l  —  x')  H H  log(i  —  X")  -+-  - 

sont  convergentes. 

IX.  Théorème.  —  x  étant  un  nombre  quelconque,  la 
série  qui  a  pour  terme  général 

est  convergente. 


9i  ALGÈDRE. 


CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS  DES  LOGARITHMES. 


•5.  Les  logarithmes  vulgaires ,  ou  logarithmes  de 
Briggs  (*),  sont  ceux  que  Ton  trouve  en  partant  des  pro- 
gressions 

1,     10,     iOO,    1000,  ..., 

0,      1,        2,  5,     ...  : 

la  base  du  système  est  10.  Indépendamment  des  propriétés 
générales,  ces  logarithmes  possèdent  celles-ci,  qu'il  suffit 
d'énoncer  : 

1®  Le  logarithme  d'un  nombre  entier  quelconque  a  pour 
partie  entière  (**)  un  nombre  formé  d'autant  d'unités  moins 
une  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  ce  nombre  entier; 

2**  Pour  multiplier  un  nombre  par  10,  100,  1000,...,  i7 
suffit  d'ajouter  1,2,  3,  ...,  unités  à  la  caractéristique  de 
son  logarithme  ; 

Z^  Si  deux  nombres  décimaux  ne  diffèrent  que  par  le 
rang  de  la  virgule,  leurs  logarithmes  ne  diffèrent  que  par 
la  caractéristique. 

(*)  Henri  Briggs  calcula  les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  I  et 
10  000,  et  les  logarithmes  des  nombres  compris  entré  90  000  et  100  000. 
Son  ouvrage,  intitulé  Arithmetica  logarithmica,  parut  à  Londres  en  1634. 

MM.  Namur  et  Mansion  tiennent  de  publier  des  (Mes  composées 
d*une  vingtaine  de  pages,  et  qui,  néanmoins,  permettent  d'écrire,  avec 
douze  décimales,  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  de  1  à  434  biliions! 

{**)  On  sait  que  cette  partie  entière  est  appelée  caractérislique. 
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••.  Logarithmes  des  fractions.  —  L'identité 

a    b 

0    a 

donne  ,     «      .     ^      ^ 

log---+-log-  =  0, 
6  a 

ou  ,     «  .      & 

ïogT  =  — log-. 
0  a 

Ainsi,  le  logarithme  d'une  fraction  proprement  dite  est  égal 
au  logarithme  de  la  fraction  renversée^  pris  en  signe  con- 
traire (se,  6**). 

11  résulte  de  là  que  les  fractions  0,1,  0,01,  0,001,.,.,  ont 
pour  logarithmes,  respectivement,  —  d,  —  2,  —  3,  ....  De 
même 

H  (^)  =  —  Jog  N. 

Réciproquement,  le  nombre  correspondant  à  un  loga- 
rithme négatif  a  la  forme  ^ ,  N  étant  le  nombre  correspon- 
dant au  logarithme  donné,  pris  positivement, 

M.  Logarithmes  à  caractéristique  négative  et  à  partie 
décimale  positive.  —  Les  fractions  de  la  forme  ^  étant  peu 
commodes  dans  les  calculs,  surtout  quand  le  dénomina- 
teur IV  est  accompagné  de  décimales,  on  fait,  sur  les  loga- 
rithmes entièrement  négatifs,  une  transformation  qui  équi- 
vaut à  la  réduction  de  ^  en  décimales. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

__    257 

^  ""  87  852  ' 

On  trouve,  dans  la  Table  de  Callet  (*), 

log  257  =      2,5747484 
log  87  852  =      4,9457517 

Par  suite,  log  x  =  —  2,5690055 

(•)  Pour  la  disposition  des  Tables  de  Callet,  la  proportion  loyarUh- 
mique,  etc.,  voyez  le  Manuel  du  Baccalauréat,  Alg.,  tl^  20. 
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Ajoutons,  à  log  x,  le  nombre  entier  inimédiatemeoi  su- 
périeur à  —  log  Xy  puis  retranchons-le;  nous  aurons 

log  X  =  3  —  2.5690053  —  3  =  0>509967  —  3. 

Pour  abréger,  apportons  la  partie  négative — 3  à  la  place 
de  la  caractéristique  0;  et,  pour  éviter  toute  ambiguïté, 
plaçons  le  signe  —  au-dessus  du  chiffre  3  :  il  vient 

log  X  =  3>309967. 

La  comparaison  de  ce  nouveau  logarithme  avec  celui  qui 
est  écrit  plus  haul,  donne  cette  règle  générale  : 

Pour  transformer  un  logarithme^  entièrement  négatifs  en 
un  logarithme  à  caractéristique  négative  et  à  partie  décimale 
positive,  placez  le  signe  —  au^essus  de  la  caractéristiquej 
après  l'avoir  augmentée  d'une  unité,  et  écrivez,  à  la  suite  de 
cette  nouvelle  caractéristique,  le  complément  (*)  de  la  partie 
décimale  du  logarithme  donné. 

•9.  Nous  avons  dit  que  cette  transformation  équivaut 
à  une  réduction  de  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale. 
Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  fraction  g^^.  Si  nous  la 
midtiplions  par  une  puissance  de  10  qui  rende  le  produit 
plus  grand  que  1  et  plus  petit  que  10,  nous  aurons,  en 
divisant  en  même  temps  par  cette  puissance, 

237000 
87  852 

^^  • 

9 


10» 
d'où  ,  ,     237  000      ^ 

Mais, 

237  000 
log  ^^^^^  =  log  237  +  3  -  log  87  852 

=  3  —  (log  87  852  —  log  237); 

(*)  Le  complément  d'une  fraction  décimale  proprement  dite  est  ce  qu*il 
y  faut  s^outer  pour  obtenir  i*unité. 
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donc 

log  X  =  5  —  2,5690033  —  3  =  0,4309967  —  3, 

ou 

log  X  =  5,4509967, 

comme  ci-dessus. 

0#.  Remarque. —  Le  logarithme  5,4309967  correspond 

137  000 

à  la  fraction  décimale  "^  ,  laquelle,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, est  comprise  entre  0,001  et  0,01.  Il  résulte,  de  cette 
observation,  que  le  nombre  correspondant  à  un  logarithme 
dont  la  caractéristique  seule  est  négative  est  une  fraction 
décmeUe  proprement  dite,  dans  laquelle  le  premier  chiffre 
significatif  occupe,  à  partir  de  la  virgule^  un  rang  marqué 
par  cette  caractéristique, 

IlMi^e  des  Tables  de  Callel. 

t#0.  Problême  I.  —  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre 
donné. 

Premier  cas.  —  Le  nombre  est  entier,  et  plus  petit  que 
108000. 

Le  logarithme  est  inscrit  dans  la  Table,  sauf  la  caracté- 
ristique, qui  est  connue  à  Tavance  (95,  1% 

Deuxième  cas.  —  Le  nombre  est  entier,  et  plus  grand 
que  iOS  000. 

Soit  le  nombre  rc  =  2  647  853.  Séparons  assez  de  chif- 
fres, sur  la  droite  de  ce  nombre,  pour  que  la  partie  restant  à 
gauche  soit  comprise  entre  10  000  et  108  000  ;  nous  aurons 

=  26  487,53; 


100 

et  la  partie  décimale  du  logarithme  de  ce  dernier  nombre 
égale  celle  du  logarithme  de  x.  On  trouve,  dans  la  Table, 

log  26  478  =  4,4228852. 

7 
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Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  calculer  la  diflërence  S  entre 
ce  dernier  logarithme  et  celui  de  26  478,53.  Pour  cela, 
posons  la  proportion 

26  479  —  26  478    _    log  26  479  -  log  26  478 

26  478,53  —  26  478  ~"  log  26  478,53  —  log  26  478* 

ou 

1  diff.  tab. 


0,53  ^ 

Elle  donne 

(?=  diff.  tob.  X  0,53  =  i64  X  0,53. 

Pour  épargner  au  calculateur  la  peine  d'effectuer  la 
petite  multiplication  que  nous  rencontrons  ici,  on  a  inscrit, 
dans  la  Table,  les  produits  de  164  par  0,1,  0,2,  etc.,  ces 
produits  étant  toujours  exprimés  en  unités  du  septième  ordre 
décimal.  D'après  cela,  nous  aurons 

.j  =  164  X  (0,5  H-  0,03)  ==  164  X  0,5  -h  ^^^^^'^ 

10 

49 
=  82  H-  —=82  -4-  5  =  87. 
10 

Puis,  en  ajoutant  cette  différence  au  logarithme  de  26  478  : 

log  26  748,53  =  4,4228959 , 

et  enûn 

log  2  674  853  =  6,4228939. 

Voici  la  disposition  du  calcul  : 

log  26  478   =6,4228852  0 
pour       0,5    ....  82 

pour       0,03 ....  5 

log  2  647  853  =  6,4228939 


(*)  Il  n^esl  pas  nécessaire  de  modifier  la  caractéristique  :  on  en  écrit  tout 
de  saite  la  valeur  définitive. 
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Troisième  cas.  —  Le  nombre  contient  des  décimales. 

On  fait  abstraction  de  la  virgule,  et  Ion  retombe  sur  les 
cas  précédents. 

Quatrième  cas.  —  Le  nombre  donné  est  une  fraction» 

On  a  vu,  ci-dessus,  comment  le  logarithme  d'une  frac- 
tion se  déduit  des  logarithmes  des  deux  termes. 

toi.  Problème  II.  —  Un  logarithme  étant  donné,  trou- 
ver le  nombre  correspondant. 

Premier  cas.  —  Le  logarithme  se  trouve  dans  la  Table. 

Nous  supposons  que  le  lecteur  connaît  la  disposition  des 
Tables  :  ce  premier  cas  n'exige  donc  aucune  explication. 

Deuxième  cas.  —  Le  logarithîne  donné  tombe  entre  deux 
logarithmes  consécutifs  de  la  Table. 

Soit  logx  =  5,6774237. 

En  cherchant  dans  la  Table,  on  trouve  que  le  logarithme 

qui  approche  le  plus  du  log  x,  par  défaut,  est  6  774 1 53  (*)  ; 

le  nombre  correspondant  à  ce  dernier  logarithme  est  47  579  ; 

donc 

X  =  47  579  4- (î, 

0  étant  inférieur  à  Funité. 

Pour  évaluer  d,  on  suppose  encore  les  différences  entre 
les  nombres  proportionnelles  aux  différences  entre  les  loga- 
rithmes, c'est-à-dire  que  Ton  écrit 

â       6  774  257  —  6  774155 

T"""  diff.  tab. 

ou 

84 

Si  Ton  réduisait  cette  fraction  en  décimales,  on  trouve- 

n  Dans  la  recherche  du  nombre  correspondant  à  un  logarithme  donné, 
OD  De  fait  atlenlion  à  la  caractéristique  que  pour  déterminer,  en  dernier 
lieu,  la  place  de  la  virgule. 
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rait  d  =»  0^92  ;  mais  les  Telles  de  Callet  permelteot  encore 
d  éviter  ce  calcul.  En  effet,  en  parcourant  la  petite  colonne 
des  différences,  on  lit  9  en  regard  de  82;  donc  3  se  com- 
pose d  abord  de  0,9.  Ensuite ,  si  Ton  place  un  zéro  à  la 
droite  de  84  —  83  =  2,  on  a  20  pour  produit.  Or,  dans  la 
même  petite  Table,  18  répond  à  2  dixièmes;  donc 20  cor- 
respond, à  fort  peu  près,  à  2  centièmes.  La  seconde  partie 
de  d  est  donc  cette  dernière  fraction,  en  sorte  que  3  >=  0,92, 
comme  ci^dessus. 

En  revenant  à  la  recherche  qui  nous  occupe,  nous  aurons 
x=47  579,92.  Mais  la  caractéristique  donnée  était  3;  donc 

enfin, 

af  =  4  757,992, 

à  moins  de  0^001. 

Voici  le  type  du  calcul  : 

log  X  =  3,6774237 
log47  579=    ,6774153 

84 
pour  82    9 

pour  2  2 

a  =  4  757,992. 

Troisième  cas.  —  Le  logarithme  donné  est  entièrement 
négatif. 
Soit  log  «  =  —  47248374. 
Posons  log  N  ==»  4,7248374  ;  nous  trouverons 

N  =  53  068,57; 
donc  (Ml) 


X 


53  068,57 

Quatrième  cas.  —  La  caractéristique  seule  est  négative. 
On  a  vu,  ci-dessus  (•©),  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver 
le  nombre  correspondant. 
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€«levl«  nniiiérlqae*. 

ûm9.  Premier  exemple  : 

\y  52  678,47 


X 


\^923  744,18 


i  i 

log  X  =  -:  log  52  678,47  —  -  log  923  744,18. 
3  4 

log    52  678      =4,7216293 

0,4  53 

0,07  6 


log    52  678,47  =  4,7216332 

1 

-  =  1,5738777 


log  923  740  =  5,9655497 
4....  19 
0,1  0 

0,18         0 

Jog  923  744,18  =  5,9655516 

1 

-  =  1,4913879 

4 

log  X  =  0,0824898 
nombre  corresp.  12  091  ....  4622 

0,7   pour,,,.  276 

253 

0,06  pour ....  23 

x  =  1,209176. 

tOS.  Deuxième  exemple  : 

5 


X 


V 


0,000  384  74  V/ 

V    J24  723 


|/ 724  674 1^0,000  674  237  5 
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i  r  ^        i        89  748 1 

>og  X  =  -  [log  0,000  584  74  ^-  -  log  ^^^^J 

—  -flog  724  674  -f-  -log  0,000  674  237  sl. 

log   89  748  =  4,9550248 
log  124  725  =  5,0959466 

,      89  748       - 

log =  i  ,8570782 

^  \  24  725 

i 

-  (*)  =  i  ,9525594  -4- 
5 

log  0,000  584  74  =  4,5851 675  -*- 

4,5575267 

1=1,5075055-4- 
5 

log  0,000  674  257  5  =  4,8288150 

i   - 

-  =  2,9429577  -*- 
5 

log  724  674  =  5,8601427  -*- 

4,8050804 

1 

-=1,2007701  — 
4 


log  x  =  2,1067552; 
jr  =  0,012  786  0. 


(*)  Pour  prendre  le  J  de  7,8570782,  on  observe  que  ce  logarithme 
—  _  1  -4-  0,8570782  =  —  3  -h  2,8570782 , 
en  rendant  la  caractéristique  divisible  par  3.  Par  suite 

i  (î,8570782)  =  —  1  -+- 1 2,8570782  =  r,9523594. 
On  opère  de  même  dans  tous  les  cas  analogues  à  celui-là. 
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t04.  Troisième  exemple  : 


361       829 

log  X  = lOff < 

®  157  ^828 
log  829  =  2,91855453 
log  828  =  2,91803034 


,     829 

log =  0,00052419 

561 

log  a-  = X  0,000  524  1 9. 

157 


361 


Pour  éviter  la  miilliplicaiion  par  —,  prenons  les  loga- 
rithmes des  deux  membres;  nous  aurons 

361 
log  log  X  =  log  -—  H-  log  0,000  524  1 9. 

157 

log  361  =  2,5575072  -+- 

log  157  =  2,1 958996  — 

log  0,000  524  1 9  =  4,71 94887  -t- 


log  log  X  =  3,0810963 
log  x  =  0,0012053; 
X  =  1 ,002  78. 

105.  Quatrième  exemple  :  Quelle  est  la  plus  petite  valeur 
entière  de  n  satisfaisant  à  l'inégalité 


( 


100\"      200  000^ 

> ? 

99/  5 


En  prenant  les  logarithmes,  puis  les  logarithmes  des 
logarithmes,  on  a  : 
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,.      200  000       ,      ,      100 
log  n  >  log  log  — log  log— 

log  200  000  =  5,50103000 
Iog3  =  0>77i2i23 

,     200  000 

log  — - —  =  4,82390875 
3 

,     .      200000      ^^ 

log  log — ^0,6833991    -t- 

5 

log  100  =  2, 

log   99  =  1,995655i9 

,     100 

log =  0,00436481 

^  99 

,      .      100      - 

log  log -—-  =  3,6399653    — 


donc 


log«>  3,0434338; 
n>  1105,1; 
n  =  H06. 


ton*  Cinquième  exemple  :  Résoudre  Vinégalité 
/100\"      2  000r        /99\'""1 

Commençons  par  calculer,  approximativement, 


1 

log  99 
150  log  99 
150  log  100 


-( 


99  y» 
m) 


1,99563519 
299,3452785  ■ 
300 


®\100/ 


1,3452785. 
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>      0,22145. 

I  99  \*" 
1—   —      <      0,778  55. 
\iOO/ 

Ce  dernier  nombre  étant  un  peu  supérieur  à  \ — ^^J  , 
il  s*ensuit  que  Ton  vérifiera  l'inégalité  proposée ,  si  Ton 
satisfait  à  celle-ci  : 

/  99  \"      2  000 
—    > 0,788  55. 

On  tire,  de  cette  dernière, 

'  log  2  000  -f-  log  0,778  55  —  log  5 

^"^  log  100  — log  99 

log  2  000  =  3,3010300 -+- 
log  0,778  55  =  1,8912865  -♦- 
log  3  =0,4771 212 — 

2,7151953-+- 
logl00  =  2 
log   99  =  1,9956352 


Donc 


0,0043648  — 

27151953 

n  > 5 

43  468 


ou 


n  >  624,64. 
109.  Sixième  exemple  : 

(i,ir«»» 


x  = 


50  001 

log  X  =  50  001  log  1 ,1  —  log  50  001 
log  1,1  =0,041  392  69 
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50  OOi  log  \  ,i  =  2069,675  892  69 
log  50  001  =       4,698  978  7  — 

2  064,976  914  0. 

■ 

X  =  94  822  êuivi  de  devac  mille  ioixanU  chiffra. 

f  08.  Septième  exemple  :  Qitelle  est  la  plus  petite  valeur 
entière  de  x  qui  mrifie  l'inégalité 

ilil^  >  250? 

Si  Ton  essaie  ac  =  100  et  x  =  200,  on  trouve ,  à  cause 
de  log  250  =  2,397  9400  : 

1001ogl,i-Iog  100=4,139  269 -2  =2,159  269  <  log  250, 

200 log  1,1 -log 200 =8,278  558-2,501  030  =  5,977  608  >  log 250. 

De  plus,  on  voit  que  le  nombre  cherché  est  beaucoup 
plus  près  de  100  que  de  200.  x  =  1 10  donne 

110  log  1,1 -log  110=4,553  1959-2,041  5927=2,511  8033>log250. 

On  trouve  ensuite 

(1,1  r  (1,1  r' 

lJL_L_<250,     l-:-l_>250; 
106  107  ' 

donc  la  valeur  demandée  est  107.  En  effet , 

(i,ir 


107 


=  250,97  (*). 


Réflolntlon  de«  éqnalleiis  exponentielles. 

t09.  On  appelle  équation  exponentielle  celle  qui  a  la 

forme 

o'=:6, 

(*)  On  peut  comparer  celle  soluUon  à  celle  que  nous  avons  donnée  ci- 
dessus  (9 1). 
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X  étant  rinconnue.  Lorsque,  comme  on  le  suppose  habituel- 
lement, a  et  6  sont  des  quantités  positives ,  cette  équation 
admet  toujours  une  solution  réelle  (^t).  Pour  la  détermi- 
ner, il  suiiit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres, 
dans  un  système  quelconque.  En  effet,  on  trouve  ainsi 

xloga<=]og6, 
ou 

x=- ). 

loga 

fflO.  Remarque.  —  Quand  les  constantes  a,  b  sont 
toutes,  deux  plus  grandes  ou  toutes  deux  plus  petites  que 
luoité, la  valeur  de  x  est  positive;  elle  est  négative  dans  le 
cas  contraire. 

Des  Intérêto  eomposés,  et  des  annaltés. 

fit.  Une  somme  est  placée  à  intérêt  composé  quand  le 
prêteur,  au  lieu  de  recevoir,  à  la  fin  de  chaque  année,  /ïw- 
térét  simple  qui  lui  est  dû,  le  laisse  à  la  disposition  de  Tem- 
prunteur,  de  manière  à  augmenter  le  capital. 

L^intérét  composé ,  tel  qu'il  vient  d'être  défini,  donne 
Heu  aux  problèines  suivants  : 

119.  Problème  I.  —  Quelle  est,  au  bout  de  n  années,  la 
valeur  A  d'un  capital  a  placé  à  intérêt  composé,  le  taux 
étant  de  vpour  franc  par  an? 

r étant  l'intérêt  de  1  franc,  ou,  plus  exactement,  r  étant 
le  rapport  entre  cet  intérêt  et  1  franc,  il  s'ensuit  que  1  franc 
vaut,  à  la  fin  de  Tannée,  1^  X  (1  -H  r).  Par  suite,  un  capi- 
tal quelconque  a  vaut,  au  bout  d'un  an,  a  (1  -»-  r)  =  a'. 

Si,  à  la  fin  de  l'année,  l'emprunteur  ne  paie  aucun  inté- 

n  Les  inégalités  proposées  dans  les  n^*  €•«  el  !•«  ont  été  résolues 
par  ce  moyen. 
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rét  au  préteur 9  il  jouit,  pendant  Tannée  suivante ,  de  cet 
intérêt  et  du  capital  a  :  les  choses  se  passent  comme  si,  au 
lieu  d*avoir  reçu  primitivement  a,  Temprunteur  avait  reçu 
la  somme  a'  au  commencement  de  la  deuxième  année  (*). 
Conséquemment,  et  diaprés  la  formule  précédente,  le  capi- 
tal a  vaut,  après  deux  ans , 

a'(iH-r)  =  o(i-4-r)'. 
En  répétant  le  même  raisonnement,  on  trouve 

A  =»  o  (1 -f.  r)».  {{) 

IIS.  Problème  II.  —  Après  combien  d'années  un  capital 
Q,  placé  à  intérêt  composé ^  acquiert-il  la  valeur  A? 

Il  est  clair  qu'il  s'agit  de  résoudre  Péquation  (1),  par 
rapport  à  n.  Cette  resolution  se  fait  commodément  au  moyen 
des  logarithmes;  elle  donne  (too) 

log  A  —  log  a 

""    log(i-+-r) 

tiâ.  Problème  III.  —  Quelle  valeur  produira-t-on  au 
bout  de  n  années,  si  l'on  place,  au  commencement  de  cha- 
cune, un  même  capital  a,  et  qu'on  accumule^  avec  toutes  ces 
sommes,  leurs  intérêts  composés? 

D'après  la  formule  (1),  celte  valeur  est  la  somme  s  des 
termes  de  la  progression  par  quotient  : 

a(i-4-r)",    a(i-+-r)-*,  ...,  a(1-4-r); 
donc 

s  =  a(\  -\-r) • 

r 

flfl&.  Problême  IV.  —  Quelle  somme  b  doit-on  payer 

{*)  On  peut  encore  supposer  que  l'emprunteur  rende,  au  préteur,  le 
capital  af,  et  qu'il  le  reprenne  aussitôt. 
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annuellementfpour  amortir,  au  bout  de  n  années,  un  capital 
a  et  ses  intérêts  composés? 

Cette  somme  6  est  ce  qu*on  appelle  une  annuité.  Pour 
la  déterminer,  il  suiSt  d  exprimer  que  la  valeur  du  capital 
a,k  la  fin  de  la  n**^  année,  est  égale  à  la  somme  des  valeurs 
desn  annuités,  au  bout  de  ce  même  temps.  On  trouve 
ainsi,  en  appelant  r  Tintérét  de  1  franc, 

a{l-^r)'«=6(i-^f)"-*-4-6(iH-r)"-«H-...-^6(lH-r)-*-6, 

a  (i  -»-  r)"  =  6  ^ (2) 

r 

Cette  formule  générale  donne  la  solution  de  diverses 
questions  relatives  aux  annuités. 

Si,  par  exemple,  on  veut  trouver  combien  il  faut  (Tan- 
nées pour  amortir  un  capital  a,  au  moyen  d'annuités  égales 
à  b,  on  devra  résoudre  Téquation  (2)  par  rapport  à  n.  Or, 
en  faisant  passer  (1  ■+■  r)"  dans  le  premier  membre ,  on 
obtient  d'abord 

(i-i-r)"(6  —  ar)  =  6; 

puis,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

log  6  —  log  (6  —  ar) 
"==         log(i-Hr) ('^ 

!!••  Discussion.  —  1*  Si  Ton  suppose  6  >  ar,  c'est-à- 
dire  si  ^annuité  surpasse  l'intérêt  simple  du  capital,  la  for- 
mule (3)  donne,  pour  n,  une  valeur  finie  et  positive.  Cette 
valeur  est  d'autant  plus  grande ,  que  l'excès  de  6  sur  ar  est 
petit. 

2°  Si  6  =  ar, 

log  6  —  log  0 

log  (i  -H  r) 
Or, log  0= — 00  ;  donc  n=-f-  oo  .  Il  est  facile  d'interpréter 
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ce  résultat  :  quand  Temprunteur  ne  paie,  à  la  fin  de  chaque 
année,  que  Fintérét  simple  du  capital,  il  doit  toujours  le 
capital  ;  on  ne  peut  donc  demander  à  quelle  époque  la  dette 
sera  éteinte. 

Ce  cas  est  celui  des  rentes  perpétuelles. 

3°  Enfin,  si  Ton  suppose  6  <iary  c'est-à-dire  si /'annt«7é 
est  moindre  que  l'intérêt  simple  du  capital,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  contient  le  logarithme  d'une  quantité 
négative;  cette  formule  ne  donne  donc  aucune  valeur  réelle 
pourn  (8«,  7°).  C'est  ce  qu'il  est  encore  facile  d'expliquer. 

En  effet,  on  vient  de  voir  que  la  dette  est  constante  si 
l'annuité  est  égale  à  l'intérêt  simple;  donc,  quand  elle  est 
inférieure  à  celui-ci,  la  dette,  au  lieu  de  diminuer,  augmente 
sans  cesse.  Ce  résultat,  qui  peut  paraître  étrange,  est  une 
conséquence  naturelle  du  principe  de  Vintérét  proportiofi- 
nel  au  temps. 

I.  Pendant  combien  d'années  doit-on  laisser  un  capital, 
placé  à  4  ^  pour  100,  pour  que  la  valeur  en  soit  décuplée? 

Réponse  :  Pendant  un  peu  plus  de  52  ans. 

II.  Thomas  Parr  vécut  152  ans  (*).  Si,  à  partir  de  sa 
vingt-cinquième  année,  il  avait  placé  tous  les  ans,  au  taux 
de  6  pour  100,  une  somme  de  10  livres  sterling,  combien 
ses  héritiers  auraient-ils  dû  recevoir  à  sa  mort"^ 

Réponse  :  28  900  livres. 

III.  Après  combien  d'années  aura-t-on  amorti  un  capital 
de  100  francs,  emprunté  à  5  pour  cent,  si  l'on  paie,  annuel- 
lement, 5010? 

Réponse  :  Au  bout  d'environ  80  ans. 

(*)  Il  mourut  en  1654. 
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IV.  Combien  vaudra,  à  la  fin  de  1899,  une  somme  de 
I  franc,  placée,  à  5  pour  100,  au  commencement  de  Tan  800? 

Réponse  :  203  300  000  000  000  000  000  000  francs. 

V.  Discuter  la  formule 


^^^[''-O-^-ïSs)  "](*)• 


VI.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  entière  de  x  satis- 
faisant à  rinégalité 

(1,01)'>  lOx? 

Réponse  :  x  =  91 7. 

VII.  Une  personne  emprunte  pour  un  an,  à  intérêt  corn- 
poséf  un  capital  a.  Elle  convient  de  se  libérer  au  moyen  de 
n  paiements  égaux,  effectués  à  des  intervalles  de  temps 
égaux  entre  eux  :  le  premier  paiement  sera  fait  -  d'année 
après  le  moment  de  l'emprunt.  Le  taux  de  l'intérêt  est  de 
^pour  franc,  pour  i  d'année.  On  demande  : 

1*  La  valeur  b  de  chacun  des  paiements  ; 
2**  Vers  quelle  limite  tend  le  rapport  —,  lorsque  n  aug- 
mente indéCniment? 
3'  Comment  varie  cette  limite  lorsque  r  diminue? 
4"  Quelle  est  la  valeur  de  cette  limite  pour  r  =  0? 

VIII.  On  veut  amortir,  en  n  années,  un  capital  a  et  ses 
intérêts  composés,  an  moyen  d'annuités  décroissant  comme 
les  nombres  n,n  —  1 ,  n  —  2, ... ,  3, 2, 1.  Le  taux  de  l'in- 

(*)  Dans  cette  nouvelle  formule  d'intérêt  composé,  y  est  Vintérét  de 
\\  pour  n  années;  p  représente  le  quolieut  entier  du  taux  (intérêt  de 
1',  pour  un  an),  par 

e— (iH ]     =0,013468... 

\        100/ 

Quand  n  augmente  indéfiniment ,  l'intérêt  y  tend  vers  p  (e  —  1). 
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térét  cstr  pour  franc.  Quelle  est  la  valeur  du  premier  paie- 
ment? 

Réponse  :  wr*  (i  -f-  r)* 

(nr  — i)(i  +  r)"  +  i"' 

IX.  Un  nombre  entier,  inconnu,  est  représenté  par  n 
chiffres  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  6; 
combien  faut-il  de  chiffres  pour  récrire  dans  le  système 
dont  la  base  est  b'1 

Réponse  :  x  étant  le  nombre  de  chiffres  cherché,  on  a 

.  log .  6  log .  6 

log .  6  log  •  6 

X.  Les  nombres  a,  b  étant  commensurables,  dans  quel 
cas  la  valeur  de  x,  donnée  par  Téquation  a's=6,  est-elle 
comraensurable? 

XL  Résoudre  Téquation 

Les  nombres  a^b^p^q  étant  entiers,  dans  quel  cas  les 
valeurs  de  x  sont-elles  commensurables? 
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117.  Si,  dans  réquation  à  deux  variables 

on  attribue  à  x  un  accroissement  h  (*),y  prend  un  accrois- 
sement correspondant  k^  déterminé  par  la  relation 

y  '\'k  =  f[x-y-h), 

La  valeur  de  cet  accroissement  est  donc 

/fc  =  /*(xH-A)  — /-(x). 

Par  suite,  le  rapport  entre  V accroissement  de  la  fonction  et 
Y  accroissement  de  la  variable  a  pour  expression 

kfjx-^h)-  f{x) 

h  h  '  ^  ' 

Cela  posé,  si  h  diminue  indéfiniment,  il  en  est  de  même 

(*)  L'accroissement  h  peut  être  positif  ou  négatif  :  ordinairement,  on  le 
suppose  positif. 

8 
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pour  k.  Mais  comme»  à  chaque  instant,  le  rapport  j^  a  une 
valeur  déterminée,  on  conçoit  que  cette  valeur  tend  vers 
une  certaine  limite,  qu*elle  atteint  seulement  lorsque  A,  el 
par  suite  A:,  sont  devenus  égaux  à  zéro.  Cette  limite,  qui 
dépend  de  la  nature  de  la  fonction  f(x\  est  dite  la  dérivée 
de  f(x).  Par  conséquent , 

(hi  appelle  dérivée  d'une  fonction  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  rapport  entre  l'accroissement  de  cette  fonction  et 
l'accroissement  de  la  variable,  lorsque  celui-ci  tend  vers  zéro. 

118.  Remarque.  —  Si,  dans  I  équation  (2),  on  suppose 
A=0,  le  second  membre  devient  J.  Par  suite,  pour  trouver 
directement  la  dérivée  d'une  fonction,  on  devra,  dans  la 
plupart  des  cas,  mettre  le  rapport^  sous  une  forme  telle, 
(|ue  la  limite  de  ce  rapport,  ccst-à-dire  la  dérivée,  ne 
semble  plus  indéterminée. 

tf  ••  Soit,  par  exemple, 

y  =  f{^)  =  Jc'  —  2x  -+-  7; 


alors 
puis 


y  -f-  fc  =  (x  -+-  A)'  —  2  (x  -+-  A)  -h  7, 

k  __  5x'A  -+-  5xA»  -4-  A»  —  2A 
h^  Â 


Si  Ion  faisait  tout  de  suite  A  =  0,  le  numérateur  s'annu- 
lerait en  môme  temps  que  le  dénominateur;  mais,  A  étant 
facteur  commun  aux  deux  termes,  on  a 

k 

-=5x'-i-3xA-t-A«  — 2. 

A 

Actuellement ,  si  A  tend  vers  zéro ,  les  termes  3xA  et  A^ 
diminuent  indéfiniment,  tandis  que  les  autres  sont  con- 
stants. Donc 

k 
Hin--  =  r(x)  =  3x«  — 2. 
A 

Nous  venons  de  vérifier,  dans  un  cas  très-simple,  IVxis- 
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tence  de  la  dérivée;  celte  vérification  a  été  faite  sur  toutes 
les  fonctions  que  considère  l'Analyse.  On  peut  d'ailleurs,  de 
la  manière  suivante,  rattacher  la  théorie  des  dérivées  à  la 
théorie  des  tangentes. 

t90.  Théorème.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  une  courbe  est  égal  à  la  déiivée  de  l'ordonnée  par 
rapport  à  l'abscisse. 

On  sait  que  la  tangente  MT 
à  une  courbe  AB,  en  un  point 
M,  est  la  limite  des  posi- 
tions d'une  sécante  MM'S  qui 
tourne  autour  du  point  M, 
supposé  fixe,  jusqu'à  ce  que 
le  second  point  M'  d'intersec- 
tion vienne  se  confondre  avec  le  premier. 

Cela  posé, et  y=f(x)  étant  l'équation  de  AB,  menons  iMR 
parallèle  à  Ox.  Soient  alors  x,  y  les  coordonnées  du  point 
M,  et  or  -+-  A,  y  -h  A*  les  coordonnées  du  point  M'  ;  de  sorte 
que  h  représente  l'accroissement  PP'  de  l'abscisse  OP,  et  k 
raecroissement  M'R  de  l'ordonnée  PM.  Lorsque  le  point  M' 
parcourt  l'arc  BM,  en  se  rapprochant  de  M,  le  coefficient 
angulaire  de  la  sécante  MM'  est,  à  chaque  instant,  égal  à 
^,  c'est-à-dire  égal  à  J.  Si  donc  a  est  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  MT,  on  a  simultanément,  à  cause  des 
triangles  semblables  MM'R,  S'MP  ; 


M? 


MP 


T'P       lim .  S'P 


=  lim 


k 
Ti 


iMP 

ST 


MP 
ST 
MP 


]im--=lim 
h  S'P 


puis,  par  la  définition  de  la  dérivée  (tt7), 

r{x)=ii.  (5) 

t»t.  Remarque.  —  Cette  équation  fondamentale  est  en 
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défaut  dans  un  seul  cas  :  celui  où  la  tangente  MT  n'existe- 
rait pas  {*).  En  le  laissant  de  côté,  on  conclut,  du  théo- 
rème précédent,  que  toute  fonction  continue  a  une  dérivée. 
t9M.  Expressions  du  rapport-^.  —  I.  Ce  rapport  ayant 
pour  limite  f  (x),  on  peut  le  représenter  par  /*  (x)  -h  s, 
s  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  h.  Ainsi , 


ou  k  =  h  [f  (x)  H-  e], 

II.  Si,  comme  le  suppose 
la  figure,  les  fonctions  f(x\ 
f  (x)  restent  continues  de- 
puis le  point  M,  dont  lab- 
scisse  est  x,  jusqu'au  point 
M',  dont  labscisse est xh-&, 
l'arc  convexe  MEM'  adniei 
au  moins  une  tangente  CD 

parallèle  à  MM'.  Soit  a  Tabscisse  du  point  de  contact  E. 

D'après  l'équation  (5), 

La  quantité  a,  intermédiaire  entre  x  et  x  +  A,  peut  être 
représentée  par  oc  -*-  9A,  6  étant  une  fraction  proprement 
dite.  Donc 

^  =  /•'  (X  -H  eh). 

t!98«  DéfHvée  de  la  variable  indépendante.  —  S^  l'équa- 
tion (1)  se  réduit  à  ,v  =  x,  l'accroissement  A:  devient  égal 


{*)  Les  courbes  représentées  par 

1 


t/=:a;sin— ,    y  =  a?sin(la?),eic 

X 


n'0Dtp<»  de  tangente  à  Vorigine. 
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à  raccroissemeiU  A.  Donc |  =  1 ,  lim  |  =  y'=  ^  :  la  dérivée 
de  la  variable  indépendante  est  égale  à  l'unité  (*). 

194.  Dérivée  d'une  constante.  —  Elle  est  évidemment 
zéro  (**). 

DérlTée  d^nne  «oiiiiiie}  d^uu  prodoU^  ete. 

t95«  Dérivée  d'une  somme.  —  Soient  m,  t?,  lu,  ...  des 
fonctions  de  x,  dont  les  dérivées  w',  v\  w\  ...  sont  suppo- 
sées connues ,  et  soit  y  la  fonction  formée  avec  les  pre- 
mières, par  voie  d'addition  ou  de  soustraction,  de  sorte  que 

y  =  u  ■+■  V  —  t*?  -*-  •  •  • 

Donnons  à  x  un  accroissement  quelconque  Ax  (***)  :u,  v, 
Wy ...»  y  prendront  les  accroissements  correspondants  Au , 
At;,  Aw, ...,  Aj/;  et  nous  aurons 

puis,  en  retranchant  membre  à  membre, 

Ay  =  AU  -H  Al?  —  AW  -*-  •  •  •  (****). 

Divisant  tous  les  termes  par  Ax,  et  passant  à  la  limite, 
nous  trouvons 

Ay  AU  AU  AIT 

lim  -^  =  Jim h  lim lira h  •••; 

AX  AX  AX  AX 

ou  enfin ,  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de  y, 

y'==M' -f-  î?' — tu' -f-  ...  (4) 

(*)  Ceci  revienl  à  dire  que  la  bissectrice  de  Vangle  formé  par  les  par^ 
tins  positives  des  axes  a,  pour  coe fuient  angulaire,  t unité. 
(**)  Eo  effet,  toute  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  est  représentée  par 

y  =  6. 

[***)  La  caractéristique  A  indique  la  différence  qui  existe  entre  deux 
valeurs  d^une  variable,  ou  V accroissement  qu'elle  subit  en  passant  de  la 
première  valeur  à  la  seconde. 

(*•**)  Cette  relation  exprime  que  V accroissement  d'une  somme  est  égat 
à  la  somme  des  accroissements  des  parties,  ce  qui  est  assez  évident. 
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Am.^,  la  dmréft  d'nhe  $o/Hri»e  om  é^nne  di/fêrmce  defimc- 
tifm»  est  tfjah  à  la  somme  oh  à  la  diffèrrmte  des  dérivées  de 
fes  ff/nrûons, 

i90b  btritêe  d'vn  pro'lnit  de  detw  facleyrs.  —  Soie 

y  =  n  r,  (o) 

u  ei  t  étant  des  fonctions  d*tine  varial>le  indépendante  or. 
En  opérant  comme  dans  le  numéro  précédent,  on  a,  soc- 
f  e^'^i^ement, 

y  H-  ^y  =  (u  -*-  su)  {v  -h  Ar), 
sy  =  HAr  -4-  rAMi-t-  av Ar, 

AV      Ar      AM    AM 

=•! H  V 1 Ar, 

AX      AX      AX    AX 


/Ay   \ 
y' =  lie' -4-  vu'  -^  lim  l  —  Arj. 


An 


l>e  facteur  ^  tend  vers  la  quantité  finie  u',  tandis  que  le 
facteur  àv  a  pour  limite  zéro;  donc 

/At#         \ 

lim  I  —  At;]  =0, 

et  y'  =  uv'  -H  vu\  (6) 

Ce  résultat  s'énonce  ainsi  :  La  dérivée  d^un  produit  de 

» 

deux  facteurs  est  égale  au  premier  facteur  multiplié  par  la 

dérivée  du  second  ^  plus  au  second  facteur  multiplié  par  la 

dérivée  du  premier. 

it9«  Remarques.  —  I.  Si  Tun  des  deux  facteurs  est 

constant,  c'est-à-Klire  si  le  produit  a  la  forme  y  =av,  on  a 

simplement 

y'  =  av'. 

II.  En  divisant  membre  à  membre  les  égalités  (6)  et  (5), 

on  obtient 

v'      m'      v' 

y       u       V 
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Par  conséquent,  le  rapport  entre  la  dérivée  (Tun  produit  et 
ce  produit,  est  égal  à  la  somme  des  résultats  que  l'on  obtient 
en  divisant  la  dérivée  de  chaque  facteur  par  ce  facteur. 

*ît8.  Dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs.  — 
\ous  commencerons  par  faire  voir  que  si  la  dernière  pro- 
position est  vraie  dans  le  cas  de  n  —  1  facteurs,  elle  sub- 
siste pour  n  facteurs  :  ce  lemme  étant  démontré,  la  propo- 
sition sera  générale,  puisqu'elle  a  lieu  dans  le  cas  de  deux 
facteurs. 

Soit  1/  =  ti| .  1/s .  t/s ...  ««_i .  «„ , 

ou 

en  posant 

p  =  t/j .  t/j.  t/s...  w«_i. 
Par  hypothèse, 


D'ailleurs 


P        Vi       II,  ti„_ 


■-i 


donc 


y'     «1     «;  t/._t     u 


M 


'H 


y      tii     Ut  î^-i     u, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Actuellement,  multiplions  par  y  =  n^u^ u„  les  deux 

membres  de  la  dernière  égalité;  nous  aurons 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  résul- 
tats que  l'on  obtient  en  multipliant  la  dèiHvée  de  chaque  fac- 
teur par  le  produit  des  autres  facteurs. 
t)iO.  Dérivée  d'un  quotient.  —  De 

u 

V 

on  conclut  vy  =:  ti; 
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puis,  en 

appliquant 

la  remarque  ci-dessus, 

y'      u'      v' 
y       u       V 

et  enfin 

vu'  —  t*v' 
♦1  —                 ■ 

^-        V* 

Donc ,  la  dérivée  d'une  fraction  est  égale  au  dénominateur 
multiplié  par  la  dérivée  du  numérateur,  moins  le  numéra- 
teur multiplié  par  la  dérivée  du  dénominateur,  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur  (*). 

ISO.  Remarque.  —  Si  la  fraction  a  la  forme  y  =  ^,  a 
étant  une  constante,  a'=  0  (t«7),  et 

ai?' 

y — '^' 

tSi.  Dérivée  d'une  puissance.  —  Soit  y  =  m",  lexposant 
étant  d'abord  supposé  entier  positif.  Celte  fonction  est  le 
produit  de  n  facteurs  égaux  à  u;  donc,  par  la  formule  (7), 

y'=  ijw"'^u'. 

Ainsi,  pour  trouver  la  dérivée  d'une  puissance  de  fonction, 
on  multiplie  la  puissance  par  son  exposant,  on  diminue 
d'une  unité  cet  exposant,  et  l'on  multiplie  le  résultat  par 
la  dérivée  de  la  fonction. 

Celte  règle  subsiste,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'expo- 
sant n. 

1®  Si  n  =  ^,  p  et  9  étant  entiers  positifs, 

y'  ==  t/^ 
puis  ?!/''y  =  pti'^'w'D  ; 

(*)  La  notatioD  algébrique  est,  on  le  voit ,  plus  commode  que  le  langage 
ordinaire. 

(**)  En  effet ,  si,  dans  j/fs  ti^  on  remplaçait  y  et  u  par  leurs  valeurs, 
on  obtiendrait  detix  [onctions  identiques,  dont  les  dérivées  seraient  iden- 
tiques. 
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mais  .      y»        p-;. 

y 

donc 

2®  Soit  n  =  — p,  p  étant  entier  ou  fractionnaire,  mais 
positif.  Alors  î/  =  ^;  puis  (it©) 

« 

.y  = ,^= — P"~'^  ^  5 

ou 

msi9.  Dérivée  d'une  racine  carrée.  —  Dans  le  cas  parti- 
eulier  de  y  =  u*  =  Km,  on  a 


—  «£       «--' 


4/   =-U     «U   = 


2  21/û 

Donc ,  la  dérivée  d'une  racine  carrée  est  égale  à  la  dérivée 
de  la  fonction  placée  sous  le  radical,  divisée  par  le  double 
du  radical. 

Dérivées  des  fonetlons  ali^ébrlqaea. 

JL8S.  Au  moyen  des  règles  précédentes,  on  trouve  aisé- 
ment la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  et  explicite  quel- 
conque. Voici  quelques  exemples  simples  : 

I.  Soit 

y  =  AqX"  -♦-  A,X"*"*  -*-  A^"*"*  -H  •••  -4-  A^_|X  -h  A^ 

un  polynôme  entier  par  rapporta  x.  On  a,  par  lapplication 
des  règles  (4),  (6),  etc.. 


y'=  iwAoX"*-*  -4-  (m  —  1  )  AiX"^'  -+■  (m  —  2)  A^x"^ 


'  ^- ... 


^M-l 
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II.  Plus  généralement,  soit 

y  =  XxT  -4-  Bx"  -t-  Cx"  -i-  Dx«  -h  •  ., 

les  exposants  étant  quelconques  :  la  dérivée  est 

y'  =  mAx-^*  -4-  nBx— •  -+-  pCx"*  -+-  i/Dx**  -+-  -.• 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  polynôme,  fonction  d'une  lettre  x,  e«f 
égale  à  la  somme  des  résultats  que  Von  obtient  en  multi- 
pliant chaque  terme  par  l'exposant  de  \^  et  en  diminuant 
d'une  unité  cet  exposant. 

III.  y  =  (x'  —  3x  —  5)'  (x'  H-  2x  —  1)». 

La  fonction  y  est  le  produit  de  deux  facteurs,  lesquels  sont 
des  puissances  de  polynômes.  Donc  (1941) 

y'  =  (x'  —  3x  —  5)*  5  {x«  H-  2x  —  1  )'  (2x  -4-  2) 
-4-  (x'  -4-  2x  —  1)»2(x»  —  OX  —  5)(DX«—  3) 
=  6  (x»—  5x  —  5)  {x«  ^  2x  —  1)'(x  -4-  i) 
X  [x»  —  3x  —  5  -4-  (x»  -^  2x  —  1  )  (x  — .  i  )] , 


ou 


y'=6(x'  — 5x— 5)(x'-h2x— l)'(x-+-l)(2x»H-x»— 6x 
IV. 

y 


-4). 


l/x'  -4-  1   -4-  X         l/x*  -H  I  — 


l/x»  -4-  1  —  X         l/x«  -4-  i   -4-  X 


-* ■      ■ 

2  2 


l/x'-t- 1  (l/l'-4-  <  -xY         \/x*+i  (V/«*-<- 1  -Hx)*  ' 
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OU,  après  quelques  réductions , 

y' =  8x0. 

1  -♦-  X  -+-  X'  H-  •  •  •  -♦-  X^"* 


V. 


y  = 


4  -4-  X  -4-  x'  -♦-•••  H-  X*~* 

Si  Ton  multiplie  par  1  —  x  les  deux  termes, 

1  — x" 

•^       i  — x« 
Donc 

,      ox*-*  (i  —  x')  —  px^'  (\  —  x*) 
t*'=-î ^ *- > 

ou 
,_^  qrx«~"*(i-t-x-4-x*H hx'"*)  —  px**-*  (i-f-x-f-x'n HX«~*) 

(i  — x)(i-4-X-+-x'-4 hX'-*)* 

On  a,  identiquement  : 

Ih-x-^-x'h Hx^*  =  (l— x)(I-4-2x-h5x'h ^-px''~*)^-px^ 

l4-X-f-X*H hX«"*  =  (i  — x)(l-t-2x-+-3x*H h7X*~*)-+-9X». 

Par  conséquent,  l'expression  précédente  se  réduit  à 
,_  9X*-*(i-f-2x-h3x*H — hpx'"*)— px'-*(^-^-2x-f-3x*H — hé/x'"*) 

'^  (i-HX^xV-H-X"-*)»  ' 

Cette  valeur  est  plus  simple  que  celle  que  Ton  aurait 
trouvée  en  prenant,  immédiatement,  la  dérivée  de  y  (**). 

(*)  On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat,  si  Ton  commence  par  mettre 

la  fonction  y  sous  la  forme 

y  =  2  (2a?* -4-1). 

(**)  La  comparaison  des  deux  résultats  donne  cette  identité  : 

ç«*-*(i-4-2x-4-3a;*H i-px»»-*)  —  px»'-*(l-«-2a?-i-3a;*H h^x»-*) 

=  (i-4-a?-»-a?"H hx«-*)[l-+-2«-4-3x*H h(p  — l)x»»-*] 

^  (1  -f-x-hx'H hx»»-  *)  [1  -*-2x-i-3x*H 1-  (ç  —  1  )x«-*]. 
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Dérivées  des  fenelleiui  de  ffODcllons. 

134.  Soient  y  =  /"(m),  u  =  F(x)  :  y  est  fonction  d'une 
fonction  de  la  variable  indépendante  x;  et  il  s  agit  d'expri- 
mer la  dérivée  de  y,  relative  à  cette  variable,  au  moyen  des 
dérivées  f  (w)  et  F'  (x),  et  sans  remplacer  u  par  sa  valeur 
dans  f(u). 

Donnons  à  x  Taccroissement  Ax  :  y  et  u  prendront  des 
accroissements  correspondants,  Ay,  Au;  et  nous  aurons 


àX         Atf      àX 


d*où,  en  passant  à  la  limite,  et  en  désignant  par  y'  la  dérivée 
de  y  par  rapport  à  x, 

y' =  /'(«).  F' (X), 
ou  encore 

t3&.  Si  Ion  avait 

y  =  f(u),    tt  =  F(v),    t?  =  ç>(x), 
on  trouverait,  avec  la  même  facilité, 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  général  : 

La  dérivée  d'une  fonction  de  fonctions  est  égale  au  produit 
des  dérivées  des  fonctions  qui  la  composent,  chacune  de  ces 
dérivées  étant  prise  par  rapport  à  la  variable  dont  la  fonc- 
tion dépend  immédiatement. 

(*)  En  général,  A,  B,  C  étant  trois  grandeurs  de  même  espèce,  le  rap- 
port de  la  première  grandeur  à  ta  deuxième,  multiplié  par  le  rapport  de 
la  deuxième  à  la  troisième,  donne  te  rapport  de  la  première  à  la  troi* 
sième.  {B.,  Arith.,  208.) 
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156.  Remarque.  —  La  règle  qui  nous  a  donné  la  déri- 
vée de  u"  (1S1)  peut  être  regardée  comme  une  application 
de  ce  théorème. 

Dérivées  de*  ffoDedons  logarithmique*  on  exponentielles. 

157.  Dérivée  de  log  x. —  La  base  du  système  de  loga- 
rithmes étant  quelconque,  on  a,  successivement, 

y  =  logx,    y -h  A  =  log  (x  H- A), 

k      log  (x  -4-  A)  —  log  X  \        xl 

h^  h  ^  h 

Si  Ton  supposait  A  =  0,  le  second  membre  prendrait  la 
forme  ^,  ainsi  qu'on  pouvait  s'y  attendre  (tlS).  Pour  faire 
cesser  Tindétermination  apparente,  on  remplace^ par  ^,  n 
étant  un  nombre  que  Ton  fera  croître  indéGniment;  et  l'on 
a,  par  les  propriétés  des  logarithmes, 

n 

Lorsque  n  croît,  (*  -+-^]'*  tend  vers  le  nombre  e  (65).  En 
faisant  attention  que 

iim  log    (i  -*- 1]    1=  log  him  (l  -*-  ^)"  1 0, 

{*)  Généralement,  si  une  variable  x  tend  vers  une  limite  a,  et  que  f 
désigne  une  fonction  continue, 

limAx)  =  /(a), 
ou 

\ïmf(x)=f{\ïnkx). 

Il  suffit,  pour  démontrer  cette  proposition,  de  considérer  la  courbe  repré- 
sentée par  y  = /"(a;). 


126  ALGÈBRE. 

on  a  donc 

k  i 

lira  -  =  y  =  -logc; 
n  X 

ou,  en  désignant  par  M  le  module,  égal  à  log  e  (94) , 

M 

X 

S'il  s'agit  des  logarithmes  népériens,  M  =  l;  donc  la 

dérivée  de 

y  =  \x, 
est 

X 

tZH.  Remarque. — D'après  le  théorème  ci-dessus  (fS4l), 
.  la  fonction  de  fotiction,  y  =  Iw,  a  pour  dérivée 


u' 


189.  Dérivée  de  a\  —  Soit  j/  =  a',  ou 

X  =  loga  y. 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  et  appliquant 
le  même  théorème,  nous  avons 

M 
Par  suite. 

D'ailleurs,  le  module  M  est  égal  à  ^  (98);  donc  enfin 

y'  =  a'la  : 
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fa  dérivée  de  l'exponentielle  a'  est  le  produit  de  cette  expo- 
nentielle par  le  logarithme  népérien  de  a. 

140.  Si  y==e% 

y'=e'  =  y  : 

fa  dérivée  de  la  fonction  e'  est  égale  à  cette  fonction. 

141.  Remarque,  —  Le  ihéorème  relatif  aux  fonctions  de 
fonctions  (1S4),  donne  encore,  pour  la  dérivée  de  î/=e*, 

y'  =  eV. 

DérlTées  des  foncllous  circulaires. 

149.  Dérivée  de  sin  x.  —  De  y  =  sin  x  on  déduit,  en 
suivant  la  marche  ordinaire, 

k       sin  (x -+-/?)  —  sinx. 

li^  h  ' 

ou  C) 

k       2siniAeos(x-^i/*)       sini/t  ^ 

-  = = COS    X  -H  -  A    • 

A  A  I        V     2  y 

—  h 
2 

•   *  I- 

8in  --  A 

Le  rapport-^ — a  pour  limite  l'unité  (**);  donc 

5* 

k 
limr=  v'  =  cosx. 

h      ^ 

Ainsi ,  la  dérivée  du  sinus  est  égale  au  cosinus, 

14S.  Dérivée  de  cos  x.  —  Pour  former  la  dérivée  de 
^  =  cos  Xy  remplaçons  cette  fonction  par  sin  f  ^ — xj;  nous 

n   (B,  rriflf.,  24). 
(••)  (B,  Trig.,  30). 
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aurons,  d*après  le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonctions, 
et  en  observant  que  -^ —  «  a  pour  dérivée  ( —  1), 


y*=  —  sinx  : 


la  dérivée  du  cosinus  est  égale  à  moins  le  sinus, 
144.  Dérivée  de  tang  x.  —  De 


sin  X 
ces  X 


on  conclut  (199) 


cos  X .  ces  X  -4-  sin  X  .  sin  x 

y'= » 


ou 


cos' 

X 

y' 

i 

cos* 

X 

Dérivées  des  reMeilens  elre«lalres  lave! 


145.  Dérivée  de  arc  sin  x.  —  Si  la  valeur  de  x,  tirée 
d'une  équation  y  =  /'(x),  est  x=F  (y),  les  fonctions  ^  F 
sont  dites  inverses  Tune  de  Tautre.  Par  exemple,  la  fonc- 
tion itiverse  de  x  =  sin  y  est  y  =  arc  sin  x  (*). 

Cela  poséy  pour  trouver  la  dérivée  de  cette  dernière  fonc- 
tion, servons-nous  de  Téquation 

X  =  sin  y. 

En  prenant  les  dérivées  de  deux  membres,  par  rapport 

à  X,  nous  avons 

f  =  cos  y .  y\ 
Mais 

cos  y  =  -♦-  l/l  — sin*y  =  -4-  l/l  — x"  (**); 

(*)  Cette  notation  signifie  que  y  est  Parc  dont  le  sinus  est  x.  Autrefois, 
on  écrivait  y  •=  arc  (sin  =  x), 
(**)  On  suppose  Tare  y  compris  dans  le  premier  qaadrans. 
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donc  ,  i 

y  = 


IJê.  Dérivée  de  arc  cos  x.  —  Un  calcul  semblable  au 
précédent  donne,  pour  la  dérivée  de  i/  =  arc  cos  x, 


i/i— *' 


147.  Remarque,  —  Lorsqu'un  arc  «,  compris  entre  0 
ei-j,  va  en  croissant,  son  sinus  p  augmente,  et  son  cosi- 


nus 7  diminue.  Par  conséquent,  le  rapport  |-t  est /)o.«7î/, 


^z 


AJ 


et  le  rapport  ^est  négatif,  La  limite  du  premier  rapport, 
ou  la  dérivée  de  arc  sin  (3,  est  donc  positive;  tandis  que  la 
dérivée  de  arc  cos  y  est  négative.  On  arriverait  à  des  résul- 
tats différents  si  Ton  faisait  d'autres  hypothèses  sur  Tare  «. 
En  général,  la  dérivée  de  y  =:  arc  sin  xa  le  signe  de  cos  y  ; 
et  la  dérivée  de  y  =  arc  cos  \  a  le  signe  contraire  à  celui  de 
sin  y. 

148.  Dérivée  de  arc  tang  x.  —  De  j/  =  arc  tang  x,  on 

déduit 

x  =  tangy; 

puis,  en  prenant  les  dérivées, 

cos*  y 

14I9.  Remarque,  —  Les  dérivées  des  fonctions  transceti- 
dantes  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tang  x  sont  algébriques;  la 
troisième  dérivée  est  même  rationnelle, 

(*)  Nous  engageoDs  le  lecteur  à  chercher,  directement,  les  dérivées  des 
fODCtiODS  a',  cos  x,  tang  x^  arc  sin  a:,  arc  cos  x^  arc  tang  a?. 
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Bérivées  des  foBctloBs  coinp^iiée*. 

150.  Soit  2^  =  F  (ti,  v),  uciv  étant  des  fonctions  de  la 
variable  indépendante  x  :  il  s'agit,  comme  dans  le  cas  d'une 
fonction  de  fonctions  (tS4),  d  obtenir  la  dérivée  de  y,  rela- 
tive à  Xy  sans  remplacer  u  et  v  par  leurs  valeurs  9(0;)  et  ^'C^)* 

Donnons  à  x  un  accroissement  Ax;  mais,  afin  de  mieux 
apercevoir  la  partie  de  la  variation  de  2^  qui  dépend  deuet 
celle  qui  dépend  de  v,  supposons,  pour  un  instant,  que  u  soit 
une  constante,  v  étant  variable  :  y  deviendra  F  (u,  v  -*-  Av); 
et  son  accroissement  partiel  sera 

F  («,  V  -4-  Av)  —  F  {Uy  v). 

En  second  lieu,  dans  F  (t«,  t;  ■+-  Av),  regardons  v  -+-  Av 
comme  une  constante,  et  faisons  varier  u;  nous  aurons, 
pour  la  valeur  finale  de  y, 

F  (tt  -4-  AU,  V  -♦-  av)  (*), 

et,  pour  le  second  accroissement  partiel, 

F  (w  -H  AU,  V  -4-  Ar)  —  F  (tt,  V  -♦-  av). 

Du  reste,  la  somme  de  ces  deux  accroissements  partiels 
ou  virtuels  est  égale  à  laccroissement  total  ou  réel  Ay;  (*^^ 

Ay  =  F(tt  -♦-  Ati,  V  -H  av)  —  F(m,  v) 

=  [F{tt-4-  Att,  V  -+-  av)  —  F  (m,  v  -4-  av)]  [         (i) 
-4-  [F(w,  v  -4-  av)  —  F  {u,  v)]. 


{*)  u  est  assez  visible  qu'au  lieu  de  substituer  x-^^x  dans  u  et  dans  v 
en  même  temps,  on  peut  faire  cette  substitution  en  deux  fois.  Par  exemple^ 
si  j/  =  M  -4-  V,  on  obtiendra  d*abord,  en  supposant  u  constante, 

MH-V-4-  ^v; 

l>uis,  en  faisant  varier  u  dans  ce  premier  résultat, 

M  -4-  A«  -4-  V  -»-  Av. 
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Actuellement,  d'après  la  formule 

démontrée  précédemment  (ItH),  on  a 

¥{u,v  -¥■  Al?)  — F(ti,  t;)  =  [F;(u,  v)  -♦-  p]  av, 

F(tt-4-  AMjV-HAi;)  —  F(u,t>-+- AV)  =  |F;.(m,V-4- Av)-+-a]  Atl. 

En  outre  y 

FI (w,  V  ■+•  Av)  =  F|,  (w,  v)  -4-  r  î 

^9  A»  7  sont  des  quantités  qui  s'annulent  avec  Av,  Au,  Av; 
Vindice  désigne  la  quantité  par  rapport  à  laquelle  on  prend 
la  dérivée. 
Si  Ton  substitue  dans  (1),  on  a 

Ay  =5  [F;,  (w,  v)  -4-  r  -+-  a]  AM  -4-  [F|,  (m,  v)  -4-  p]  AV, 

puis 

Au         r  T  AW         ,-  -,  AV 

-J=  [f:(w,  »)  +  y  +  a]—  +  [f;(«,  v)  +  f>]_; 

AX  AX  AX 

et,  en  passant  à  la  limite, 

y'=F:(t/,v).u'H-F;(ti,v).v'.  {Î2) 

Or,  F;,  (m,  v)  .  u'  est  la  valeur  qu'on  trouverait  pour  y'  si, 
supposant  v  constante,  on  appliquait  la  règle  relative  aux 
fonctions  de  fonctions  (134)  :  c'est  la  dérivée  partielle  de  // 
considérée  comme  une  fonction  de  la  fonction  u.  De  même 
F^  (tt,  v) .  v'  est  la  seconde  dérivée  partielle  de  y.  La  for- 
mule (2)  exprime  donc  que  :  la  dérivée  complète  d'une  fonc- 
tion composée  est  égale  à  la  somme  de  ses  dérivées  partielles, 
obtenues  en  appliquant  le  principe  des  fonctions  de  fonctions. 
151.  Remarque.  —  Les  règles  relatives  à  la  dérivée  d'une 
somme,  d'un  produit,  d\ni  quotient,  etc.,  sont,  comme  on 
(levait  s'y  attendre,  des  conséquences  de  ce  théorème. 
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159.  Applications»  —  ï.  y  =  w*.  Si  l'on  suppose  v  con- 
stante, y  est  une  puissance,  dont  la  dérivée  a  pour  valeur 
(1»1)  uu'^V.  De  même,  u  étant  constante,  la  dérivée  de 
Y  exponentielle  u"  serait  (f  S9)  u^'v'Ui.  La  somme  de  ces  deux 
dérivées  partielles  est 

y'  =  Vtt—*M'  -¥•  u^v'lu.  (5) 

II.,  y  r=  af.   La  formule  (3)  devient,  si   Ton  y  fait 


m. 


=(-a" 


La  même  formule  donne,  en  supposant 


tt  =  fH >       î;  =  X: 

X 


'■=(-r[-;-(-i)'(<n)]<-'- 

IV.  .y  =  (1^x')«^*'"". 

En  posant  u=\  -^  x\    v  =  e^ *•"«% 


(*)  Od  arrive  plus  simplement  à  ces  derniers  résultats,  en  cherchant  la 
dérivée  de  ly.  Par  exemple,  de 


on  conclut 


puis 


X 

etc. 
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OD  obtient,  encore  par  la  formule  (3), 


.ïve"***"'*         '^ 


\  -4-X* 


ou  2X-Hl(i-.X«)^,„^       ^  „,. 

i  -H  X' 


Dérivée*  de*  fonclloiis  Impllelles. 

IM.  Les  règles  précédentes  donnent  le  moyen  de  for- 
mer la  dérivée  d*une  fonction  explicite  quelconque,  algé- 
brique ou  transcendante,  quelle  qu'en  soit  la  complication. 
Avant  de  passer  au  cas  des  fonctions  implicites,  supposons 
que  Ton  donne 

z  =  F(x,  y),    y  =  f(x), 

et  que  Ton  demande  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  la  va- 
riable indépendante  x.  On  aura,  en  regardant  z  comme  une 
fonction  composée  (150),  et  en  écrivant  F^,  F^  au  lieu  de 

z'=F;  +  yT;e). 

154.  Soit  actuellement 

F(x,i/)  =  0 

une  équation  donnée,  non  résoluble  par  rapport  à  y.  En 
représentant  par  z  le  premier  membre,  nous  aurons 

(*)  Go  voit  qa*ane  même  fonction  z  peut  avoir  deux  dérivées  relatives 
à  une  même  variable  indépendante  x;  savoir  :  une  dérivée  partielle  Fx, 
et  la  dérivée  totale  z\  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  on  désigne  quelque- 
fois la  première  sons  le  nom  de  dérivée  par  rapport  à  la  lettre  x.  Du 
reste,  un  peu  d*babitude  rend  inutile  cette  dénomination. 
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Mais,  dans  le  cas  actuel,  la  valeur  de  y  =  <f(x)  esl  de  telle 
nature,  que  z  est  constamment  zéro.  Donc  z'  =  0,  et 

F' 

f *  « 

Ainsi,  la  dérivée  de  la  fonction  implicite  y,  déterminée  par 
l'équation  F  (x,  y)  =  0,  s'obtient  en  divisant  la  dérivée  du 
premier  membre  y  relative  à  la  lettre  x,  par  la  dérivée  rela- 
tive à  la  lettre  y,  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

155.  Application.  —  De  Féquation 

xJ'-i-y'— i=0, 

qui  n'est  résoluble  ni  par  rapport  à  j/,  ni  par  rapport  à  x, 
on  conclut 

xy*~*  -V-  x'ix 

Bérivées  saceeMilves* 

156.  La  dérivée  y'  d'une  fonction  y,  étant  elle-même 
une  fonction  de  la  variable  indépendante  x,  a  aussi  une 
dérivée,  que  Ion  obtiendra,  comme  y',  par  l'application 
des  règles  précédente».  Celte  dérivée  de  la  dérivée  est  dite 
la  dérivée  deuxième  de  j/  :  on  la  représente  par  y".  De 
même,  la  dérivée  de  y'\  ou  la  dérivée  troisième  de  y,  esl 
désignée  par  y'".  El  ainsi  de  suite. 

157.  Dérivées  successives  d'un  polynôme  entier,  —  Soit 

y  =  AqX"*  -♦-  AiX*"*  -t-  •  •  •  -4-  A«_|X  -♦-  A„. 

On  a,  successivement: 

y'=  mAoX*'*  -♦-  (m  —  1)  AiX"*"*  n 1-  A,»_i , 

y"=m(m— i)AoX--*-+-(m— l)(m— 2)AtX"'''-4-.--4-1.2A,_j, 

y")a=m(m  —  i)...  5.2. lAo, 
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Ainsi ,  les  m  —  1  premières  déiHvées  d'un  polynôme 
entier  y  de  degré  m,  sont  des  polynômes  entiers,  dont  les 
degrés  sont  (m  —  1),  (m  —  2), ...,  1  ;  la  dérivée  m**"*"  est 
une  constante;  et  les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

168.  Dérivées  successives  de  Ix,  é',  sin  x,  cos  x.  —  Si 
Ton  prend 

y   =rs]x,  y  ^^é'i    y   =sina;,         y   =cosx, 

on  trouve  : 

y'  =x~*,  y'  =6*,  y'  =cosx,  y'  =  —  sinx, 

y"=s  —  i.x"*,  y"=e»,  y"==— sinx,  y"=  — cosx, 

y'"=i.2x-',  f/'"=e',  y"=  — cosx,  y"'=sinx, 

y=  — 1.2.5"*,  y=c*,  y  =  sinx,  y=cosx, 


Théorème  de  Taylor. 

159.  On  donne  ce  nom  à  la  formule  suivante,  qui 
permet  de  développer  une  fonction  quelconque  de  x  H-  A, 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  l'accrois- 
seroentA: 

Dans  le  cas  d'une  fonction  entière,  le  seul  dont  nous 
ayons  à  nous  occuper  ici,  le  second  membre  se  termine  par 


.m 


1.2. 3.. .m 


/^W, 


m  étant  le  degré  de  /"(x)  :  en  effet,  f^  (x)  est  une  con- 
stante (157). 

Pour  démontrer  cette  formule,  remarquons  d'abord  que, 
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si  f(x)  se  réduit  à  Aqx'",  elle  devient,  après  la  suppression 
du  facteur  commun  Ao, 

A  A* 

m  {m —  1)...  3.2.4; 


•  ■  • 


4.2.5. ..m 


c'est-à-dire  qu'elle  ne  diffère  pas  de  la  formule  du  binôme 
(4T). 

En  second  lieu,  il  est  facile  de  voir  que  si  le  théorème  de 
Taylor  est  vrai  dans  le  cas  de  deux  fonctions  y  (x)  et  ^  (x), 
il  subsiste  pour  la  fonction  F(x)  formée  par  la  somme  de 
ces  fonctions.  Soient,  en  effet, 

f{x^h)=f{x)  -f.  *  /(x)  ^-^,-(x)  -h-^  r  (*)-*-••••  (2) 

A  A'  A» 

* (x.-f-A)  =  ^(x)  H-  -  ^'(x)  +  —  ^" (x)  -♦-  — -  f'*'{x)  H-...,   (5) 

F(x)=y(x)  +  H4  W 

Ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (2),  (3),  et  ayant 
égard  au  théorème  sur  la  dérivée  d'une  somme  (1^5),  on 
trouve,  à  cause  de  Féquation  (4), 

h  A'  A' 

F(x  +  A)  =  F(x)  -+.  -  F'(x)  -^  —  F"(x)  h F"'(x)  -+- .... 

Gela  posé,  la  formule  (1)  étant  démontrée  dans  le  cas  où 
f(x)  se  réduit  à  AqX*"  ou  à  A|X"^,  subsiste  donc  si 

f[x)  =  AoX"  -4-  A,x"^'. 

De  même,  étant  démontrée  pour  ce  deuxième  cas  et  pour 

celui  de 

f{x)  =  A,x-«, 
elle  Test  pour 

/'(x)  =  AoX"  -♦-  Aix*-*  -+-  Ajx*  •. 

Et  ainsi  de  suite. 
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En  résumé,  si 

f[x)  =  AqX"  -♦-  AiX*"*  -*-  Ajx""*  M h  A^_|X  -♦-  A^, 

le  développement  de  f(x  •+•  A)  est 

m-^^n^)  -+■  ^r'w  -+-  -  -*-  AoA^ 

160.  Remarques.  —  I.  Si  le  polynôme  f(x)  a  ses  eoefil- 
eiems  entiers,  les  fonctions 

r{x)   r(x)   r(x) 
— »  — j  — >  ••• 

sont  aussi  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  En  effet, 
ces  fonctions  sont  les  coefficients  des  puissances  de  A,  dans 
f{x  +  A). 

II.  ^^  est  la  moitié  de  la  dérivées  de  ^^  De  même 


i.2.3        3\  1.2  i' 


etc. 

!•!  •  Application.  —  Soit 

/'(x)=3x*-t-2a;»— 7x-f-i. 
On  a 

Ll-l  =  20x»  +  6x'-.7,     i-_lJ  =  30x«  -♦-  6x, 
i  i.2 

i-^=20x-4-2,  -L-LjL=g; 

1.2.3  1.2.3.4         ' 

puis 

/■(x-h  A)  =  5x*  -♦-  2x»  —  7x  -+-  1  -+-  (20x*  -4-  6x«  —  7)A 
-+-  (30x»  +  6x)  A'  -*-  (20x  -«-  2)  A»  -4-  3A*. 


l-'i^  ALACBftE. 


I-  Former  lirs  dcrivt**  lit^  f-:octi<jo$ 


Bàutlats 


,       i       /x  +  V    l-Kx*  I 

'  =z\/  ; : '     ¥=  •'=2 


21/1 +x', 


xlx       ■'        xlxllx         '        xlxPx._r-'x 


y'=« 


(^-\, 


s 


fx— !)•-*- tx-i-  I.* 
II.  Même  recherche  pour  les  fonctions 

I  —  COSf/IX  X 

y""   4-^^-/    y=«»:5inx;,    V  =  arcsui 

l  +  co»mx  l/l-i-x* 

a  +  6oosx  .    . 

y=arccos-- ,         y=arcUng  ,l/|+V— x\ 

6  +  acosx  ^^ 


y=arcsin-- ,     y  =  I^x-*-l^x*— a*;-Harccos~» 

l/rr^H-xV/2                  xl/2                       f— e-' 
y=*" i :^i i-arcsin; -»    y=arctg 


(*;  Qnelqnes-iiDs  soot  lires  «fan  intéressant  Recueil  poUiépar  YL.Lèmct 
Clarke. 

(**)  Celte  eipressioo,  qoi  De  représente  pas  ane  piûssanoe,  est  définie 
par  les  deux  équations. 

s  =  l-«x,    y  =  lz. 
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Résultats  : 

i 

y'=  —  cos  X  sin  (sin  x),    y'= > 

«  "T"  X 


y' 

2m 
siamx 

•#' 

1/6'      a* 

y 

6+ a  cos  X 

«/ 

i  y  /x-+-a 

4  l/ï— c 


,i 


y=— a/. .  ^«x>       y  = 


2(1-t-x')  ^       i  — ecosx 

2 
v'= 


» 


III.  Appliquer,  aux  équations  suivantes,  le  théorème 
sur  les  dérivées  des  fonctions  implicites  : 

i         .  /i  —  x 
siny=ysînx,     tangy  =  l-t-xsîny,     tang-y  =  \/ - — -' 

i  y       /i  m  i  ,     y ,     y1 

lang-y=  y tang-^r,    xV.i-\'y  =  yVi-^  x, 

arc  sin  x  -*-  arc  sin  y^=c. 
Résultats  : 

t/cosx 

y'  = 


ces  y  —  smx 


y/K—m 


1 


y  = 


5 

smt/cos'v 
y  = îi ^, 

i  —  xcos'y 

,.          _J       , 

l/l-x' 

„'_   \/'-y' 

i-4-iwcosx  x'(2-t-y) 

IV.  Trouver  les  dérivées  des  fonctions 

y=arccos(i — x)  —  l/2x  —  x', 

y  =  -arccos(i  — x)— (-H-|jl/2x  — X*, 


5.5 
t/  =  ---arccos 
^      3.2 

7.5.3 

V= arc  cos 

^      4.3.2 


(i_.a;)-(— ^^-^^)l/2^r=V, 
^         ^      \3.2      3.2       3/ 

,     /7.5.3     7.5x     7x'     x'\,. 
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Résultats  : 


l/2x  — X»  l/2x  — X*  V/î2x  — x" 

V.  D'après  la  quesiion  précédente,  former  une  fonction 
f(x)  qui  s'annule  avec  x,  et  dont  la  dérivée  soit      **  -> 

(w  est  entier  positif.)  t*— «» 

VI.  Trouver  les  n**^'  dérivées  des  fonctions 

y  «e'***"*cos(xsina), 

î/  =  c*cosx, 

y  =  arc  tang  x , 

y  =  uv. 
Résultats  : 

yu  (*)  ^  ^eo.a  cos  (x  siiï  a -^  Ha) , 
y"  =  2^e'C0sfx^--7r), 

y"  =  1.2.5. ..(n  —  1)cos"y  cos  (nyn tt], 

VII.  THÉonÊME.  —  La  dérivée  n'*""  de  (1  —  x2)"+î  e^r 

,      ^.    i.5.5...(2n-*-1)  . 

( — 1) sin(n-H  i)(arccosx). 

(OlI7(DE  Rodrigoes.) 

VIII.  Théorème.  —  Si  l'on  fait  x  =  cote,  la  dérivée  n'*- 

'^^y^rh^est 

y^*^  =  (—  1)M .  2 . 3 ...  n  cos  (n  -♦-  i)  e  siu"+*  e. 

(*)  y"  représente  la  dérivée  «***•  de  y. 

(**)  Dans  celle  formale,  qui  est  dae  à  Leibniz,  v»,  w»,  ©»-•, ...,  repré- 
sentent également  des  dérivées. 
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CHAPITRE  VIII. 

APPUGATION  DES  DÉRIVÉES  A  LA  DISCUSSION 

DES  FONCTIONS. 


ms.  Théorème.  —  Une  fonction  est  croissante  ou  décrois- 
sante,  suivant  que  sa  dérivée  est  positive  ou  négative. 

Soit  y=f(x)  une  fonction  continue.  Cette  fonction  esl 
dite  croissante  ou  décroissante  y  selon  que  Taccroissement 
de  y  y  correspondant  à  un  accroissement  7>osi7f/' de  x,  suffi- 
samment petit  y  est  positif  ou  négatif  En  d'autres  ternies, 
si,  pour  toutes  les  valeurs  de  Taccroissement  h,  inférieures 
à  une  limite  donnée  /,  on  a 

/•(a  +  A)-/-(a)>0, 

la  fonction  proposée  est  croissante  depuis  oc  =  a  jusqu'à 
X  =  a  +  /  :  elle  serait  décroissante  si  Ton  avait  constam- 
ment 

/•(a^/0-./-(a)<O. 

Cela  posé,  le  théorème  résulte  immédiatement  de  la 
relation 

trouvée  au  n®  193.  En  effet,  si  on  récrit  ainsi  : 

et  si  Ton  se  rappelle  que  e  s'annule  avec  A,  on  voit  que, 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  h,  le  premier 
membre  a  le  signe  de  f  (a).  Autrement  dit,  la  fonction  f  (x) 
est  croissante  ou  décroissante  pour  x  =  a,  selon  que  {'  (a) 
est  positive  ou  négative. 
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tus.  Remarque.  —  Si  /*  (a)  =  0,  f(a  -h  A)  —  f(a)  est 
de  même  signe  que  e.  On  va  voir  que  ce  cas  particulier 
est  fort  important. 

1414.  Maximums  et  minimums.  —  Lorsqu'une  fonction 
continue  cesse  de  croître  avec  la  variable  pour  décroître 
ensuite,  on  dit  qu'elle  atteint  un  maximum;  de  même, 
elle  atteint  un  minimum  quand  elle  cesse  de  décroître  pour 
croître  ensuite.  Ainsi ,  f(a)  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  f(x\  suivant  que  Ton  a,  pour  des  valeurs  positives 
de  h,  suffisamment  petites, 

f{a)>f(a±h), 
ou 

/•(aXAadzA). 

Ordinairement  y  les  valeurs  de  x  qui  rendent  f(x)  maxi- 
mum ou  minimum,  annulent  f  (x);  et,  en  outre,  f(a)esi 
maximum  ou  minimum,  suivant  que  f^  (a)  et  négative  ou 
positive  (*). 

lus.  Le  théorème  qui  précède  facilite  beaucoup  la  dis- 
cussion des  fonctions;  c'est  ce  dont  on  pourra  juger  par  les 
exemples  suivants  : 

4 

L  Discuter  y  =  x\  la  variable  x  étant  positive. 
^^  Quand  x  est  très-petit  et  de  la  forme  ^> 

on  a  ^        1-  A 

y  =— ;     lira  y  =  0. 


n" 


Ainsi,  pour 

x  =  Of     y  =  0. 


i-t 


2°  La  valeur  de  la  dérivée  est  y'^=x'  (1  — Ix)  (IW). 
Cette  dérivée  reste  positive  tant  que  Ton  a  Ix  <  1 ,  ou  x  <  c; 
donc  la  fonction  y  est  croissante  depuis  x  =  0  jusqua 

(*)  Ces  propositions  seront  démontrées  dans  ie  Calcul  diff'érentieL 
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x=e.  Pour  cette  dernière  valeur  de  a:,  y  atteint  un  maxi- 
mum que  Ton  calcule  aisément  parla  formule 

log  e      M 

îogy  = =  — 

e  e 

3**  A  partir  de  x=e,  la  dérivée  y'  reste  négative  ;  donc 

la  fonction  y  est  décroissante  depuis  x=e  jusqu'à  x=h-oo  . 

D'ailleurs, à  cause  de  ly=^,  lim  ly=0(88);  d  où  lira  y=\ . 

Ainsi  y  pour 

a;  =  -H  oc ,     y  =  i  (*). 

II.  Discuter  y  =  (x  H-  ^)',  /a  variable  x  éfan/  positive, 
i**  On  voit  d'abord,  en  remplaçant  x  par  ^,  que  pour 

a:  =  0,    y  =  1. 

Pour  a;==0,  y'  =  -h  00  ;  donc  la  fonction  y  est  d  abord 
croissante. 

3^  Afin  de  reconnaître  plus  aisément  si  la  dérivée  y' 
reste  positive  quel  que  soit  x,  posons 


=  — --^1   x-t--  ; 


d'où 

^""    x[x^  -\-\f 
La  dérivée  z',  négative  pour  x  =  0,  s'annule  pour 

X  =  V—  2  -^  1/5. 

(*)  Si  l'on  se  borne  aux  valeurs  entières  de  j;,  on  a 

J<»^<V^3,    puis    ^ï>}/\>^> 

1*  —       ■  '  — 

Par  conséquent,  le  maximum  de  »^n  est  K  3. 
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Cette  valeur  donne,  après  quelques  réductions, 

z  =- [i  —VE  H- 1  (21/ÏÏ  -f-  2)]. 

Ce  résultat  est  positif;  donc  la  dérivée  y'  ne  change  pas 
de  signe,  et  la  fonction  y  croit  indéfiniment  avec  x. 

m.  Discuter  y  ==  xl  (l  -h  ^),  la  variable  x  étant  positive. 

1«      y'=ifi-4--i] i— ,     y"= r-^— r:i- 

•^         \       xl      x  —  i      ^  xix-^i)* 

La  seconde  dérivée  étant  toujours  négative,  y'  est  une 
fonction  constamment  décroissante.  Cette  fonction,  infinie 
pour  x  =  0,  s'annule  pour  x  =  -h  oo .  Par  suite,  la  fonction 
proposée  est  croissante  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  ==  •+-  oo . 
2®  Si  Ton  fait  x  =  0,  on  trouve  y=0  X  oo ,  forme  indé- 
terminée. Mais,  en  écrivant  ainsi  la  valeur  générale  de  y  : 


1 


{'-{) 


i 

X 

et  en  se  rappelant  (88)  que 

lira— ^— =  0, 
n 

on  obtient  y  =  0. 

3®  La  même  indétermination  apparente  se   reproduit 
quand  on  suppose  x  infini.  Mais 

donc  (1S7) 

lini  y  =  llim  (l  -4--J  =\e  =  i. 
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I.  Discuter  les  fonctions 


\        xl  \x  I  (i  -t-  x) 

«       f  /  =  — 


y=— — ST'   y^T' — '   y  = 

/ .       2\  J  sin  X 


la  variable  x  étant  supposée  positive. 
II.  Discuter 

e»  —  6~*  1  a: 

2x 


j  =  «'-*-«^>    y= — sr— '    y^^*»    y==       , 


1  -4-e* 

III.  La  fonction  x  —  |  sin  x  —  |  tg  3c  est-elle  croissante 
ou  décroissante  pour  x  ==  0  ? 

IV.  Discuter 

i  -i-  X  -t-  x'  -♦-•••-+-  x' 

v  = ; » 

i  -H  X  -»-  x'  -4-  •  •  •  H-  x' 

en  supposant  p  <  9. 

V.  Discuter 

(i  -f-  X  -4-  x*  -♦-•••  -4-  x")' 

^  ~    i-4-X*-*-X*H hx'"    ^ 

VI.  Discuter  les  fonctions 

y  =  (i  —  x)  1  (4  -4-  x)  -*-  (i  -♦-  x)  1  (i  —  x), 

y  =  6  COS  X  -4-  5  cos  2x  —  4  cos  5x. 

VII.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  chacune 
des  fonctions 

X  X— 1  X  —  a         (a-4-x)'      (6-4-x)* 

i  — -: 5 


x*-4-x-4-i     x'-i-3x-4-2    x'-4-px-4-qf      a  —  x  5  —  x 

(*)  Voyez  p.  77,  exercice  XIV. 
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VIII.  Trouver,  dans  une  ellipse  donnée,  la  normale  la 
plus  éloignée  du  centre. 

IX.  On  joint  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe  d*une 
ellipse,  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  par  le 
rayon  vecteur  BM.  Dans  quel  cas  ce  rayon  vecteur  est-il 
maximum  ou  minimum  ? 

X.  A  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  droit  dont 
la  surface  totale  soit  un  maximum. 

XI.  A  une  sphère  donnée,  circonscrire  un  cône  droit 
dont  la  surface  totale  soit  un  minimum. 

XII.  On  donne  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze. 
Entre  quelles  limites  peut  varier  la  différence  des  côtés 
lateraïAX  (*)? 


CHAPITRE  IX. 


DES  FONCTIONS  PRIMITIVES. 

I 


Préllmliialrefl* 

166.  Etant  donnée  une  fonction  /*(»;),  on  peut  se  pro- 
poser de  trouver  une  fonction  <p  (x)  dont  f  (x)  soit  la  dérivée, 
ou  qui  soit  telle  que  Ton  ait 

f'{x)=f(x). 

Cette  fonction  inconnue,  9(x),  est  dite  la  fonction  primitive 
de  f(x)  ;  en  sorte  que  le  problème  dont  il  s'agit  peut  encore 

(*)  Relativement  à  celte  locution,  voir  Topuscule  intitulé  :  Réhabilita- 
tion d*un  pléonasme. 
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s'énoncer  ainsi  :  remonter  de  la  dérivée  à  la  fonction  pri- 
mitive (*). 

167.  Théorème.  —  Deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées 
égales  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante. 

Soient (p(x)  et  ip(x)  deux  fonctions  ayant  même  dérivée: 
la  différence  ç  (a)  — 1{/  (x)  a  une  dérivée  nulle.  Par  con- 
séquenty  pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  de  faire  voir 
que  toute  fonction  dont  la  dérivée  est  nulle  se  réduit  à  une 
ctmstante. 

Soit /*(x)  cette  fonction  inconnue.  Si  elle  ne  se  réduit  pas 
à  une  constante,  elle  sera  croissante  ou  décroissante  dans 
un  certain  intervalle.  Admettons ,  pour  fixer  les  idées , 
qu'elle  soit  croissante  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 

Si,  de  f(x)y  nous  retranchons  la  quantité 

0  —  a 

qui  devient  f(a)  pour  x  =  a,  et  /"(6)  pour  x  =  b  (**),  nous 
formons  une  fonction 

0 —  tt 

cionl  la  dérivée,  à  cause  de  /''(x)=0,  se  réduit  à  la  quan- 
tité négative 

6-0 

F  (x)  serait  donc  décroissante,  au  moins  depuis  x  =  a 
jusqu'à  x==b.  Or  celte  conclusion  est  inadmissible,  car 

(*)  Daos  le  Calcul  intégral,  on  verra  que  ce  problème,  guand  il  est 
possible,  esl  presque  toujours  très-difficile  à  résoudre. 

C*)  Pour  former  ceUe  fonction ,  il  suffit  de  prendre  un  binôme  mœ-¥-n 
fioiit  les  coefficienis  saUsfassenl  aux  conditions 

ffia-i- n  =  /'(a),    m6 -*- n  = /"(ô). 
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F  (a)  =  F  (6)  =  0;  ainsi ,  contrairement  à  Thypothèse ,  la 
fonction  f(x)  n'est  pas  croissante.  On  verrait,  de  la  méiue 
manière,  qu'elle  ne  saurait  être  décroissante.  Donc  f(x) 
se  réduit  à  une  constante. 

16S.  Remarques.  —  I.  Le  lemme  que  nous  venons  de 
démontrer  peut  être  présenté  sous  cette  forme  géométri- 
que :  si  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  ligne  est 
constamment  nul,  cette  ligne  est  une  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses. 

IL  Semblablement,  le  théorème  exprime  que  :  si  les  tan- 
gentes MT,  M'T',  aux  points 
correspondants  M,  M',  sont 
constamment  parallèles,  la 
différence  MM'  des  ordonnées 
MP,  M'P  est  une  constante  C; 
et  les  courbes  AB,  A'B'  sont 
égales  :  on  obtient  la  seconde 
en  faisant  mouvoir  la  pre- 
mière parallèlement  à  Taxe 
des  ordonnées. 

160.  Il  résulte,  du  théorème  précédent,  que  si  Ton  a 
trouvé,  par  un  procédé  quelconque,  une  fonction  y(x)  dont 
la  dérivée  soit  f(x),  toutes  les  fonctions  jouissant  de  la 
même  propriété  sont  données  par  la  formule 

F(x)=f(x)-hC, 

G  étant  ime  constante  arbitraire. 

La  Géométrie  conduit  à  la  même  conclusion  :  si  2^===^  (x) 
est  réquation  de  AB,  toutes  les  courbes,  telles  que  A'B', 
parallèles  à  AB  (*),  sont  représentées  par  Y  =  ç  (x)  -h  C. 


(*)  Ordinairement,  cette  dénomination  a  un  sens  différent  de  celui  que 
nous  lui  attribuons  ici. 
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Heehcrehc  des  roBctlons  prlmltlTca. 

^  70.  En  renversant  les  règles  de  la  dérivation,  on  peut, 
dans  quelques  cas  très-simples,  remonter  d'une  dérivée  à 
la  fonction  primitive.  Par  exemple,  comme  les  dérivées  de 

x",  Ix,    e*,    sinx,    cosx,         arcsinx,    arctangx, 

soni,  respectivement  : 

4       i                                   .                   1                 i 
wx"*   ,     ->     e*,    cosx,    — sinx,     —  > ;> 

«  l/|  — x«      ^-*-* 

il  s^ensuit  que  si  Ton  donne 

1 

y'^x"*,     y'='y     y'='e%     y' =  cosx, 

X 

1                          i 
y'  =  sinx,     t/'  =  —  >     v'  = ;' 

on  aura,  pour  les  fonctions  primitives  les  plus  générales  : 


X 

y  =  sin  X  -♦-  c,  y  =  —  cos  x  -♦-  c , 

y  =  arc  sin  x  -f-  c,    y  =  arc  lang  x  -♦-  c. 

171.  Remarques.  —  I.  La  première  formule  est  en  défaut 
ilans  le  casdem=  —  1,  c'est-à-dire,  lorsque  y'=i.  C'est 
ce  qui  devait  arriver;  car  cette  fraction  est  la  dérivée  de  Ix. 

IL  Le  logarithme  d'une  constante  est  une  constante.  — 
On  peut  donc,  au  lieu  de  la  deuxième  formule,  prendre 

y  =  lx  -*-  le, 
ou  encore 

y  ==  I  (ex). 
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179.  Diaprés  la  régie  relative  à  la  dérivée  d*uiie  somme, 
la  fonetion  primitive  de 

y'  =  A^  -4-  Aix"*"*  •+•  A,x"*~'  -f-  •••  -H  A„_|X  -♦-  A^ 
est 

y  = x"^*  H x"  4-  •••  -+-  A^x  -I-  f. 

m  -H  1  m 

17S.  Les  formules  précédentes  sont  immédiatement 
déduites  des  règles  du  calcul  des  dérivées.  En  voici  quel- 
ques autres,  souvent  employées,  et  dont  la  vérification  est 
facile  : 

«t  ,  i  ,  X  ,  X 

y= '    y=-i — i'    y  ==-- > 

X  -♦-  a  x'  -^  a'  \/^«  ^  fl« 

i  i 


y=r.,  .^.. .  m'  y  = 


(x  +  o)«  -♦-  6«  v/a  -+-  6x  —  x« 

l/a  -♦-  6x  -♦-  X* 
on  aura 


/x-4-a\  V/x«-+-a'  .-^1 

y=II 1»  y=l »  y  «=Kx'-+- a'-hf, 

X b 

\           x-f-a  2 

y  =  --  arc  tg  — H  c,    y  =  arc  sm =^irr  -♦■fî 


Va-t-ii 


y  =  1  ( X  -t-  - 6  -♦-  l/a  -*-  6x  -h  x*l  -+-  c  (*). 


(*)  Ces  Dotions  seront  complétées  dans  le  Calcul  intégral. 
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CHAPITRE  X. 

SÉRIES  LOGARITHMIQUES  OU  CIRCULAIRES. 


JVéveloppeinenl  de  1(1+0;). 

114.  La  fonction  1  (1  -h  x)  a  pour  dérivée  ^~^,  Effec- 
tuant la  division^  on  trouve 

1                                                             a" 
=  i  —  X  -^x*  —  jc*  -4-  •••  d=  x*"*  =T= • 


Donc,  en  remontant  des  dérivées  aux  fonctions  primitives, 


X*       x^       X*  .   x" 


1(1  -i-x)  =  x h -H db  —  =F9(x).      (1) 

^  ^  2        3        4  n       ^^  ^       ^  ^ 


Dans  celle  égalité,  cp  (x)  m^  tiwe  fonction  inconnue^  qui 
s'annule  avec  x,  et  qui  a  pour  dérivée  -^^  (*). 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  la  variable  x  est  comprise  entre 
0  et  H-  1 ,  inclusivement,  la  valeur  de  tp  (x)  converge  vers 
zéro  quand  n  augmente.  En  effet,  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x,  on  a 


.n  /«.n 


X"  X 

>0, <x"] 


1  -*-  X  i  -H  X 


(*)  La  fonction  f  (x)  est  la  différence  entre  1  (1  +  x)  et  le  poIyn6me 

x"  .  x*» 

X  — -r-H — =fc — ; 
2  n 

donc  e//e  exw/^.  En  second  lieu,  f  (0)  =  1  (I)  =  0.  Enfin , 

1  x»» 

zf,f{x)=r (1  —  x-f-x* zt:x"-*)  =  q=- ; 

1  -t-a?  1-t-x 

donc  la  fonction  p  (x)  a  pour  dérivée  -j^* 
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cesl-à-dirc 


f'  (X)  >  0, 


(3) 


D'après  rinégalité  (2),  la  fonclion  (p  (x)  est  croissante 
(169);  et,  comme  elle  s'annule  avec  x,  on  a 


f  (X)  >  0. 


(4) 


D'un  autre  côté,  le  premier  membre  de  Tinégalité  (3)  est 

la  dérivée  de 

x*"*** 

n  -♦-  f 

donc  cette  dernière  fonction  est  décroissante.  De  plus,  elle 
s'annule  avec  x;  conséquemment,  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x , 

rW<— ^-  (») 


n 


i 


X»H-1 


La  fraction  — —  croîtrait  indétiniment  avec  n,  si  x  sur- 
passait  l'unité  (SI);  mais  si,  comme  nous  l'avons  supposé, 
X  est  compris  entre  0  et  -f- 1 ,  ^^^  a  pour  limite  zéro.  A 
cause  des  inégalités  (4),  (5),  la  fonction  f  (x)  tend  aussi 
vers  zéro.  Par  suite,  le  développement  de  l(i  H- x),  en 
série  convergente,  est 


,,,        ^  x'      x*      X*      x"  x" 

l(i-f-x)  =  x 1 1 «db  — 

^  '  2        3        4        5  n 


(6) 


176.  Remarque.  —  La  fonction  y  (x)  représente  le  reste 
de  la  série,  ou  l'erreur  que  l'on  commet  en  s'arrétant  au 
terme  ^  (3).  D'après  l'inégalité  (K),  cetre  erreur  est  infé- 
rieure au  premier  des  termes  négligés  :  c'est  ce  qui  a  lieu 
pour  toutes  les  séries  convergentes,  à  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  (St). 
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DéTeloppesieBt  de  I  (1  —  w). 

176.  La  méthode  précédente  donne  d*abord 

X*        X*  x" 

— 1(1  —  a:)==x-*-----*-~H 1 H  ^(x), 


a:« 


ip  (x)  étant  une  fonction  qui  a  pour  dérivée  jz^^y  et  qui 
s'annule  avec  x. 

En  second  lieu,  si  x  varie  de  0  à  1  — a,  a  étant  une 
fraction  aussi  petite  qu'on  le  veut,  on  aura 

x'*  x"  x" 

>0,     •; — -<-; 


1  — X  i  —  X  a 


«n 


""  f{x)>0,     f(x)--<0. 

a 

Par  suite,  /  x  ^  /^        /  x  ^     ^ 

^(x)>0,     ^(x)< 


a(rn-  i) 


La  variable  x  étant  inférieure  à  Tunité,  la  fraction 


aciH-l 


«(tH-l) 

diminue  indéfiniment  lorsque  n  augmente.  Donc  ;{;(x)  jouit 
de  la  même  propriété.  Par  conséquent,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  0  et  1  —  a,  incltisivement, 

x^      x'      X*  x" 

—  1  (i  —  x)  =  X  H 1 1 H  ••  -4 h  •••  (*).    (7) 

'  î2        5        4  n  V'    w 

171.  Les  formules  (6),  (7)  peuvent  servir  à  calculer  les 
logarithmes  népériens  des  nombres  compris  entre  0  et  2. 
Par  exemple,  si  Ton  suppose  x  =  l  dans  (6),  on  obtient 

1  4       i       i       i       i 

2  5       4       5       6       7'^^' 

(*)  La  formule  (7) ,  obtenue  eu  supposant  x  <  I ,  subsiste  pour  x  =»  1  ; 
car  cette  dernière  hypothèse  rend  infinis  les  deux  membres. 
{**)  On  a  TU  (ta)  que 


n-i-ln  +  2  2n  23  an 
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seulement,  les  séries  (6),  (7),  même  quand  elles  sont  appli- 
cables, sont  peu  convergentes;  et,  d'un  autre  côté,  il  est 
essentiel  de  trouver  des  formules  qui  permettent  de  calculer 
les  logarithmes  des  nombres  entiers.  G  est  à  quoi  l*on  par- 
vient par  les  méthodes  suivantes. 

Calcul  des  l«0arltlime«  Bêpérlens. 

178.  Si  Ion  ajoute,  membre  è  membre, les  égalités (6), 
(7),  on  trouve ,  à  cause  de 


1  -♦-  X         r        x'      x'      x'         1 
1  — X         L         5        5        7  J 


(8) 


Posons 

i  -H  X      n  -t-  p 

i  —  X  n 

nous  aurons 

âx  p 


9 


2  2n-*-fî 

puis,  au  lieu  de  la  formule  (8), 

\    n    I         \jtn-^p      3\2»H-p/       5\2in-p/  J 

ou 

l(n-^»)  =  lw-f-2    —^ — +^f— ^ — ]  -*-•••    •     (9) 
^        ^'  L2n  -♦-  p       3  \2n  -+-  p/  J 

Cette  nouvelle  formule  sert  à  calculer  le  logarithme  né- 


donc,  comme  nous  Tavons  annoncé, 

I    ^  ^  M     .  « 

lim 1 H H-^    =1.2. 

\rn-l       n-4-2  2n/ 
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périen  d'un  nombre  entier  n  -+  ;),  quand  on  connaît  déjà 
le  logarithme  de  n.  Si  l'on  suppose  p  =  1»  elle  se  réduit  à 

^  '  L2n-+-1       3(2n-i-i)'  J     ^ 

im.  A  cause  de  1 .  1  =0,  la  relation  (10)  donne,  de 
proche  en  proche,  1.2, 1.3, 1.4,  ... 
En  particulier, 

ri        \  \         i  n 

Lo       5.5'       5.5»      7.5'  J' 

ou 

2r        1        i        1         1 

1.2=-     i    H 1 ;-+-   -— :-H     .•     •  (11) 

5L         3.9       5.9*       7.9'  J  ^     ^ 

1§0.  Il  est  facile  de  trouver  une  limite  supérieure  de 
Terreur  E  que  Ton  commet  quand  on  réduit  la  série  (10) 
à  ses  t  premiers  termes.  En  effet,  on  a  d'abord 

£  =  21 1 1 — I; 

L(2i  -+-  i)  (2n  -*-  1)«+*       (2t  -♦-  3)  (2n  -+-  1)*'+^  J 

et,  par  conséquent, 

2 r  1  1  -| 

ou,  en  sommant  la  progression, 

2  1 

E<7::7 


(2t  -f- 1  )  {2n  -*- 1  f+*  1        ' 

~~(2n-Hl)' 
ou  enfin , 

1 


E< 


2n(n-*-1)(2t-Hl)(2n-+-1) 


w-i 


Par  exemple,  si  Ton  se  borne  aux  quatre  premiers  termes, 
dans  la  formule  (11),  on  commet  une  erreur  moindre  que 
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j^^.  Pour  avoir  la  même  approximation,  au  moyen  du 
premier  développement  (179)^  on  devrait  employer  78  731 
termes. 

181.  Des  formules  (8),  (9),  (10),  on  en  peut  tirer 
beaucoup  d'autres,  plus  ou  moins  remarquables.  Ainsi, 
quand  on  change  n  en  n^ — 1,  dans  la  relation  (10),  on 
trouve,  en  supposant 

i  1 


S  =  i-^ 


3(2n«  — 1)'       5(î2n«  — 1)* 


|.n  =  -l(»'  — 1)  +  — I 

2  '      2n'  —  1 


S; 


(12) 


ou,  ce  qui  est  équivalent. 


l(«^i)  =  2ln-.l(n-l)-  — 


1 


an'— 1 


S. 


(13) 


De  ces  deux  nouvelles  formules  (*),  la  seconde  sert  à 
calculer  le  logarithme  d*un  nombre  entier,  quand  on  con- 
naît déjà  les  logarithmes  des  deux  nombres  immédiatement 
précédents.  La  relation  (12)  peut  servir  à  déterminer  le 
logarithme  d'un  nombre  premier  n,  connaissant  les  loga- 
rithmes  des  facteurs  premiers  den^  —  1  :  ces  facteurs  sont, 
évidemment,  moindres  que  n.  De  plus,  la  série  S  est,  pour 
une  même  valeur  de  n,  plus  convergente  que  la  série  (10). 

tM.  Problème.  —  Calculer  directement  le  logarithme 
d'un  nombre  donné. 

Si,  dans  la  formule  (8),  on  pose 


i 


X 


i 


n 
— > 
I 


on  a 


In 


Ln-*-l       3\n-*-iy       5\n-4-l/  J 


(*)  Elles  sont  aitribaées  à  Thomas  Lavernède  (Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  tome  X,  p.  73). 
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Par  exemple  y 

'•-K[<n(l)'4(^-} 
'•»=^[-î©*n(l)'-} 

Ces  séries  sont  de  moins  en  moins  convergentes. 


Calcul  do  Miodale. 


18S.  Le  module  M  des  logarithmes  vulgaires  a  pour  va- 
leur Y^  (••)•  Pour  le  calculer,  il  est  donc  essentiel  de  con- 
naître le  logarithme  népérien  de  10.  Or,  1.10=1.2-4-1.5; 
et ,  d'après  la  formule  (10)  : 

ri       1         1  1 

19      5.9'      5.9'         J 


••  i> 


donc 


ou 


ri        1         1  1 

ri        1         1  H 

LS       3.3»       5.3»  J 

-♦-21  — I 1 -4-  •••  h 

19      3.9»      5.9»         J 

r       1       1        1        1 

1.10  =  21-4 h  — :t  -♦-  — r-,  -4-  ••• 

L        3.9      5.9»       7.9»         J 

2r  1  1  1  1 

H Il  H 1 =  H r-l-  •••  1- 

9L        3.81       5.81»      7.81»  J 
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En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

1 .  10  =  2,502  585  092  994  045,  ...; 

et,  par  suite, 

M  =  0,434  294  481  903  25i  ...  {*). 

Calenl  dem  losarllliiiies  YMls«l>*e>« 

184.  En  multipliant  par  M  les  deux  membres  de  Téga- 
litc  (10),  on  obtient 

loff  (nn-  l)  =  loK»  ■+-2M 1 : 7:7-+-  •••  r  0^) 

Cette  formule  est  Tune  des  plus  commodes  dont  on 
puisse  faire  usage  pour  construire  une  Table  de  loga- 
rithmes de  Briggs,  analogue  à  la  Table  de  Gallet.  La  for- 
mation d*une  pareille  table  est  bien  plus  rapide  que  celle 
d'une  table  de  logarithmes  népériens.  En  effet,  si  Ion  a 
calculé  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  compris 
entre  10'"*  et  lO',  on  aura,  tout  de  suite  (M),  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers,  inférieurs  à  10^*.  En  outre, 
la  convergence  de  la  série  (14)  augmente  si  rapidement 
avec  n,  qu  on  peut  souvent  réduire  cette  série  à  son  pre- 
mier ternie.  En  effet,  si  n  surpasse  10  000,  on  trouve 
(180),  à  cause  de  2M  <  1,  et  en  supposant  t  =  1  : 

1 

E< ; 

120  000.10  001.20  001 

ou,  à  plus  forte  raison, 

E< 


24  000  000  000  000 


(*)  M.  Shanks,  calculateur  anglais,  a  déterminé,  avec  205  décimales,  les 
nombres  M  et  e. 
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tSft.  Remarque.  —  Si,  au  lieu  d'employer  la  méthode 
précédente,  on  applique,  plusieurs  fois  de  suite,  la  for- 
mule (12),  on  parvient  à  décomposer  le  logarithme  d'un 
nombre  premier  n,  en  la  somme  de  plmieurs  séries,  ordi- 
nairement très-convergentes.  On  a  ainsi  une  seconde  solu- 
tion du  problème  ci-dessus  (189).  Par  exemple, 

16  r  1  I  1 
^             7       L        3.49       5.49»  J 

9 ..  r        ^  ^         1 

17  L        3.289       5.289'  J 

1       r  1  1  1 

H Min 1 r  4-  •••  !• 

577     L        3.352  929       5.332  929'  J 

186.  Proportion  logarithmique.  —  En  général,  on  admet 
(\\ïe, passé  une  certaine  limite,  les  différences  entre  les  nom- 
bres sont,  à  peu  près,  proportionnelles  aux  différences  entre 
les  logarithmes  de  ces  nombres  (lÔO).  Cette  proposition 
résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède.  En  effet,  si  Ton 
ne  prend  qu'un  terme  dans  la  série  (1 4),  on  a 

log  ( Il  -♦-  1  )  —  log  n  =  2M 7 . 

®  ^  '         ^  2»  -♦- 1      . 

De  même,  k  étant  une  fraction  proprement  dite, 

log  (n  -\'  k)  —  log  n  =  2M r  • 

2w  -♦-  « 

Par  suite, 

log  [n  -^  k)  —  log  n         2n  -♦- 1 
log  (n  -♦- 1)  —  Jog  n         2n  -4-  ft 

Mais,  le  nombre  n  étant  très-grand,  la  fraction  ^^^pf  est 
presque  égale  à  Tunilé;  donc,  à  fort  peu  près, 

log  (n  -♦-  A)  —  log  n       k 


log(n  -♦-  1)  —  logn       1 


(15) 


160  ALGÈBRE. 

18T.  Limites  de  l'erreur.  —  Soient 
log  (n  -♦-*)—  log  n  ==  (T,    log  (n  -f-  i)  —  log  w  =  a, 

€  est  Terreur  que  Ion  commet  sur  log  (ii -+- i),  quand  on 
fait  usage  de  la  proportion  (15).  Or  (174)  : 

<r=    log(l-*-*]=Mr--.ilH-il-...l 
\        «/  U       2n»       3n»  J 

j.  =  itlogfl+l)==Mr--AH.-i-...l; 
*V        n/  Ln       2n«       3n»  J' 

donc 

€  =  M  I ■ -I-  ...  I. 

L   2n»  Su»  J 

Les  termes  de  la  série,  qui  décroissent  indéfiniment, 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  donc  (tl) 

Mk(\—k) 

!•  La  première  inégalité  équivaut  à  (î  >  *|,  ou  à 

log(n-f-  *)>  logn-H<r,; 

ainsi ,  /a  rfttettr  exacte  du  logarithme  de  n -h  k,  est  supé- 
rieure  à  celle  qui  résulte  de  la  proportion  logarithmique. 

2»  La  somme  des  facteurs  k,i  —  k  étant  égale  à  1,  le 
maximum  du  produit  est  {  (*);  donc 

et,  si  n  surpasse  10  000,  ce  que  Ton  peut  toujours  admettre, 

1 


^< 


1  GOO  000  000 


n  (B.  Alg.,  145). 
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Conséquemment,  quand  on  suppose 

log  (n-^  k)  =  log  n  -H  (^1  =  log  n  -f-  éa  , 

Verreur  e  est  moindre  qu^une  unité  du  neuvième  ordre  dé- 
cimaL 

ISS.  Si  l*on  veut  trouver  le  nombre  correspondant  à  un 
logarithme  donné  (101),  et  que  Ton  fasse  usage  de  la  pro- 
portion logarithmique,  on  commet  une  autre  erreur  Si, 
dont  il  est  également  facile  d*avoir  des  limites.  Remarquons 
d  abord  que,  le  nombre  inconnu  étant  n  +  A;,  on  le  suppose 
égal  ànH-^;  donc 

1^  Diaprés  la  première  des  inégalités  (1 6),  on  a  e|  <  0  : 
la  valeur  exacte  du  nombre  correspondant  à  log  (n  +  k\  est 
inférieure  à  celle  qui  résulte  de  la  proportion. 

2*  Le  développement  de  A  =  log  (1  -»-  i)  donne 

2«  — 1 

donc,  à  cause  de  l'inégalité  (17)  : 

i 


u< 


4(2w  — 1) 

en  valeur  absolue;  et,  si  n  surpasse  10  000 

2 


f  i  <  t:::^:^::  < 


80000  ^100000 


i 


également  en  valeur  absolue.  Ainsi,  quand  on  prend  k  =»  ^' 
l'erreur  e^  est  moindre  que  deux  unités  du  cinquième  ordre 
décimai 


II 
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•évelttp^aieiil  4e  arc  tang  x. 

189.  La  fonction  arc  tg  x  a  pour  dérivée  |-:^.  Or 

I                                                                                         X*" 
=  i  —  X*  -4-  X*  —  X*  -«-  —  d=  x^~*  -^ 


«> 


i  -+-  x'  i  -♦-  X 

donc,  en  désignant  par  cp  (x)  une  fonction  qui  s'annule  avec* 
X,  et  qui  a  pour  dérivée  j^^  > 

x*       X*                  x*^' 
arc  tff  xs=x 1 ••  db qc  «(x). 

On  trouve  ensuite ,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  dans 
les  n""- 174  et  176  : 


y(x)>0,     f{x)< 


x^ 
2n-f-  t 


Si  donc  X  est  compris  entre  -f- 1  et  —  1,  inclusivemeni, 

lim  ç  (x)  =  0,  ou 

x'      x*      x' 

arc  tg  X  =  X H  — —-♦-...  (18) 

3        5        7 

Calcal  do  rmppmrt  ëe  la  elrc«aféreiice  mi  dlaaiètre. 

190.  La  série  (18),  et  celles  que  Ion  en  déduit,  senent 
à  calculer,  avec  une  approximation  indéfinie,  le  nombre 
incommensurable  i:  (*). 

1  "*  Si  Ton  suppose  d'abord  x  =  1 ,  ou  a 

=  1 H-  — -H-- (19) 

4  3       5       7       9  ^ 

Cette  série,  trés-peu  convergente,  est  attribuée  à  Leibniz. 

(*)  Lambert  a  démontré,  le  premier,  celte  incommensarabîlité  {Géomé- 
trie de  Legendre,  Note  IV). 
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^  Soil 

-  =  arc  tg  X  -H  arc  tg  y  =  arc  tg ; 

4  1  —  xy 

d'où ,  à  cause  de  tg  ^  =  i , 

1— xy  =  x-+-y; 

équation  indéterminée.  Pour  y  satisfaire ,  on  peut  prendre 

i  i 

Par  suite , 

4""2l   "■d.4"*"»:4^""7.4»"*""7 


1/  1  i  1  \ 

_    I 1 -I-  ...  I. 

5\        3.9       5.9«       7.9»  / 


(20) 


Cette  nouvelle  formule,  due  a  Euler,  donne  le  nombre  tt  par 
la  somme  de  deux  séries  ;  elle  est  déjà  beaucoup  plus  com- 
mode que  la  formule  (19). 

3"*  Désignons  par  a  Tare  dont  la  tangente  est  |.  Nous 
aurons 

2  5 

5  5  6  120  1 

tc2a=  s= — >    Iff4a= =s =  1h 

""23  ^""i44 

Cette  dernière  fraction  étant  fort  petite ,  Tare  ia  surpasse^ 
d'un  très-petit  arc  P,  déterminé  par 


«gP  = 


I 

tg4a  — i_       119       ^     I 

i  -♦-  tg4a~  720^239 

119 
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Mais             ^       M         ^             .    ^  .      * 

-  =  4a  —  ^s=arclg arctg 


4  ^  ^5  ^259' 

donc  y  par  la  série  (18), 

n  [\  \  1  i  W 

.  =  41-" 1 -4-  •••!  J 

4         \5       5.5»      5.5»      7.5'         // 

""  I239  ""  s.âsy  ■*"  5i239'  "*"  ■  r  ] 

ou 

4""   5   L*""3.100'*'  5.100»  J 

""  259  L  ""  5.57  i2i  "*"  5.57  i2i'  J' 

De  cette  dernière  formule,  trouvée  par  le  Géomètre  anglais 
Machin,  on  a  conclu  la  valeur  de  n  avec  100,  200  et  enfin 
707  chiffres  décimaux  (*). 


I.  Développer,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 

—  1  (1  —  x)  —  1  (1  —  X*)  —  I  (1  —  X*) , 

et  prouver  que  la  série  est  convergente  (0  <  x  <  1)  (**). 

II.  Développer 

1  -♦-  X  (1  -4-  x)' 

l- r>      I 


1  —  X-+-X*  1  —  X-+-X* 

(*)  Le  dernier  calcul,  plus  pénible  qu*utile,  a  été  effecloé  par  M.  W, 
Shanks. 

(**)  Dans  cette  série,  le  coefficient  de  x^  est 

■/"■ 

jn  désignanl,  d*après  Euier,  la  somme  des  diviseurs  de  u. 
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III.  Conclure,  du  premier  de  ces  deux  développements, 

,  ^      3/  i         i         1  1  i  \ 

2\1.2       4.5       7.8       10.il       i3.i4  / 

IV.  Vérifier  les  valeurs  suivantes  : 

4  /          i           1  \ 
I  .  10  =  -  M  -^ 1 ;  H-  ... 

3  \        3.9       5.9*  / 

^  (i         ^  *  \ 

5  \        3.25       5.25*  / 

2/1  i  \ 

19  V        3.361       5.361»  / 

17  V        3.289      5.289*  / 

2/1  1  \ 

19  \        3.361       5.361'  / 

V.  Vérifier  les  formules 

il2=     '  '  ' 


4  1.2.3       5.6.7  (4n— 3)(4n  — 2)(4n— 1) 


ir  1  1  1 

-=  1  -4- 


3  2.3.5       3.5.9  «  (2n  — 1)(4n  —  3) 

VI.  En  partant  de  la  relation 

1  1  1 

arc  tg-  s==  arc  tg -i-  arc  tg 


p  p  -^  d  p  -^  d' 

dans  laquelle  dd'^^p^  -h  1,  vérifier  les  valeurs  suivantes  : 

9r  i  1  1  1 

-.  8=  arc  tg  -  -4-  arc  tg  -  -4-  arc  tg  -  -^  arc  tg  -  9 
4  o  5  7  o 

-  =  5  arc  tg~  -h  2  arc  tg  —  —  2  arc  tg 


4  ^7  ^26  ^2  057 
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VII.  Au  moyen  de  la  relation 

i                       i  I 

arc  tg arctg --  =  arc  Ig-r-j' 

démontrer  que 

ir  \  i  i 

—  =arc  tg  — -H  arc  tg-  -i —  -h  arc  tg — -  -♦-  - 
4  ®2  ®8  ^2n' 

Vlll.  ^  =  arctg--+- arc  tg--+-..-f- arctg---—  — 

IX.  Prouver  la  divergence  de  la  série 

sin  X      \  sin  2a;       i  sin  5x 
cos  X      2  ces'  X       3  cos  x 

X.  Vérifier  les  relations 


l/r:^»  ^      1    ,        2     ,        2.4     , 

arc  sm  X  s=  i  —    x' x* x* , 

X  5  3.5  3.5.7 

arc  sin  X  2    ,      2.4    .      2.4.6    , 

—  =X  ■+■  -x'  H x*  H -x'  H-  ••• 

\/j_^t  5  3.5  3*5.7 

XI.  Conclure,  de  la  seconde, 

TT  i       1.2      1.2.5 

—  =  1  -H  —  -4- -4- H  ••• 

2  5       3.5       3.5.7 
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III. 


IMAGINAIRES. 


CHAPITRE  XI. 

CALCUL  DES  IMAGINAIRES. 


Prélluliialrefl. 

Itll.  On  sait,  par  les  éléments  de  FAlgèbre  (*),  que  Ton 
appelle  expression  imaginaire  {**),  ou^  simplement,  imagi- 
naire, toute  expression  de  la  forme  ad=l/ —  P*,  dans  la- 
quelle le  radical  porte  sur  une  quantité  essentiellement 
négative  ( —  P*). 

Si  Ton  convient  détendre  aux  imaginaires  les  règles  dé- 
montrées pour  les  quantités  réelles  (***),  on  aura 

et  ait:l/^^*  =  a=bl3l/IIT: 

c'est  à  cette  dernière  forme  que  l'on  essaie  toujours  de 
ramener  toute  expression  qui  ne  représente  pas  une  quan- 
tité réelle. 

0  (B.i4/flr.,  119,152). 

(**)  Nous  n*avoDs  pas  cra  devoir  adopter  la  dénomination  de  quantité 
imaginaire,  bien  qa^elle  soit  employée  dans  des  ouvrages  justement 
^timés.  Il  nous  semble  qvCune  expression  purement  symbolique,  qui  ne 
peut  représenter  aucune  grandeur,  n'est  pas  une  quantité. 

{***)  D*après  la  note  précédente,  il  suffirait  de  dire  :  les  règles  démon- 
trées pour  les  quantités. 


^^  ALGÈBRE. 

f9t.  Si,  dans  Texpression  «h-  ^V —  1,  on  suppose 
(3  =  0,  elle  se  réduit  à  a  (*).  Par  conséquent,  les  imagi- 
naires comprennent,  comme  cas  particulier,  les  quantités 
réelles. 

198.  Deux  imaginaires  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles 
différent  seulement  par  le  signe  du  coefficient  de  1/--1  : 
telles  sont  a  -h  (3 1/—  1  et  a  —  pi/ i. 

194.  On  appelle  moctufe  d'une  expression  imaginaire /a 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  la  partie  réelle  et 
du  coefficient  de  l/— 1,  cette  racine  étant  prise  positive- 
ment. Par  exemple,  le  module  de  5  h-  i^V—  1  est 
m  =  -I-  1/5*  H-  I2«  =  13,  Deux  imaginaires  conjuguées 
ont  même  module. 

m*.  Lemme  I.  —  L'équation  «  -h  (3  \/— 1  =0  se  décofn- 
pose  m  a  =:  0  et  (3  ca  0. 

En  effet,  il  ne  peut  s  opérer  aucune  réduction  entre  la 
quantité  a  et  le  symbole  p  V —  1. 

196.  Lehmb  II.  —  L'équation 

«e  décompose  enas=a',  P  =  P'. 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  du  premier 
lemme  (**). 

(*)  ËD  effet,  diaprés  la  convention  précédente,  jSi^Hl  aasl^^0«; el 
—  /3*  s*annule  en  même  temps  que  (3. 

(**)  Il  serait  peut-être  plus  exact  de  considérer  ces  deux  lemmes  comme 
de  simples  demandes.  En  effet,  Veœplication  relative  au  premier  lemme 
ne  peut  passer  pour  une  véritable  démonstrtUion,  Dans  un  ordre  d'idées 
que  nous  n'avons  pas  cru  devoir  adopter,  on  regarde  le  Lemme  II  (qui 
comprend  le  Lemme  I)  comme  une  définition  du  symbole  l^ — i,  Enân, 
depuis  un  ceruin  nombre  d'années,  les  imaginaires  sont  considérées ,  par 
quelques  Géomètres,  comme  des  quantités  complexes,  représentant  des 
distances  comptées,  à  partir  de  Vorigine,  sur  des  droites  inclinées  à  faxe 
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197.  Théorème  I.  —  Pour  qu'une  expression  imaginaire 
soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  son  module  soit  nul. 
i®  Si  rimaginaire  a  -+-  (3 1/— T  est  nulle,  on  a 

a  =  0,  p  =  0(tfl5);  donc  m'  =  a'H- p'  =  0,  «t  =  0. 

2*  Si  le  module  est  nul,  a' -h  (3*=0;  donc  a==0,  P=0. 

Aëdlll«B  e(  «•asIraetlOB  des  Irnavlnalre*. 

f  M.  En  opérant  sur  les  imaginaires  comme  sur  des 
quantités,  c'est-à-dire  en  regardant  l^ —  1  comme  un  coef- 
ficient ,  on  obtient 


(a -4.pl/— i ) H- («'-4- pV—l)= (a-+-a') -*- (|34-p')l/—1 ,  (i) 
(a-npl/^)— (a'-^p'l/=iï)=(a— a')  -f-  (p— p')l/=T;  (2)  (*.) 

et,  en  particulier  : 

(a  H-  pl/^^)  -*-  (a  —  6 ï/^)  =  2«,  (3) 


(a  -^  pV/—  i)  —  (a  —  p]/—  i)=  2pl/—  1.  (4) 

1M.  Remarques.  —  I.  Si  la  soustraction  conduit  à  un 
reste  nul,  on  a,  d'après  Tégalité  (2)  et  le  Lemme  I  :  a  =  a', 
P=P'.  On  vérifie  donc  que  toute  équation,  de  la  forme 
A4-B»/^=A'-l-B'l/^,  se  partage  en  A=A',  B=B'. 

II.  D'après  les  égalités  (3),  (4)  :  1"  La  somme  de  deux 
imaginaires  conjuguées  est  toujours  réelle;  2*  La  différence 
de  deux  imaginaires  conjuguées  a  la  forme  Bk  — 1 . 

des  nhscisses.  Le  lectear  peut  consalter,  sur  ce  sujet,  le  savant  ouvrage  de 
M.  Hoûel,  iotitolé  :  Théorie  élémentaire  des  quantités  complexes;  pais, 
dans  tes  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  de  remarquables  articles 
d'Abel  Traoson,  ingénieux  Géomètre,  récemment  enlevé  à  la  science. 
(*)  Les  égalités  (1),  (2)  pourraient  être  regardées  comme  des  définitions. 
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900.  CoiUinuant  à  étendre  aux  imaginaires  les  règles  or- 
dinaires du  calcul,  et  faisant  attention  que(l/^^)  = — 1; 
on  trouve 


(a_Hôl/Z:ï)(a'-t.p'l/— 0=aa'— p;5'-*-(a|3'+a'l5)V/— 1.  (5) 

%01.  Si  le  second  facteur  est  conjugué  du  premier,  le 
produit  devient  «^  —  {^V^ —  1  )  =  a*  -»-  p«  ;  ainsi  le  pro- 
duit de  deux  imaginaires  cùnjuguées  est  égal  au  carré  du 
module  commun, 

%0%.  Théorème  II.  —  Le  module  d'un  produit  est  égal 
au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  un  produit  de  deux  facteurs.  En 
conservant  les  notations  précédentes  »  et  en  appelant  M  le 
module  du  produit,  nous  avons  ,  par  Tégalité  (5)  : 


M  =  -4-  [/{ace'  —  p|3')*  -4-  (ap'  -^  apy. 

Il  faut  prouver  que  mm'  =  M.  Or,  en  effectuant  et  rédui- 
sant ,  on  trouve 

donc,  etc. 

Au  moyen  du  raisonnement  connu,  on  étend  la  proposi- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

908.  Remarques.  —  I.  L'égalité  (6)  démontre  ce  théo- 
rème d'arithmétique  : 

Le  produit  de  deux  nombres,  égaux,  chacun,  à  la  somme 
de  deux  carrés,  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 

Par  exemple, 

(.V  -h  V)  (5*  ^  7*)  =  (3 .  »  —  2  .  ?)•  -♦-  (5  .  7  -H  2  . 5)', 
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OU  13  ,74  =  1' -+-31». 

II.  Plus  généralement,  d'après  le  Théorème  II  :  le  pro- 
dmt  de  plusieurs  nombres,  igaïAX,  chacun,  à  la  somme  de 
deux  carrés,  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 

Exemple  : 

(3*  -i-  r)  (5«  H-  7')  (V  -♦-  3*)  =  46'  -♦-  1 7'. 

III.  Le  second  membre  de  l'égalité  (6)  peut  être  écrit 
ainsi  : 

Conséquemment,  tV  y  a  toujours  au  moins  deux  manières 
de  décomposer,  en  une  somme  de  deux  carrés,  le  produit  de 
deux  nombres,  égaux,  chacun,  à  la  somme  de  deux  carrés  (*). 

M4.  Théorêmc  III.  —  Pour  qu'un  produit  de  facteurs 
imaginaires  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  facteurs 
soit  nul. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  produit  P==ff'f". 

Soient  m,  m\  m"  les  modules  des  facteurs,  M  étant  le 
module  de  P. 

!•  Si  ce  produit  est  nul,  M  =  0  {t%7)\  ou,  par  le  théo- 
rème précédent,  »iw'm"=0.  Cette  égalité,  dans  laquelle  wi, 
m\  m",  sont  des  facteurs  réels,  exige  qu'un  d'eux  au  moins 
soit  nul.  Soit  m  ce  facteur  nul;  alors  f^=<x.+  (31/ — 1=0 

2**  Si  un  facteur  de  P,  /"par  exemple,  est  nul ,  le  module 
correspondant,  71»,  est  nul.  Donc  M  =  mm'in"=0;  puis 
(197)  p  =  0. 

(*)  De  1^  résulte  qu'un  produit  de  trois  facteurs  de  la  forme  indiquée, 
est  décomposable,  au  moins  de  quatre  manières,  en  deux  carrés;  qu'un 
ffroduit  de  quatre  facteurs  de  cette  même  forme,  est  décomposable  en 
deux  qarrés,  dau  moins  huit  manières;  etc.  Cette  simple  énumération 
peut  déjà  dire  préToir  Inutilité  des  imaginaires. 
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MvIfll^B   des   iHÉAClB'^ll^'i* 


«W.  Soil  à  diviser  a  ^.  ^V—  1  par  a' -h  (3'V/^:  il 
s'agit  de  trouver  une  imaginaire  x  -f-  yV —  1  qui,  multi- 
pliée par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende. 

L'équation 

«  + p  i/zrr=  («'-+- pV=T)  (x  ^  y  \/irT) 

se  décompose  (196)  en 

«  =  «'«  —  P'y, 

j3  =  j3'x  -^  a  y. 

Ces  deux  équations  donnent 
Donc 


«'H-p'v/zrr     «'«-t-p'»"*"  a'«^p'«^^*-     (^) 

tO«.  Remarques.  —  I.  On  arrive  plus  rapidement  à  ce 
résultat  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction 

a  H-p  l/^^ 


a'-t-pV— i 

par  l'imaginaire  a'  —  P'  l^^^,  conjuguée  du  dénomina- 
teur. 

II.  Le  quotient  (7)  est  fini,  excepté  quand  le  diviseur 
est  nul. 

in.  Ce  quotient  est  réel  si 

a'        p' 
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M7.  Par  définition  (IM) ,  les  puissances  successives 
deV — 1  sontl/^in^,  —  1,  — l/— 1,  -f- 1  ;  donc,  m  étant 
entier  positif  (47)  : 

m{m  — i)(m  — 2)       .  .,  . 

1.2.3  ^ 

m(m  — 1)(«i  — 2)(m— 3)   _, 

i.2.3.4  ^ 

De  même, 

^a  —  jîV/— 0    =a'"— -.«— *pV/^ S— ^a*  «^' 

fwfm  —  1)(m  — 2)       ,  _,  y 

1,2.3  ^ 

m(m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3) 

1.2.3.4  ^ 

M9.  Remarques.  —  I.  Si  l*on  pose,  pour  abréger  : 

A  =  «-  —  C^,a— p'  -f-  C.,4a-*p* , 

on  a 

(«4-^V/=:î)'"=A-f-BV/=ï,  (a-p\/=ïïr=A-Bl/=ï.  (8) 

II.  Ces  deux  égalités ,  multipliées  membre  à  membre, 
donnent  celle^i  : 

(a«  H-  pY  =  A'  -♦-  B». 

Ainsi,  les  puissances  successives  d'un  nombre  égal  à  la 
somme  de  deux  carrés  sont  égales^  chacune,  à  la  somme  de 
deux  carrés  (*). 

D  Ce  théorèue  est  un  cas  particulier  de  celai  que  nous  avons  démontré 
d-dessiis  (!••). 
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Racine  earréc  d^nne  InaslBalre. 


%09.  Pour  ramener  l'expression  l/adbpV/_l  à  la  forme 
a'  ±  (3'1/ —  1,  il  suffit  d'çmployer  la  relation  connue 


A— l/A*  — B 


et  de  supposer  A  =  a,  B  =  —  p^  On  obtient  ainsi 


^r—J=         /oL-A/a^-^'  /_a+i/^« 

«10.  Remarque.  —  La  somme  des  racines  cai^ées  de 
deux  imaginaires  conjuguées  est  toujours  réelle. 

Dé^eloppemeiito  de  f{a  db  &  l^—  l). 

«11.  Si  /*(a)  est  un  polynôme  entier,  à  coefficients  réels, 
l'application  du  Théorème  de  Taylor  (159)  donne,  immé- 
diatement, 

1  1.2 


^^"^-ïl3/^"'W-^"-]^^^5 


ou ,  si  l'on  représenle  par  A,  B  des  quantités  réelles,  ne 
contenant  aucune  puissance  impaire  de  P  : 
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Le  changement  de  (3  en  —  P  n'altère  ni  A  ni  B  ;  donc 

f{aL  —  pl/^)«  A  —  Bpl/ITT. 

%t%.  Remarquer. — \,Lesdév€l(yppemenisdeî{^oL±:i^/^) 
nont  des  imaginaires  conjuguées, 

IL  f{a  -h  (3V/— l)  -h  f{a—^V—\)est  une  quantité 
réelle  (1 90,  II),  qui  ne  renferme  aucune  puissance  impaire 
de^. 

Équation*  blearrée*. 

SIS.  Les  racines  de  Téquation 

x*-f-px*-4-qf  =  0,  (\0) 

sont  données  par  la  formule 


x=±Y/-ip±\/ip'-ï. 


(H) 


Si  le  binôme  {  p'  —  g  est  négatif,  les  deux  valeurs  de  x* 
devenant  imaginaires,  il  y  a  lieu  d'appliquer  la  transforma- 
tion donnée  ci-dessus  (909).  Faisant 

on  trouve,  au  lien  des  valeurs  (11)  : 

x  =  ±U\/-p  +  iVq  ±\/p  ■*■  ^Vq.V^^].    (12) 

m 

Par  exemple,  l'équation 

X*  +  2x*  -♦-  5  =  0 
a  pour  racines 

-tl{[/_2^  21/3  dr  1/2 -+-2\/3\/=l). 
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De  même,  les  racines  de  Téquation 

a:«  +  4  =  0, 

c'est-à-dire  te*  qiMtre  valeurs  deV —  1,  sont  données  par 
la  formule 

x=  ±1(1/2  =fc  1/2. \/^=^), 
que  Ton  peut  réduire  à 

x  =  dt\/T(i±v/=:T). 

%td.  Remarque.  —  La  formule  (12)  étant  assez  com- 
pliquée, il  est  utile,  pour  soulager  la  mémoire,  de  pouvoir 
la  retrouver  rapidement,  dans  chaque  cas  particulier.  C'est 
à  quoi  Ton  parvient  comme  il  suit  : 

Après  avoir  transposé  le  terme  px^,  ajoutons,  aux  deux 
membres  de  Téquation  (10),  la  quantité  2x^  \/q  :  le  pre- 
mier membre  devient  (x*  -h  l/g)  ;  en  sorte  que 

(x'  -♦- 1/?)*=  x*(-  p  H-  2V/9); 
ou,  en  extrayant  les  racines. 


x'-H  l/9  =  ±x|/— p-4-2l/qf. 

L'équation  proposée  est  donc  remplacée  par  les  deux 
équations  du  second  degré  : 


x*  —  X  l/— p-4-21/7  ^  l/ç  =  0, 1 
a:'  -^  X  V  —  p  H-  2l/?  •+-  [/q  =  0.  S 


(13) 


La  formule  ordinaire,  appliquée  aux  équations  (13),  repro- 
duit les  valeurs  (12). 

915.  Autres  remarquées.  —  I.  En  multipliant  membre 
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à  membre  ces  dernières  équations,  on  retombe  sur  la  pro- 
posée (10),  c'est-à-dire  que 

x*  -4-  />x'  -4-  q 

Il  est  donc  facile  de  décomposer  le  trinôme  x*-4-  px*  -4-  q 
en  deux  facteurs  réels  du  second  degré  (*).  Par  exemple, 

X*  ^  1  =  (x«  ~  X  V/2  -♦-  i  )  (a?'  -t-  X 1/2  -f-  i  ). 

II.  Vartifice  précédent  est  applicable  à  la  Théorie  des 
nombres.  Pour  décomposer,  en  deux  facteurs, 

il  suffit  d'observer  que  Ton  a ,  identiquement, 

2^«  -f.  1  =  (2»*+'  -^if  —  2**+». 
Ainsi 

N  =  (2«^'  +  2*+*  -+- 1  )  (2**+'  —  2*+*  -+-  i  ). 
Soit,  par  exemple,  /:=  16.  Alors 

N  =  2"  -t- 1  =  75  786  976  294  858  206  465; 
et  ce  nombre  est  décomposable  en 

4  295  098  369  X  4  294  836  225  (**). 

1.  Le  module  de  la  somme  de  deux  imaginaires  est  com- 
pris entre  la  somme  et  la  différence  de  leurs  modules. 

(•)  A  cause  de  |  p*  —  ç  <  0,  on  a  g  >  0,  —  p  -h  2  l^g  >  0. 
(**)  Conformément  à  la  réciproque  d'un  théorème  démontré  ci-dessus 
(tel),  chacun  des  facteurs 

â«+i  _4_  2*+i  ^  \     2**+* 2*+'  -♦- 1 

est  une  somme  de  deux  carrés  ;  savoir 

(2*)«  -i-  (2*  -+- 1)«,    (2*)«  ^  (2*  —  I  )*. 

12 


178  ALGEBRE. 

II.  Décomposer  le  produit  13.37.61  en  une  somme  de 
deux  carrés. 

III.  Réduire,  à  la  forme  normale, 

IV.  Trouver  la  n'*"*  dérivée  de  y  =  arc  tg  x,  en  partant 
de  la  formule 

ir  1  11 

V.  Si  Yon  convient  d'appeler  logarithme  népérien  de  u 
la  fonction  dont  la  dérivée  est  ^,  et  qui  s'annule  pour 
u  =  ifOn  Bf  par  la  formule  précédente, 


.     1       ,l-+-x»/--ï 
arc  tg  X  = 1 9 

21/— 1    i  — x\/— 1 


^^  1         cos  V  -*-  V^ —  1  sin  V 

y= z=z:l — ^• 

21/ — 1    cosy — 1/ —  1  sin  y 

Cela  posé,  comment  peut-on  conclure,  de  la  dernière 
équation,  d  abord  Véquation  d'Euler  : 

e'*'^  =  cos  y  -+- 1/ —  1  sin  y, 
puis  les  formules 

cost/= >     sinv  = — > 

(*)  Od  pourra  comparer  la  valeur  de  y<")  avec  celle  qui  est  indiquée  à 
la  page  liO. 

(**)  La  signification  précise  de  ces  diverses  relations  sera  expliquée  dans 
le  Calcul  différientiel.  Nous  ne  les  donnons  ici  qu*afin  d'habituer  le  lecteur 
au  calcul  des  imaginaires. 
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CHAPITRE  XII. 

IMAGINAIRES  TRI60N0MÉTR1QUES. 
Préllmliialrefl.  - 

S16.  Théorème  I.  —  Toute  imaginaire  est  réductible  à  la 
forme  p  (cos  y  4-  \/ —  1  sin  ç),  p  étant  le  module,  et  y,  un 
arc  moindre  que  la  circonférence. 

L'équation 

a-i-  pi/—  1  =y(cosf  H-l/ —  I  sin  f)  (I) 

étant  décomposée  (i06)  en 

a  =  pcosf>,    p  =  psin^, 
on  conclut 9  de  ces  deux  équations, 

P  -\/7Tf«,  (2) 

cos  7  =3 -9     sinf=—  (5) 

?  P 

Si  Ion  convient  de  prendre  positivement  le  radical,  de 
manière  que  p  soit  le  module  de  l'imaginaire  donnée ,  les 
formules  (3)  détermineront,  en  grandeur  et  en  signe,  cos  <p 
et  sin  (p.  Or,  entre  0  et  Stt,  il  n'existe  pas  deux  arcs  ayant, 
à  la  fois,  même  cosinus  et  même  smus.  L'arc  9,  auquel  on 
donne  le  nom  d'argument  de  l'imaginaire,  est  donc  déter- 
miné, si  on  le  suppose  compris  entre  ces  deux  limites. 

*17.  Théorème  II.  —  L'argument  d'un  produit  est  égal 
à  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  produit  de  deux  fac- 
leurs;  et,  pour  plus  de  simplicité,  faisons  abstraction  des 
modules,  de  manière  que  ce  produit  soit 

P  ==  (cos  f  H-  V/ —  i  sin  9)  (cos  f  •♦- 1/ —  i  sin  ?'). 
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En  appliquant  les  règles  indiquées  précédemment,  on 
trouve 

p  =  (cos  y  cos  9  —  sin  ^  sin  ç>')-^  (cos  y  sin  ç)'-4-siu  ç>  cos  o')  V—\\ 

ou,  par  des  formules  connues  (*), 

P  =  cos  (çj  -4-  ç)')  -4-  \/ —  \  sin  (ç>  -4-  f '). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré  si  le  produit  a 
deux  facteurs  seulement.  Pour  passer  au  cas  de  trois  fac- 
teurs, il  suffit  de  multiplier,  par  le  troisième  facteur,  les 
deux  membres  de  Tégalité  précédente.  En  effet, 

(cosf-hl/ — lsin^)(cosç;'-+-\/ — <sin5;')(cosç"-4-l/ — Isin/] 

=  [cos  (î>  4-  ^')  -*- 1/ —  1  sin  (ç)  -4-  y')]  (cos  ç>"-t- 1/—  1  sin  v"' 

=  cos  (ç>  -4-  ?'-»-?")  -4- 1/ —  1  sin  (ç)  -4-  ç>'-4-  y"); 

etc. 

91  §•  Corollaire.  —  Uargument  d'un  quotient  est  égal 
à  l'argument  du  dividendcy  moins  l'argument  du  diviseur. 

Formule  de  Holvre. 


919.  Siy  dans  Tégalité 


"\ 


(cos  f  -t-V/—  4  sin  f  )(cos  y'-hl/—  4  sin  ©')  (cos  ç»"-+-W^^^  sin  »") 

=  cos  (f  -4-  /-4-  •••)  -I-  1/ —  \  sin  (jî  -4-  ^'-1-  •••), 

on  suppose  les  arguments  égaux  entre  eux,  et  en  nombre  m, 
on  a  la  relation 


(cos  ç5  -h  1/ —  i  sin  f)"*=  cos  my  -4- 1/ —  1  sin  Wo,     (4) 

connue  sous  le  nom  de  Formule  de  Moivre  (**).  Elle  sub- 
siste, moyennant  certaines  restrictions,  pour  les  valeurs 
fractionnaires  ou  négatives  de  l'exposant  m. 

(*)  {B.,  TrigX 

(••)  Abraham  Moivre,  né  à  Vilrj-le-François,  en  1667  ;  mort  à  Londres, 
en  1 754. 
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Développemenlfl  de  sin  mf  et  de  cos  m?. 

990.  L'exposant  m  étant  supposé  entier  positif,  dévelop- 
pons le  premier  membre  de  Téqualion  (4);  puis  égalons 
les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \^ —  1 .  Il  vient  ainsi 

m(m  — 1)      „  .     .  ,  ,», 

cosmf=CQs^f cos^'^^sm*©  h —  (5) 

m  m(w-l)(m-î2)      ^  .    .  .         ,., 

sinmf =— cos*"*^smo :: cos*  '*fsm''^-+----(r>) 

1  l.!2. 3 

On  voit  que  cos  m(f  et  sin  wiç  s'expriment,  rationnelle- 
ment, en  fonction  de  cos  <p  et  de  sin  cp.  Pour  toute  valeur  en- 
lière  de  m,  chacun  des  deux  développements  a  un  nombre 
limité  de  termes.  Par  exemple , 

cos  Ts  =  cos'f  —  21  cos*  f  sin*  ©-+-35  cos'  f  sin*  j»  —  7cos  y  sin*  o, 
sin  7^»  ==  7cos*f>  sin  f  —  35  cos*  f  sin' ,?-+-  21  cos'  f  sin'^  —  sin'^  (*). 

iiérles  Imaf  inalre«. 

991.  Définition.  —  Une  série  dont  le  terme  général  a 
(a  forme  a^  •+•  P„V^ —  i  est  dite  convergente,  lorsque  les 
deux  séries 

dy  -+-  «i  -H  •••  -4-  a„  -+-  ••• , 

Pi  -^  1^3  -<-  •••  H-  ?„  -^  — 

^ont  convergentes. 

On  voit  que  les  conditions  de  convergence  d'une  série 
imaginaire  donnée  se  ramènent,  immédiatement,  aux  con- 
ditions de  convergence  de  deux  séries  réelles.  La  proposi- 
tion suivante  réduit  souvent  l'examen  de  la  série  proposée 
à  celui  d'une  seule  série  réelle. 

999.  Théorème  II  L  —  Une  série  imaginaire  est  conver- 

(*)  On  peut  aussi  exprimer  cos'"  p  et  sin'"  p  en  fonction  des  sinus  et  des 
cosinus  des  multiples  de  <?.  Cette  seconde  question,  moins  utile  que  la 
première,  conduit  à  des  formules  un  peu  compliquées.  Le  lecteur  pourra 
consulter,  sur  ce  sujet,  le  Cours  d'analyse  de  Sturm. 
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gente  si  la  série  formée  par  les  modules  de  ses  ternies  est 
convergente. 

Si  Ton  met  le  terme  général,  a^  -h  P„  V —  1,  sous  la 
forme  p„  (cos  ©„  -h  l^ —  1  sin  m^)  ,  les  trois  séries  réelles 
dont  il  s'agit  deviennent 

p4  COS  «I  H-  Pi  cos  «<  -+-•••  -*-  p„  cos  W„  H , 

Pi  sin  «I  -♦-  pf  sin  «j  -h  •••  -t-  p„  sin  cy„  -4-  •••, 
pi  ~*"  Pi  "♦"  *••  "^  p«  "*"  "'* 

Or,  si  cette  dernière  série,  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs, est  convergente,  les  deux  autres  le  sont  pareillement  (8). 

9SS.  Remarques. — I.  Si  le  module  p,  n'a  pas  pour  limite 
zéro,  la  série  proposée  est  divergente  ou  indéterminée. 

En  effet,  à  cause  de 

une  au  moins,  des  quantités  <x„,  |3„ ,  n'a  pas  pour  limite  zéro. 

II.  5t  le  module  p„  a  pour  limite  zéro ,  et  que  la  série 
des  modules  soit  divergente,  la  série  proposée  peut  être  con- 
vergente. 

Par  exemple,  la  série  dont  le  terme  général  est 

1  r      wtt      ,  / .   nn'] 

t/.  =— I  cos H  K  —  i  sm  —  p 

nL       2  2J 

est  convergente,  bien  que  la  série  des  modules 

\       i       i       \ 

"-•4-— -4-  —  -4-  —  -4-  ••• 

12       5       4 
soit  divergente  (*). 


{*)  A  cause  de 


et  de 


i      i      i 
5      5      7 


-*-•  .=12, 


la  série  proposée  a  pour  somme 


-i-î 


— I 
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I.  n  désignant  un  nombre  impair,  non  divisible  par  3 , 
(jc  -h  1)"  —  x"  —  1  s'annule  pour 

X  =  ces  —  dzV  —  1  sm  ---• 
3  0 

II.  Dans  le  développement  de  (1  h-  x)*",  on  prend  les 
termes  de  p  en  p.  Quelle  est  la  somme  de  leurs  coefiîcients? 

III.  Démontrer  les  formules  de  Lagrange  : 

îî  m.m      ,       (m-i-2)m.m(»it— 2)      . 

(~i)«cosin?=i--^P^cos'?-4- — i:^j:i — ^^  ^ 

(m-4-4)(mH-2)ni.m(m— 2)(m— 4)      ^ 

• — ■ — — ces  ç>-4-'", 

1.2.5.4.5.6 
,     ^«+isiniîi^       m  (m-»- 2) m  (m  — 2) 

-1«      _ =--COSy -—z COS'y 

Sltïf  1  i.2.D 

(m-*-4)(m+2)m(fn--2)(m— ^ 

-4-  — — ^— ^—  ces  0  —  •••* 

1.2.5.4.5 

(m  pair) 

,!!zî  m  (in-i-l)m(m  — 1) 

(—  i)  *  cos  m®  =  --  cos  f ,   , cos  y 

i  1.2.5 

(mH-3)(»i-*-1)tw(m— l)(iM— 3)      _ 
-f-^ (1 i — ^ ii ces*? , 

1.2.5.4.5 

sin  f  1.2 

(m  +  5)(m-H<)(m-<)(m-5)_, 

^    —^ — ; cos     9  •  •  • 

1.2.3.4 

(m  impair) 

IV.  Théorème.  —  Si  atÂCune  des  séries 

cos  »,  •+-  cos  «!-*-•••-♦-  cos  »„  -♦-  •••, 
sin  &>|  -4-  sin  «j  -♦-  •••  -*-  sin  «„  -♦-  ••• 


1 
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n'est  divergente,  et  que  les  modules 
décroissent  indéfiniment,  les  deux  séries 

Pi  COS  Wi  -I-  p,  cos  »,  -f-  ...  -I-  p^  cos  w„  -H  ••■ 
Pi  sin  «I  -4-  p2  sin  a^  •+- ...  -+-  p^  sin  «„  -t-  ••• 

«on^  convergentes. 

V.  Simplifier,  au  moyen  de  la  formule  de  Moivre,  Fex- 
pression  de  la  n'*"'  dérivée  de  y  =  arc  tg  x  (*),  et  vérifier  que 

y")  =  1.2.5  ...  (n  —  -I)  cos'*y  cos  Iny  h ^^^  n]  p). 

VI.  De  réqualion 

p(cos  f  H- 1/— i  sin  ?)=  lg(y  -+-  zl/HT), 
tirer 

p'-l  4   p«— Spsinç)-*-!^    ^ 

O   (Page  177),  Exercice  IV. 
(*•)  (Page  140). 

(***)  Les  arcs  y,  3  sont  supposés  réels.  En  outre,  on  admet  les  relations 
entre  les  fonctions  circulaires  et  les  exponentielles  imaginaires,  indiquées 
ci-dessus  (page  178,  Exercice  V). 
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THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  XIII. 

PRINCIPES  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Préliminaires. 

%%4m  Après  la  disparîlion  des  dénominateurs  et  des  radi- 
caux, toute  équation  algébrique,  à  une  seule  inconnue, 
peut  être  réduite  à  la  forme 

AqX*"  -+-  A|X"*~*  -♦-  A,x*~'  -4-  •••  -H  A„_iX  -h  A^  =  0  : 

m  est  un  nombre  entier  ;  Aq,  A-i ,  Aj , ...,  A„  sont  des  coef- 
ficients donnés,  que  nous  supposerons  réels  ou  de  la  forme 
a-hPl/— T.  Ordinairement,  on  divise  tous  les  termes  par 
le  coefficient  de  ac"*,  ce  qui  revient  à  prendre  Aq  =  1 .  Pour 
abréger,  nous  représenterons,  par  /'(x)==0,  Téquation 
ainsi  simplifiée. 

995.  Lemme.  —  Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme 
entier  f  (x),  par  un  binôme  x  —  a ,  es(  f  (a). 

Si  Ton  continue  la  division  jusqu'à  ce  que  Ton  arrive  à 
un  reste  R  indépendant  de  x,  on  aura  identiquement ,  en 
désignant  par  cp  (x)  le  quotient , 

f(^x)  =  {x  —  a)  ^  {x)  -H  R. 
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Dans  cette  égalité,  remplaçons  x  par  a  :  le  produit 
(x  —  a)  ç  (x)  s'annule ,  car  le  facteur  x  —  a  devient  zéro 
pourx==a,  et  la  quantité  9(0)  est  finie.  D'ailleurs,  le 
reste  R  n'a  pas  changé.  Donc 

996.  C0ROLL41RE  1.  —  Suivant  que  a  est  ou  n  est  pas  ra- 
cine rfc  f  (x)=0,  f  (x)  est  on  n'est  pas  divisible  par  x  —  a. 

•«T.  Corollaire  II.  —  Si  a,  b,  c, ...  g  sont  t^adnes  de 
f  (x)=0,  le  polynôme  f(x)  est  divisible  par  le  produit  des 
binômes  x  —  a,  x  —  b,...,x  —  g. 

D'après  le  Corollaire  I , 

/'(x)=(x— o)/;(x), 

/]|  (x)  étant  un  polynôme  entier.  Dans  cette  égalité,  rempla- 
çons X  par  6;  nous  aurons 

0  =  (b-a)f,{b). 

Pour  qu'un  produit  soit  nul,  il  faut  qu'un  des  facteurs 
soitnul {^04).  Si  donc,  comme  on  le  suppose,  les  racines 
6,  a  sont  différentes  Fune  de  l'autre,  on  a  /i(6)  =  0;  d'où 
résulte  (995) 

/;(x)  =  (x-6)/;(x), 
puis 

/■(x)  =  (X  -  a)  (X  -  6)  f,  (x). 

En  continuant  ainsi 9  on  trouve 

f{x)  =  {x  —  a)  (x  —  6) ...  (x  — 9)  Q , 
Q  étant  un  polynôme  entier,  ou  l'unité. 

(*)  Cette  démonstration,  due  à  D^AIembert,  a  été  l*objet  de  crîtiqnes 
qui  ne  nous  semblent  pas  fondées. 
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M§«  Théorème  de  D'Alembert.  —  Toute  équation  algé- 
brique, f  (z)  =  0,  dont  les  coefficients  ont  la  forme 


admet  au  moins  une  racine  de  cette  forme. 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  de  ce  théorème 
fondamental,  la  plus  remarquable  est  celle  qui  a  été  donnée 
par  M.  Liouville  (*),  d'après  Mourey  (**).  Nous  allons  la 
reproduire,  à  quelques  modifications  près. 

Le  théorème  a  été  démontré  pour  Téquation  du  deuxième 
degré;  par  conséquent,  il  suffit  de  faire  voir  que,  s'il  est 
reconnu  vrai  pour  toute  équation  de  degré  inférieur  à  m , 
tV  subsiste  pour  toute  équation  de  degré  m. 

Cela  posé,  soit 

f(z)  =  z«  ^  A,z--*  -t-  A,z--«  -f- ...  -*-  A^,z  ^  A„  ==  0  (1  ) 

cette  équation.  Si  nous  égalons  à  zéro  Tenscmble  des  termes 
qui  contiennent  z,  après  les  avoir  divisés  par  cette  variable, 
nous  formons  une  équation  auxiliaire 

y  (z)  =  z*-«  -♦-  A,2— «  -h  AiZ-- »  -+-.-.  -4-  A«_i  =  0 ,     (2) 
laquelle,  par  hypothèse,  a  au  moins  une  racine,  de  la  forme 


Soit  ai  •+-  bj^  V —  \  cette  racine  :  le  polynôme  9  {z)  est 
divisible  par  z  —  a^  —  6-1 V^ —  1  (**5)  ;  donc 

y(z)  =  (2  —  a,  —  6,1/^)  ç',(z), 

9i(z)  étant  un  polynôme  entier.  V équation (f^(z)=Q  a  au 
moins  une  racine;  ainsi 

çi  {z)  =  {z  —  a^  —  b^  l/—  î)  ^,  {z). 

{*)  Journal  de  Mathématiques ,  t.  IV,  p.  501. 
(")  Vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des  quantités  prétendues 
imaginaires. 
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En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  que  le  polynôme  (f(z) 
est  égal  au  produit  des  m  —  1  binômes 

z — tti— 6|V^ — i,  z — as — 6jl/ — 1,  ...,  z — a._j — 6^il/— I; 
et  que  Téquation  (1)  peut  être  écrite  ainsi  : 

z(z  —  ai  —  6jl/ —  {){z  —  «j —  6^1/ —  i)... 

(z  —  o«„,  —  6^_i  \/—  1  )  =  —  A„.  (5) 

II  s'agit  de  savoir  s'il  existe  une  valeur  de  z  qui  rende 
identique  cette  nouvelle  équation. 
Posons 

z  =  x  -\'  y\/ —  i  =  M  (cos  w  -+- 1/ —  i  sin  m), 
puis 

X  — ai-4-(y  — 6,)V^ —  1  =Wi(cosûJi  -h  1/ — 1  sinu,), 
X — o,-+-(y — 6j)l/ —  \  =Uj(cosM«-t-l/ —  i  sinw,) 

X •—  a^_i  -4-  (y  — - 6.«|) V —  i  =  ««_, (cos  w^_,  -hV/ — 1  sin,_i), 

— A=R(cosa-*-l/ — 1  sin  a): 
réquation  (3)  devient  («lî) 

uwiWj...W|»_i  [cos(û)-+-«i-»-w^.,)  -4- 1/ — i  sin(«-4-«(-i-'-.-+-o)^_,)] 

=  R  (cos  a  H-  \/ —  i  sin  a); 

et  celle-ci,  comme  on  le  voit  aisément,  se  partage  en 

iii/,...t/^_,  =  R,  (4) 

w  -t-  «I  -+-•••  -4-  «„^|  =  a  ±  SAflT.  (5) 

Regardons  x,  y  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  mobile  M,  et  les  quantités 

04,6,;  a,,  6,; ...  a^_,,  6^_, 

comme  les  coordonnées  de  m — \  points  fixes  A|,  Aj,...  A._,  : 
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les  modules  ti,  ti^, ...  w«_4  représentent  les  distances  MO, 
MA^ ,  MA2, ...  MA^_|  ;  et  les  arguments  (tn^  (ù^  , ...  w^.,  sont 
les  angles  formés,  par  ces  droites,  avec  la  partie  positive  de 
Taxe  des  abscisses. 

Occupons-nous  d'abord  de  lequation  (4);  et,  après  avoir 
donné  à  cô  une  valeur  particulière  quelconque,  faisons  mou- 
voir le  point  M  sur  la  direction  OC  ainsi  choisie  :  lorsque 
M  se  confond  avec  lorigine,  w=0,  et  le  produit  WW| ...  u^_^ 
s'annule;  au  contraire,  quand  le  mobile  s'éloigne  indéfini- 
ment de  l'origine,  ce  produit  croit  au  delà  de  toute  limite. 
D'ailleurs,  les  distances  U| ,  Uj, ...,  u,^,  varient  d'une  ma- 
nière continue (^)^  en  même  temps  que  u;  donc:  1®  sur  la 
direction  quelconque  OC,  il  existe  au  moins  un  point  M  dont 
les  coordonnées  u ,  U| , ...  u„_|  vérifient  l'équation  (4)  ;  2®  le 
lieu  du  point  M  est  une  courbe  C  qui  entoure  y  de  toutes 
parts  y  l'origine  0  (**). 

Considérons  maintenant  l'équation  (3),  et  faisons  mou- 
voir le  point  M  sur  le  contour  fermé  C.  Pendant  ce  mouve- 
ment, l'argument  w,  et  le  premier  membre  de  l'équation, 
augmentent  ou  diminuent  de  27r,  pendant  que  M  fait  un 
tour  entier,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Donc  ce  premier 
membre,  qui  varie  d'une  manière  continue,  devient,  au 
moins  une  fois,  égal  à  a  =fc  SAtt,  k  étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

De  cette  discussion  il  résulte  que ,  dans  le  plan  de  la 
figure,  il  y  a  au  moins  un  point  M  dont  les  coordonnées 
polaires  vérifient  les  équations  (4),  (3),  ou  dont  les  coor- 
données rectangulaires  satisfont  à  l'équation  (3),  trans- 
formée de  l'équation  (1).  Donc  cette  équation  (1)  admet  au 
moins  une  racine.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

(*)  Ce  postulalum  nous  parail  iocootestable. 

(**)  Ici,  la  démoDstration  n'est  pas  rigoureuse  :  M.  Liouville  Ta  com- 
plétée. [Journal  de  Mathématiques ,  l.  V,  p.  31.) 
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%%9.  Corollaire.  —  Le  premier  membre  d'une  équation 
algébrique,  du  degré  m,  datis  laquelle  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  1  y  est  égal  au  produit  de  m  facteurs  binômes^ 
de  la  forme  x  —  a,  x  —  6 , ... ,  x  —  A:,  (x  —  I). 

La  démonstration  ne  diffère  pas  de  celle  qui  a  été  donnée 
ei-dessus  (999). 

9S0.  Théorème  II. — Toute  équation  algébrique^  f(x)=0, 
du  degré  m,  admet  précisément  m  racitkes. 

En  effet,  le  produit 

f[x)  =  (x  —  a)  (x  —  h) ...  (x  —  k)[x  —  /) 

s'annule  si  l'on  donne  à  x  une  quelconque  des  valeurs  a,  6, 
i*,...  A,  /,  et  ne  s'annule  pas  si  Ton  attribue  à  x  toute  autre 
valeur. 

%Zt.  Remarque.  —  Si  quelques-uns  des  facteurs  x — a, 
X  —  6, ...,  X  —  /  sont  égaux  entre  eux,  on  dit  que  Téqua- 
lion  f(x)=0  a  des  racines  égales  ou  des  racines  multiples. 
Par  exemple,  l'équation 

(x— 'l)»(x-Hi)«(x  — 2)*  =  0 

a  trois  racines  égales  a  1,  deux  racines  égales  à  —  1,  et 
quatre  racines  égales  à  % 

9S9.  Théorème  III. — Toute  équation  algébrique,  à  coef- 
ficients réels,  qui  admet  une  racine  imaginaire  a-hpi/ — 1, 
admet  aussi  la  racine  conjuguée  a  —  (31/ —  1. 

Si  a  -h  pi/ —  1  est  racine  de  l'équation  /'(x)=0,  on  a, 
identiquement, /*(«-!- (3»/^)=0,ou(«fl)A+Bpi/^0; 
d'où  résulte,  attendu  que  ^  n'est  pas  nul:  A^^O,  B=0. 

Mais  (jo— (31/— "T)=A  — Bp»/^^  =  0;donc, 
a  —  p  1/ —  1  est  racine  de  l'équation  proposée. 

9SS.  Remarque.  —  Si  /"(x)  avait  des  coefficients  ima- 
ginaires, les  fonctions  designées  par  A,  B  cessant  d'être 
réelles,  l'équation  /"(«-+-  (3 1/ —  1  )  =  0  ne  se  décompo- 
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serait  pas  en  A=0,  B=0;  et  le  théorème  poterraft  n'avoir 
phts  lieu  (*). 

M4I.  Corollaire. — Les  racines  imaginaires  d'une  équa- 
tion à  coefficients  réels  sont  en  nombre  pair. 

%Z5*  Théorème  IV.  —  Le  premier  membre  d'une  équa- 
tion algébrique,  à  coefficients  réels,  est  égal  au  produit  d'au- 
tant de  facteurs  réels  du  premier  degré  que  l'équation  a  de 
racines  réelles,  et  d'autant  de  facteurs  réels  du  second  degré 
qu'elle  admet  de  couples  de  racines  imaginaires. 

Nous  savons  que  a,  byC,  ..,,k,  l  étant  les  racines  <<le 
réquation  f(x)  =  0, 

f{x)  =  (x  —  a)  (X  —  b) ...  [x  —  i)  (x  —  /)  ("). 

Si  a,  6  sont  deux  racines  conjuguées  »  le  produit  corres- 
pondant prend  la  forme 


(x  — a  — pi/— i)(x  — a^pl/— l), 

en  sorte  qu'il  se  réduit  au  trinôme  réel  x^ — 2ax-i-a'4-{3*; 
etc. 

Coin pofll lion  des  cocfflclento. 

9S6.  Théorème  V.  —  Dans  toute  équation  de  la  forme 
X"  H-  AiX*"*  -f-  •••  -♦-  A^  =  0  : 

le  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  à  la  somme  des 
racines,  prise  en  signe  contraire;  le  coefficient  du  troi- 

(*)  On  anrait  tort  d^affirmer  qu'une  équation  à  coefficients  imaginaires 
n'a  pas  de  racines  conjuguées  :  Téquaiion 

est  vérifiée  par  x  s»  l  d=  V^^. 

(**)  Le  coefficient  du  premier  terme  est  toujours  supposé  égal  à  l'unité. 
Cette  observation  est  faite  une  fois  pour  toutes. 
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sième  terme  est  égal  à  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux  y  etc.;  enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des 
racines,  ou  à  ce  produit  pris  en  signe  contraire,  suivant  que 
le  degré  m  est  pair  ou  impair. 

Les  racines  étant  a,  b,  c,  ...,  A:,  /,  le  produit 

P  =  (x  —  o)  (x  —  6) ...  (x  —  A:)  (x  —  Q, 

ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  doitéu*e 
identique  avec  le  premier  membre  de  Téquation.  Or,  si  1  on 
désigne  par  S^  la  somme  des  racines,  par  S^  la  somme  de 
leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  on  a  (46) 

P  =  x"  —  SiX— *  H-  Sjx"-'  —  Ssx—'  H- ...  zp  S,_,  db  S^; 

et,  par  suite, 

Al  =  —  S|,     Aj  =  Sj;     A3  =  —  S3, ...,     A^=itS^.  (fi) 

9S7.  Remarque.  —  Les  relations  (6),  étant  symétriques 
par  rapport  aux  racines,  ne  peuvent  servir  à  déterminer 
une  de  ces  racines  en  particulier.  En  effet,  si  Ton  en  pou- 
vait conclure  une  équation  donnant  a,  cette  équation  ne 
différerait,  que  par  un  changement  de  lettre,  de  celle  qui 
donnerait  6,  de  celle  qui  donnerait  c,  ete.  Autrement  dit, 
toutes  ces  équations  seraient,  sauf  le  changement  de  x  en 
a,  6,  c,  ...,  réquation  proposée.  Un  calcul  très-simple  con- 
duit à  la  même  conclusion.  Prenons,  pour  fixer  les  idées, 

—  (a  -4-  6  H-  c  -4-  rf)  =  A,, 

a6  -*-  «c  H-  ad  -+-  6c  -h  6rf  -4-  cd  =  Aj, 

—  {abc  -f-  abd  -h  acd  -+-  bcd)  =  A5, 

abcd  =  A4; 

puis,  afin  d éliminer  b,  c,  d,  ajoutons  membre  à  membre 
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ces  égalités  y  après  avoir  multiplié ,  successivement,  par 
(fi,  a^  a  :  nous  trouvons 

—  a*  =  Aitt'  -f-  A,a'  -♦-  A^a  -♦-  A4, 
ou 

a*  -♦-  A|0'  -*-  Aja'  -h  Aja  -♦-  A4  =  0. 

C«MilBiillé  des  ff«iieCl«BS  eMllères. 

M§.  Problême  I.  —  Étant  donné  un  polynôme 

AqX"*  -4-  A|X"~*  -H  —  -t-  A„, 

frotft^er  une  valeur  positive  de  x,  d  partir  de  laquelle  le  poly- 
HÔme  conserve  le  signe  de  son  premier  terme,  et  croisse 
indéfiniment  avec  x  (en  valeur  absolue). 

Représentons  par /*(x)  ce  polynôme;  et,  pour  plus  de 
simplicité,  supposons  que  le  coefficient  Aq  soit  positif  :  s'il 
était  négatif,  on  appliquerait  à  — f(x)  la  solution  suivante. 

Cela  posé,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

1^  Si  f(x)  a  tous  ses  termes  positifs,  chacun  d'eux,  à 
lexception  du  dernier,  croit  indéfiniment  avec  x,  à  partir 
de  x=0.  Cette  valeur  satisfait  donc  à  la  question. 

^  Si  /*(x)  a  des  coefficients  négatifs,  appelons  — N  le 
plus  grand  d'entre  eux,  et  remplaçons  tous  les  coefficients, 
le  premier  excepté,  par  — N.  Nous  aurons,  pour  toute 
valeur  positive  de  x, 

f(x)  >  AqX^  —  N  (x"~*  -4-  x"*  *-+-•••-♦-  X  -♦-  i). 

Par  conséquent,  dans  l'énoncé  du  problème,  nous  pouvons 
remplacer  le  premier  polynôme  par  le  second. 
Or,  l'inégalité 

Aox-  —  N  (x--*  -f-  X—*  -4- ...  ■+  X  -4-  1)  >  0  (7) 

équivaut  à  .  ,.,  ^^  —  ^  ^   ^ 

AoX'«  — N -->0; 

X —  1 

13 
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OU  encore, à 

ar[Ao(x-1)-N]-^N 

On  satisfait  à  celle-ci  en  prenant 

=         N 
X  >  1  -+-  —-• 
Ao 

De  plus,  en  mettant  le  premier  membre  de  rinégalité(7) 
sous  la  forme 


x" 


|^a._n(U-L^.. .-.!)] 


on  voit  que ,  à  partir  de  \=i  -hj-j  ce  premier  membre 
croit  indéfiniment  avec  x.  La  quantité  *-»-][-  résout doncle 
problème  proposé. 

%t9.  Remarques,  —  I.  Pour  rendre  le  résultat  de  la 
substitution  supérieur  à  un  nombre  donné  A ,  il  suffit  de 
remplacer  f(x)  par  f(x)  —  A,  ou  A„  par  A^  —  A.  Consé- 
quemment  : 

Étant  donné  un  polynôme  f  (x) ,  on  peut  toujours  assi- 
gner  une  valeur  positive  de  x  assez  grande  pour  que  le  résul- 
tat de  la  substitution  surpasse,  en  valeur  absolue,  un  nombre 
donné  quelconque. 

II.  Un  polynôme  f  (x),  de  degré  pair,  prend  le  signe  du 
coefficient  de  son  premier  terme,  quand  on  attribue  à  la 
variable  x  des  valeurs  suffisamment  grandes,  positives  ou 
négatives.  Mais  si  le  polynôme  est  de  degré  impair,  il  prend 
le  signe  du  coefficient  de  son  premier  terme,  ou  un  signe 
contraire,  suivant  que  l'on  attribue  à  x  une  très-grande 
valeur  positive  ou  une  très-grande  valeur  négative. 

5140.  En  indiquant  la  solution  précédente,  nous  voulions 
principalement  faire  voir  qu'il  est  possible  de  satisfaire,  par 
une  valeur  positive  de  x,  à  l'inégalité  /■(x)>  0.  La  théorie 
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des  dérivées  permet  de  résoudre  le  problème  d'une  manière 
beaucoup  plus  satisfaisante.  En  effet,  une  fonction  étant 
croissante  quand  sa  dérivée  est  positive  (169),  il  s'ensuit 
que  si  l'on  peut  trouver  une  valeur  "k  de  x,  qui  rende  f(x) 
positive,  et  à  partir  de  laquelle  la  dérivée  f  (x)  reste  positive, 
la  fonction  f  (x)  restera  positive  à  partir  de  x= i.  De  même, 
pour  trouver  une  valeur  de  x ,  à  partir  de  laquelle  la  pre- 
mière dérivée  reste  positive,  il  suffit  d'en  chercher  une  à 
partir  de  laquelle  la  deuxième  dérivée  reste  positive.  Et 
ainsi  de  suite. 

En  résumé,  si  un  nombre  X,  substitué  à  x,  rend  positives 
f  (x)  et  toutes  ses  dérivées,  cette  fonction  reste  positive  à 
partir  de  x  =  X. 

De  plus,  le  polynôme  f  (x)  croît  indéfiniment  avec  x,  à 
partir  de  cette  même  valeur  h 

En  effet,  remplaçons  x  par  X  -4-  A,  A  étant  positif;  nous 
aurons 

f(x  H-  h)=f{x)  -4-  J-/-(i) +;^r(i)  -»-  -  +  M". 

Or,  dans  le  second  membre,  tous  les  coefficients  sont  posi- 
tifs :  on  retombe  donc  sur  un  cas  déjà  examiné  (SS§). 

Pour  trouver  X,  on  part  de  /*~*(x),  et  Ton  cherche  le  plus 
petit  nombre  entier  qui  rende  positive  cette  fonction  (*).  Si 
ce  nombre,  substitué  dans  r^\x),  donne  un  résultat  néga- 
tif, on  l'augmente  de  1,  2,  3, ...  unités.  On  continue  de  la 
même  manière,  en  remontant  jusqu'à  f(x).  Il  est  évident 
que  l'on  n'a  jamais  besoin  de  revenir  sur  les  essais  déjà 
tentés. 

941.  Application,  —  Soit 

f(x)  =  6a«  -*-  24x*  —  X*  -+-  8x»  —  1 6a:  —  60. 

(*)  Od  peut  même  prendras  comme  point  de  départ,  la  première  des 
dérivées  qui  présenieol  une  seule  variation  de  signes. 
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La  première  méthode  donne 

60 
6 

Pour  appliquer  la  seconde,  on  forme  les  polynômes 

f(x)  =  30x*  ^  96x*—  3x«  -4-  16x  —  16, 


i.2.3 


=  Mjf  -k-  i44x»  — 5X-4-8, 


=  60x'  -4-  96x  —  i. 


Ces  (rois  dérivées  sont  positives  pour  x=^  1  ;  mais,  si  Ton 
remplace  x  par  1  dans  f{x)y  on  trouve  un  résultat  négatif. 
Au  contraire,  x=2  donne  f(x)  >  0.  On  peut  donc  prendre 

%A%.  Problémb  II.  —  Étant  donné  un  polynôme 

trouver  une  valeur  positive  de  x  telle,  que  le  résultat  de  la 
stiJ)stitution  ait  le  signe  du  premier  terme,  et  soit,  en  valeur 
absolue,  inférieur  à  un  nombre  donné  3, 

En  posant  x  =  ^ ,  on  devra ,  si  Aq  est  positif,  satisfaire 
aux  inégalités 

Ao  A|  ^1»    ^  n 

Ao  A|  Aj, 

ou,  puisque  z  est  positif,  à  ces  deux-ci  : 

Ao^'  -+-  AjZ»-*  -+-  ...  -*-  A,  >  0,  (8) 

'         Jz^+p  —  (Agz"  -*-  A^z"-*  H H  A,)  >  0.  (9) 

C'est  à  quoi  Ton  parviendra,  dans  chaque  cas  particulier,  en 
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appliquant  Tune  ou  Fautre  des  solulions  du  premier  pro- 
blème. 

MS.  Applications.  —  I.  Trouver  une  valeur  positive 
de  X  satisfaisant  atÂX  conditions 

a:»  -+-  Sx*  —  7a:*  —  12x«  -f-  â4x'  —  I50x*  >  0, 
X»  -¥-  Sx*  —  7x*  —  i  2x«  -^  24x'  —  1 50«'  <  0,01 . 

Les  inégalités  (8),  (9)  deviennent 

z»  -4-  8z*  —  7z'  —  12z'  -H  24z  —  150  >  0,  (iO) 
0,01.x*  —  («»  -4-  8z*—  7z'  —  i2z'  -t-  24z  —  150)  >  0.  (il) 

On  satisfait  à  la  relation  (1 0)  par  z  ^3,  et  à  la  relation(l  1), 
par  z^6.  Conséquemmenty  pour  résoudre  la  question  pro- 
posée, il  suffit  de  prendre  a;^|. 

II.  Trouver  une  valeur  négative  de  x  qui,  substituée  dans 
le  polynôme 

—  2x*  —  7x*  -H  J  2x'  -4-  4x'  —  24x», 

donne  un  résultat  négatif  inféfieur,  en  valeur  absolue,  à 
0,01. 

Changeant  x  en  — a/,  on  devra  satisfaire,  par  une  valeur 
positive  de  x',  aux  inégalités 

—  2x'*  -¥-  7x'»  -*-  1 2x'«  —  4x"  —  24x"  <  0, 

—  2x'*  -+-  7x"  -*- 1 2x'*  —  4x''  —  24x'«  >  —  0,01  ; 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  à  celles-ci  : 

2x'*  —  7x'»  —  12x'«  ■+■  fkx'  -+-  24x'«  >  0, 
2x'*  —  7x"  —  12x'*  H-  4x"  -+-  2ix'»  >  0,01. 

Remplaçant  x'  par^,  on  a  ensuite  : 

2z*—  7z»—  12z'  -4-  4z  -H  24  >  0, 
0,01  .s?  —  (2z*  —  7z»  —  1 2z*  H-  4z  -*-  24)  >  0. 
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Opérant  eomme  dans  I  exemple  précédent,  on  trouve  enfin 

S44.  Théorème  VL  —  Toute  fonction  entière  et  ration- 
nellej  d'une  variable  Xj  est  continue. 
Soit 

En  premier  lieu,  à  toute  valeur  réelle  et  finie  de  x,  cor- 
respond une  valeur  de  y,  réelle^  finie  et  déterminée. 

D'un  autre  côté,  on  peut  toujours  attribuer  àxun  accrois- 
sement h  assez  petit  pour  que  Vacaroissement  correspondant 
kde  y  soitj  en  valeur  absolue,  inférieur  à  un  nombre  donné. 

En  effet, 

r  Ix)  T"  (x) 

'  ^  ^         i.2  i.2.3 

Or,  le  second  membre  est  une  fonction  entière  de  h ,  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  cette  variable 
(%4%);  donc,  etc. 

%4kS.  Remarque.  —  Lorsque  Taccroissement  h  est  suf- 
fisamment petit,  k  prend  le  signe  de  f  (x).  Ce  résultat 
s  accorde  avec  celui  que  Ton  conclut  de  la  théorie  des 
dérivées  (ISS). 


I.  Transformer  Téquation 

en 

{A  -f.  B  -+-  C)»  =  27ABC. 

II.  Théorème. — 5ot7f(x,^)=0  une  éqtuition  du  degré  m, 
jmr  rapport  à  x.  Si,  pour  X  =  a ,  l'équation  a  n  racines 
réelles,  et  que,  pour  >=a',  elle  ait  n'  racines  réelles,  la 
somme  n  -4-  n'  est  un  nombre  pair. 
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III.  Théorème.  —  a»  b,  c,  d,  e  désignant  les  racines  de 
Véquation 

a?  -i-  A^  -f-  AjX*  -4-  Ki^c  -h  A,  =  0 , 

ofi  a,  identiquement, 

a*(bc  H-  6e  -♦-  «fe)  -♦-  b*{cd -^ca-^  ea)  -+- c*(d6  -*- d6  h-  a5) 

-4-  cP(ca  H-  ec  -4- frc)  -♦-  e'(o6  -*-  arf-H  crf)=  —  2A4. 

(S.  Rëalis.) 

IV.  Former  une  équation  du  troisième  degrés  connais- 
sant la  somme  S|  des  racines,  la  somme  S2  de  leurs  carrés 
et  la  somme  S3  de  leurs  cubes. 

Application  : 

S,  =  26,    S,  =  258,     Ss  =  2  834. 

Résultat  : 

X*  —  26x'  -4-  209x  —  520  =  0. 

V.  L'équation 

(x  -4-  i)*-  —  X*"  —  2ar  —  i  =  0 

a  pour  racines,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n  :  0,  —  1 , 
—  î  (*)•  Quelle  est  réquation  qui  donne  les  autres  racines? 
Résultat  : 

(x-4-i)»-*-4-(x-4-1)*-»-4-(x-4-4)*-*-4-...-4-(x-4-i)-4-l\ 

-4-x[(x-l-i)«-*  — x(x-4-l)*-»-4- X«"-»(x-*-1)-HX*--*]((A) 

—  X*"-*  -4-  x'"-*  —  X*"-*  H X  -4-1  =  0.  ) 

Si,  par  exemple,  n=34,  Téquàtion  réduite  est 

(X  -4-  \y  -4-  (X  ^  i)»  -4-(x-4-  \Y  -+-(x  -4-  i)  ^  1 
H- X[(X -*- 1)*  — X(X -4- i)» -4-X*(x -t- i)«  — X*{X -4- i) -4-X*] 
—  x'h-X*  —  x'-4-X*  —  X-4-1=0, 

(*)  On  peut  démonlrer  que  ces  quantités  sont  les  seules  racines  réelles 
de  la  proposée. 
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OU  4ac*  -*-  Sac»  -*-  i  4ac»  -4-  i  Ox  -I-  6  =  0  ; 

comme  on  le  reconnaît  par  le  calcul  direct. 

VI.  Vérifier  que,  si  Ton  fait  2x-i-  l=y,  Téqualion  (A) 
devient 

C,u^'  +  (C,  +  C,)  y»--  •  +  (C.  -H  C  -H  C.)  y*-  -4- ...  J 

Dans  celle-ci  : 

2»  2n(2n-1)(2n-2) 


—  > 


\  1.2.3 

VII.  Soit  /'(iz)t=0,  une  équation  algébrique,  à  coefficients 
réels.  Soit  P  -+-  Q\/ —  1  le  résultat  de  la  substitution  de 
X  -f-  y  l/— 1  à  je  :  les  racines  de  la  proposée  sont  repré- 
sentées, géométriquement  (998),  par  les  points  où  se  cou- 
pent les  lignes  ayant  pour  équations 

P  =  0,    Q  =  0.  (Pbouhbt.) 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  qu'en  ces  points- 
ratines,  les  lignes  dont  il  s  agit  sont  orthogonales. 

VIII.  La  propriété  précédente  subsiste  pour  les  lignes 

représentées  par 

P  =  a,    Q  =  6, 

a,  b  étant  deux  paramètres  variables.  Ainsi,  ces  lignes  con- 
jstituent  un  système  orthogonal.  (Prouhbt.) 

IX.  Dans  le  polynôme 

y  =  X*—  22x»  —  6x'  -+-  5x  -4-  3, 

on  remplace  x,  successivement,  par  10  et  10  -h  A.  Com- 
ment doit-on  prendre  Taccroissement  positif  h  pour  que 
Taccroissement  Adey  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  7^? 

Réponse  :  ,  —      i 

^  271  501  * 
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CHAPITRE  XIV. 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS.— LIMITES  DES  RACINES. 


•âO.  En  général  y  transformer  f(x)  =  0,  c'est  chercher 
«ne  autre  éqvaiionj  F(y)=0,  dont  les  racines  aient,  avec 
les  racines  de  la  proposée,  une  relation  donnée.  Les  ques- 
lions  suivantes  éclairciront  celte  définition. 

>â9«  Problème  I.  —  Multiplier,  par  un  nombre  donné  k, 
les  racines  d'une  équation 

Ici,  la  relation  donnée  est  y=kx,  ou  x=^ .  Remplaçant  x 
par  cette  valeur,  on  trouve 

A^"  ^  A,%— *  -+-  A,feV  '  -^  -  H-  A.»^ik"^*y  -*-  A^fc"*  =  0.  (2) 

On  voit  que  les  coefficients  de  la  transformée  sont  égaux 
à  ceux  de  la  proposée,  multipliés  par  les  puissances  succès- 
sites  de  k. 

949.  Problème  II.  —  Transformer  une  équation,  qui  a 
des  coefficients  fractionnaires,  en  une  autre  dont  les  coeffi- 
cients soient  entiers,  et  dont  le  premier  terme  ait  pour  coef- 
ficient l'unité. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  mettra  la  proposée 
sous  la  forme  (1),  les  coefficients  Aq,  A^,  A^,  ...,  A^  étant 
entiers.  Gela  étant  fait,  Téquation  (2)  sera  la  transformée 
cherchée,  si  Ton  peut  disposer  du  nombre  entier  k,  de 
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manière  à  rendre  divisibles ,  par  Aq,  les  produits  A|i,  \^\ 
A^lfi,  ...,  A^k^.  C'est  h  quoi  Ton  parvient  aisément,  dans 
chaque  cas  particulier. 
Soit,  par  exemple, 

3  2  6 

ou 

Ux*  —  450x*  -4-  168x*  —  32x«  -♦-  27x  -^  I  !  =  0. 
Posant  x=|,  on  obtient 

_      25*   .         ..  .      a»  .      9ik*         nt 


s 


y*  +  7A:y -y»-*.  y^  =0. 


4-^  ^  3^         S-'        24 

Les  fractions  ^9  ^y  |»  îî  étant  irréductibles,  les  coeffi- 
cients seront  entiers  si  les  fractions  ^  »  -^  >  g  '  ij  se  réduiseni 
à  des  nombres  entiers. 

La  première  condition  donne  X:  =  4*',  k'  étant  un 
nombre  entier.  La  deuxième  devient  5^-  =  entfer,  ou  (*) 
^=  entier;  d'où  résulte  (**)  A' =  3*",  *"  étant  aussi  un 
nombre  entier;  etc.  On  trouve  enfin  que  la  plus  petite 
valeur  admissible  de  k  est  12.  Par  suite,  la  transformée 
demandée  est 

ff  —  75y*  -t-  i  008y»  —  2  304y'  -♦-  24  528^  h-  1 14  048  =  0. 

tâS.  Problème  III. — Diminuer,  d'une  quantité donnéeh, 
les  racines  d'une  équation  f  (x)  =  0. 

Première  solution.  —  De  y=x — A,  on  conclut  d'abord 

/■(ft-hy)  =  0; 


(*)  Tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs,  et  qui  est 
premier  avec  l'un  d'eux, divise  Vautre.  (B.,  A.,  89.) 

(**)  Tout  nombre  premier,  qui  divise  un  produit,  divise  au  moins  un 
des  facteurs.  (B.,  A.,  91.) 
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puis,  par  le  Théorème  de  Taylor, 

Telle  est  la  transformée. 

Seconde  solution.  —  Divisons  f(x)  par  x  —  A,  puis  le 
quotient  par  x  — A;  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

/•(oc)  =  (x  -  A)  Q, -^  Rm 
Q.    =(«  — A)Q,H-R„ 


Q«-.  =  (x~A)Q,.-4-R„.: 


les  restes  R^,  Rj, ...,  R^,  et  le  dernier  quotient  Q^  (*),  sont 
indépendants  de  x.  Pour  éliminer  Q|,  Q2, ...,  Q»^,  multi- 
plions les  deux  membres  de  la  deuxième  équation  par 
X — A,  les  deux  membres  de  la  troisième  par  (x — A)*,  etc., 
puis  ajoutons  les  résultats  :  il  vient 

nx)= 

R.-^R,(x-A)H"R5(x-A)«^...-i-R„(x-Ar-*-^Q,,(x-A)"'; 
en  sorte  que  la  transformée,  dont  Tinconnue  y  égale  x  —  A, 

R,  +  R^y  -f-  R5.V'  -^  ..•  M-  R„y-'  -^  Q„y-  ==  0.        (4) 

•&••  Remarques.  —  I.  En  comparant  les  développe- 
ments (3),  (4),  on  trouve,  à  cause  de  -£yîI-==Ao===Q«  : 

II.  Le  calcul  des  restes  R.|,  R2,  Rj, ...,  R„  est  très-rapide, 

(*)  Ce  dernier  qaotient  esi  égal  au  coefficient  Aq  du  premier  terme  de 
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au  moins  quand  la  quantité  A  est  entière,  si  Ton  emploie  un 
procédé  bien  connu,  mais  que  nous  croyons  cependant 
devoir  rappeler  ici. 
Soit  à  diviser 

AqX"  -h  AiX*  *  -+■  A^x*"*  H —  -f-  A^_iX  -H  A^ 

par  le  binôme  x  —  a  ;  soient 

Box"^*  -t-  B.X"-'  -+-  B,x*-'  H H  B««,x  -*-  B._, 

le  quotient  et  R  le  reste. 

En  multipliant  le  quotient  para: — a,  ajoutant  R  au  pro- 
duit, puis  identifiant  avec  le  dividende,  on  troilve 

Bo  =  Ao,    B|=B0a-t-A|,    Bt  =  B|a -f- A^,  ..., 
B«_i  =  B^_,a  -+-  A«_i,    R  =  B^_ia  -*-  A„. 

Ces  formules  démontrent  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  le  coefficient  d*un  terme  quelconque  du  quo- 
tient (Bq  excepté),  on  multiplie  par  a  le  coefficient  précé- 
denty  et  Von  ajoute^  au  produit^  le  coefficient  du  dividende^ 
de  même  rang  que  le  coefficient  cherché. 

m.  Si  la  quantité  h  est  fractionnaire,  et  égale  à^,  on 

pose 

P 
y  =  x 9     x'  =  qx,  x"=qy; 

d'où  ' 

x' 
x  =  ~5  x=x"-4-p,  x"=^qy,  (5) 

Ainsi  :  1®  on  multiplie  par  q  les  racines  de  la  proposée; 
2*^  on  diminue  de  p  les  racines  de  la  première  transformée; 
3**  on  divise  par  q  les  racines  de  la  deuxième  transformée. 

!i&t«  Applications. 

I.         Î2x*— 7x'— 8x*-f-5x— 1=0,     h  =  o. 
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Les  divisions  successives  donnent 

2  —   1  —il     —28    —  85  =  R,, 

2  5  4                — i6  =  Ri, 

2  11  -4-  37  =  R,, 

2  ^I7  =  R4. 

La  transformée  est 

2y*  -*-  Mif  -t-  37y'  —  i6y  —  85  =  0. 

2 
IL        a:*-^8x»— 2x'h-6x  — 4  =  0,    A  =  — g- 

Comparant  avec  les  formules  (5),  on  a 

x  =  -,     x'  =  x"  — 2,     x"=3y. 
5 

La  première  transformée  est  (•41) 

x'*  -^  24x'»  —    i8x'»  -*-  1^2x'  —  324  =  0. 

On  obtient  la  deuxième  par  les  divisions  suivantes,  dans 
lesquelles  le  diviseur  est  x'  -4-  2  : 

\  -+-22  —    62     -4-286     —  896  =  R|, 

I  ^20  —102                    -+-490  =  R„ 

\  ^i8                                  —  i38  =  Rs, 
X                                              -+-    16  =  R4. 

Elle  est  donc 

x"*  -♦-  \  6x'"  —  \  38x'"  -*-  490x"  —  896  =  0. 
Enfin,  x"  =  3y  donne 

8iy*  -+-  432y'  —  \  242^  -f- 1  470t/  —  896  =  0. 

tht.  Problème  W.— Faire  disparaître  le  deuxième  ternie 
d'une  équation  f(x)  =  0,  c'est-à-dire  transformer  cette 
équation  en  une  autre  dont  la  somme  des  racines  soit  nulle. 
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Posant  !/=x — A,  et  désignant  par  a,  6,  c, ...  les  racines 
de  la  proposée,  on  doit  avoir 

(a  —  A)  -4-  (6  —  *)-♦-  (c  —  A)  -♦-...=  0, 

ou  (9S4I) 

—  A|  —  mh  =  0. 

On  tire,  de  cette  équation , 

m 

Par  suite  A, 

y  =ix  H 

fit 

Ainsi ,  pour  faire  disparaître  le  deuxième  terme  d'une 
équation,  on  augmente  les  racines  d'une  quantité  égale  au 
coefficient  de  ce  deuxième  tei^me,  divisé  par  le  degré  de 
l'équation  (*). 

Mmtles  de*  racines. 

9&S.  On  appelle  limites  des  racines  deux  quantités  entre 
lesquelles  sont  comprises  toutes  les  racines  réelles  d'une 
équation  f(x)  =  0. 

9&â.  Remarques. —  1.  Ordinairement,  ces  quantités  sont 
de  signes  contraires;  mais,  si  Téquation  n'a  pas  de  racines 
négatives,  zéro  est  une  limite  inférieure.  De  même,  si  1  équa- 
tion n'avait  pas  de  racines  positives,  zéro  serait  une  limite 
supérieure, 

II.  Dans  le  cas  général,  si  ( — /')  est  une  limite  infé- 
rieure, (h-  /')  sera  une  limite  supérieure  des  racines  delà 
transformée^en  ( —  x).  Par  conséquent,  la  question  peut 

{*)  On  arrive  au  même  résullal  en  remplaçant  x  par  y-^h  dans  les  deiu 
premiers  termes  de  la  proposée,  et  en  développant  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  y.  Ce  second  procédé  peut  servir  à  faire  disparaître  un 
terme  de  rang  quelconque. 
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être  réduite  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure  des 
racines. 

III.  /  étant  une  limite  supérieure  des  racines^  toute  quan- 
tité plus  grande  est  également  une  limite  supérieure  (*). 

IV.  Si  le  polynôme  f(x)  reste  positif  à  partir  de  aî=i, 
la  quantité  X  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  Téqua- 
lion  f(x)  =  0. 

Cette  dernière  remarque  sert  de  base  aux  méthodes  sui- 
vantes : 

t66.  I**  MÉTHODE.  —  On  obtient  une  limite  supérieure  des 
racines  en  ajotitant  l^unilé  au  plus  grand  coefficient  néga- 
tif, pris  positivement  (**). 

Représentons,  comme  dans  le  n""  9S9,  par  ( —  N)  le  plus 
grand  coefficient  négatif  de  Téquation  /'(x)  =  0,  et  faisons 
croître  x  indéfiniment,  à  partir  de  1  -h  N  :  le  polynôme 
f(x),  positif  pour  cette  valeur  de  x,  croîtra  indéfini- 
ment (9S9).  Donc,  etc. 

95II.  II®  MÉTHODE. —  On  obtient  une  limite  supérieure  des 
racines  en  extrayant,  du  plus  grand  coefficient  négatif  pris 
positivement,  une  racine  dont  l'indice  égale  l'excès  du  degré 
de  l'équation  sur  le  degré  du  premier  terme  négatif,  et  en 
ajoutant  l'unité  à  cette  racine. 

Soit 

—  Px*~'  étant  le  premier  terme  négatif,  et  —  N  le  plus 
grand  coefficient  négatif.  Des  raisonnements  et  des  calculs 
analogues  à  ceux  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  (!iS9) 
donnent,  successivement, 

f(x)  >  x*"  —  N  (x*  '  -+-  x-  '-*  H h  X  -H  1), 

(*)  Od  ne  doit  donc  pas  dire  :  la  limite  supérieure  des  racines,  mais 
bien  :  uiis  timite  supérieure  des  racines. 

f  *)  11  est  sous-enlendu  ici,  comme  dans  le  Problème  IV,  que  le  pre- 
mier terme  de  réquation  a  pour  coefficient  Tunité. 
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X  —  i 

L !_ J >o, 

X —  i 

(x  — 1)^  — N>0, 

9&9f.  m*'  MÉTHODE.  —  On  obtient  une  limite  supérieure 
des  racines  en  décomposant  le  premier  membre  de  l'équation 
en  plusieurs  polynômes  présentant,  chacun,  au  plus  une 
variation  (*),  et  en  cherchant  un  nombre  ï.  qui  les  rende  tous 
positifs. 

Remarquons  d'abord  que  si  un  polynôme  (p  (x),  présen- 
tant une  seule  variation,  est  positif  pour  une  valeur  posi- 
tive  de  x ,  il  reste  positif  à  partir  de  cette  valeur. 

Soit,  pour  fixer  les  idées , 

y(x)  =  x'  -¥-  âa:*  — 3x*  — 8x  — 13. 


L'inégalité  (p(x)  >  0,  vérifiée  pour  x  =  %  peut  être  écrite 
ainsi  : 

X       X*        «"J 


'P 


Si,  dans  la  parenthèse,  on  fait  croître  x  à  partir  de  2  (**), 
la  partie  positive  augmente  et  la  partie  négative  diminue; 
donc  le  polynôme  <p  (x)  est  positif  pour  x  >  2  (***). 

(*)  Lorsqa^un  polynôme,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  variable  a;,  a  ses  coefficients  réels,  on  appelle  variation  la  succes- 
sion de  deux  termes  de  signes  contraires ,  et  permanence,  la  succession 
de  deux  termes  de  même  signe.  Par  exemple, 

a*  H-  at*  -♦-  2a;*  —  7x*  —  3a?  -♦-  ! 

présente  deux  variations  et  trois  permanences. 
(**)  Et  même  à  partir  de  1. 
(***)  Cette  démonstration,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  (•S6),  prouve 
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Soient  maintenant  <pi(x)y  72(^)9  •••  '^  polynômes»  de 
même  forme  que  (p(x),  dans  lesquels  on  a  décomposé 
f(x)Ç');  soient  X^y^f  ...  des  nombres,  au  moins  égaux 
à  i,  et  tels  que  Ton  ait 

fi(ii)>0,     f,(>,)>0,  ... 

Si  X  est  le  plus  grand  de  ces  nombre ,  le  polynôme /'(x) 
reste  donc  positif  à  partir  de  x  =  X. 

M8«  Remarque.  —  Quelquefois ,  la  décomposition  du 
premier  membre  peut  être  effectuée  de  plusieurs  manières, 
et  alors  on  obtient  différentes  valeurs  de  1.  Il  est  évident 
que  Ton  doit  toujours  choisir  la  plus  petite. 

Si,  par  exemple, 

f{x)  =  x'  -*-  X*  —  x'  -^  X  —  iOOOO, 

et  que  Ton  prenne 

f,  (x)  =  x"  -+-  X*  —  x',    y,  (x)  =  X  —  i  0  000, 

on  trouve  ^=10  000.  Mais,  en  groupant  les  termes  ainsi  : 

(x»  -^  X*  —  x'  —  -IOOOO)  -H  X, 

on  a  A  =  7. 

9&9.  IV'  MÉTHODE  (méthode  de  Newton).  —  On  obtient 
une  limite  supérieure  des  racines  en  cherchant  un  nombre  1 
qui  rende  positives  f(x)  et  ses  dérivées. 

En  effet,  le  polynôme  f(x)  reste  positif  à  partir  dex=A 
(tM). 

que  toute  équation  dont  le  premier  memlfre  présente  une  seule  variation, 
n'a  pas  plus  d'une  racine  supérieure  à  Vunité.  On  verra ,  dans  le  cha- 
pitre suivanl,  un  ibéorème  plus  précis. 

(*j  Od  peut,  évidemment,  faire  abstraction  de  ceux  qui  seraient  com- 
posés de  termes  positifs. 
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••••  Application  des  méthodes  précédentes.  —  Soil 

f{x)  =  6x'  -f-  24x*  —  X*  -+-  8x*  —  i6x  —  60. 
La  première  méthode  conduit  à 


>  = 

60 
6 

-4-i  = 

11. 

La  deuxième  donne 

\  =^ 

\  -1- 

v/io. 

==5 

La  troisième  : 

i=:4,        1=2, 

suivant  que  I  on  décompose  f{x)  en 

{6x*  -+-  24x*—  X*)  -+-  (8x»  —  I6x  —  60), 

ou  en 

(6x» -^  24x*  —  x' —  60) -4-  8x*  —  1 6x. 

Pour  appliquer  la  dernière  méthode,  formons  les  poly- 
nômes 

/•'(x)  =  30x*  -+-    96x»  —  3x«  -I-  46x  —  16, 

r(x) 


4.2 

r(f) 

1.2.5 


=  60x»  -+-  I44x»  —  3x  -♦-  8, 


60x'-4-    96x  —  I. 


Ces  trois  dérivées  sont  positives  pour  x  =  1  ;  mais,  si 
Ion  remplace  x  par  1  dans  /"(x),  le  résultat  est  négatif.  On 
doit  donc  prendre  X  «=3  2. 

Si  Ton  change  x  en  —  x,  on  trouve,  pour  limite  supé- 
rieure des  racines  de  la  transformée ,  X'  =  4.  Donc  toutes 
les  racines  de  Téquation  proposée  sont  comprises  entre 
—  4  et  -H  2. 
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I.  Transformer  Féquation 

8x»—  3x*  -+-  5x»  -^  24a:«  —  7x  —  41  =  0, 

en  une  autre  qui  soit  privée  du  deuxième  terme,  et  dans 
laquelle  les  coefficients  soient  entiers,  le  coefficient  du 
premier  terme  étant  Tunité. 
Résultat  : 

y'-^Uf'^i  588y'  —  455y  —  47  084  =  0. 

IL  Transformer  une  équation  dont  les  racines  sont  com- 
prises entre  /  et  l'y  en  une  autre  dont  les  racines  soient 
comprises  entre  X  et  V. 

III.  On  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  en 
divisant  chaque  coefficient  négatif,  pris  positivement,  par 
la  somme  des  coefficients  positifs  qui  le  précèdent,  et  en 
ajoutant  Funité  à  la  plus  grande  des  fractions  ainsi  obte- 
nues. (Règle  de  Bret.) 

IV.  On  a  une  limite  supérieure  des  racines  de  Téquation 

sT ...  —  Px"-'...  —  Qx-"«...  —  R— ^..  =  0, 


en  ajoutant  les  deux  plus  grandes  des  quantités \/p,  l/Q, 
l^, ....  (Règle  de  Lagrange.) 

V.  Pour  obtenir  une  limite  supérieure  des  raciiKs,  on 
peut  diviser  le  plus  grand  coefficient  négatif,  pris  positive- 
ment, par  le  plus  grand  des  coefficients  qui  précèdent  le 
premier  coefficient  négatif;  extraire,  du  quotient,  une 
racine  dont  Tindice  égale  Texcès  du  degré  du  terme  dont 
le  coefficient  a  servi  de  diviseur,  sur  le  degré  du  premier 
terme  négatif;  et  ajouter  Funité  à  cette  racine.  (Règle  de 
Tillot.) 
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CHAPITRE  XV. 

EXISTENCE  DES  RACIiNES  RÉELLES. 


PréllmlBAlrefl. 

Mit.  Lehme.  —  Si  deux  qtumlités  a,  ^^  substituées  à  i 
dans  f  (x)y  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
réquation  f  (x)  =  0  a  au  moins  une  racine  réeUe,  comprise 
entre  a  et  p. 

Soit  y  pour  fixer  les  idées,  a  <  (3.  Si  Ton  imagine  que  x 
varie  d*une  manière  continue,  depuis  a  jusqu*à  (3,  f(x) 
variera  aussi  d'une  manière  continue  (944).  Or,  cette 
fonction  était  négative  pour  x  =  a  et  positive  pour  x  =  ^, 
ou  inversement;  donc  elle  a  dû,  au  moins  une  fois,  passer 
par  zéro  (*). 

Mit.  Remarque.  —  La  démonstration  précédente  repose 

(*)  On  peat  modifier  un  peu  la  démonstration,  de  manière  à  la  rendre 
encore  plus  évidente.  Supposons  i3  ^  a  ^  0  :  on  ramène  aisément  les 
autres  cas  à  celvi-là.  Supposons  en  outre,  pour  fixer  les  idées,  f{a)  ^0^ 
/'(/3)  ^  0.  Enfin,  soient  P  Tensembie  des  termes  positifs,  —  N  Ten- 
semble  des  termes  négatifs  de  f{x)^  de  manière  que  f{x)  =  P  ~  N.  Si  l'on 
fait  cro^  x  d*une  manière  continue,  depuis  a  jusqu^à  ;3,  les  polynômes 
P,  N,  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  eroUront  d'une  manière  conti- 
nue. Or,  pour  â;=:a,  P  était  moindre  que  N;  et,  pour  a?=0,  P  est  devenu 
plus  grand  que  N.  Donc,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  a?,  comprises 
entre  a  et  jS,  ou  a  eu  P  «=  N ,  ou  /*  (a?)  =  0.  Après  avoir  fait  ce  raisonne- 
ment, Lagrange  ajoute  :  «  Comme  deux  mobiles  qu'on  suppose  parcourir 
une  même  ligne  dans  le  même  sens,  et  qui,  pariant  à  la  fois  de  deux  points 
différents,  arrivent  en  même  temps  à  deux  autres  points,  mais  de  manièn^ 
que  celui  qui  était  d'abord  en  arrière  se  trouve  ensuite  plus  avancé  que 
l'autre,  doivent  nécessairement  se  rencontrer  dans  leur  chemin.  » 
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uniquement  sur  la  continuité  de  la  fonction  considérée.  Par 
conséquent  y  la  proposition  subsiste  pour  toute  équation 
f(x)  =  0,  algébrique  ou  transcendante,  dont  le  premier 
membre  reste  continu,  quand  x  varie  entre  a  et  |3. 

tes.  Théorème  I.  —  Si  deux  quantités  a,  |3  compren- 
nent entre  elles  un  nombre  impair  de  racines  de  l'équation 
r(x)=  0,  ces  quantités  y  substituées  à  x  dans  f(x),  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires. 

Soient  a^byC^  ...,9  les  racines  comprises  entre  a  et  (3  ; 
soit  (p(x)  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré,  corres- 
pondant aux  autres  racines  (t)9S)  ;  on  aura 

/■(x)  ==  (x  —  a)  (x  —  6) ...  (x  —  jf)  y  (x); 

puis  f  (a)  =  (a-^a){cL  —  b)  ...  (a  —  j)  ç»  (a) , 

/•(p)=(^-a)(p-6)...(p~flf)y(P). 

Les  quantités  cp(a),  (p((3)  ont  même  signe,  sans  quoi 
réquation  (p(x)  =  0  aurait  au  moins  une  racine  comprise 
entre  a  et  (3  ()9St) ,  et  a,  6,  c, ...,  g  ne  seraient  pas  les  seules 
racines  de  /"(x)  =  0,  comprises  entre  ces  mêmes  limites. 
D'un  autre  côté,  les  deux  produits 

(a  — a)(a  — 6)...  (a  — <;), 
(p_a)(|3-6)...(p-i/), 

conoposés  chacun  d'un  nombre  impair  de  facteurs,  sont  de 
signes  contraires;  car  les  facteurs  du  premier  produit  sont 
positifs,  et  les  autres  sont  négatifs.  Donc,  etc. 

9tt4.  Théorème  II.  —  Si  deux  quantités  a,  (3  compren- 
nent entre  elles  un  nombre  pair  de  racines  de  Féquation 
f(x)  =  0,  ou  n'en  comprennent  aucune,  ces  quantités,  sub- 
stituées à  X  dans  f  (x),  donnent  des  résultats  de  même  signe. 

La  démonstration  est  semblable  à  celle  qui  précède. 
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Théorème  III  (réciproque  des  deux  premiers).  — 
1*  Si  deux  quantités  a,  p,  substituées  à  x  dans  f(x), 
donnent  des  réstUtats  de  signes  contraires ,  ces  quantités 
comprennent  entre  elles  un  nombre  impair  de  racines  de 
l'équation  f  (x)  =  0  ; 

2*  Si  deux  quantités  a,  (3,  substituées  à  x  dans  f(x), 
donnent  des  résultats  de  même  signe,  ces  quantités  com- 
prennent entre  elles  un  nombre  pair  de  racines  de  l'équatm 
f  (x)  ==  Oy  ou  elles  n'en  comprennent  aucune. 

••••  Théorème  IV.  —  Toute,  équation  algébrique,  de 
degré  impair,  a  au  moins  une  racine  réelle,  de  signe  con- 
traire à  son  dernier  terme. 

Soit  d'abord  Téquation 

/•(x)  =  x~ -+- Bx— *  H h  Sx  — T  =  0, 

dans  laquelle  le  dernier  terme  est  négatif. 

Si  Ton  donne  à  x  la  valeur  zéro  et  une  valeur  positive/ 
sudisamment  grande,  le  résultat  de  la  substitution,  d'abord 
égal  à  — T,  devient  ensuite  positif  (9S9).  Donc  Téqualion 
a  au  moins  une  racine  comprise  entre  0  et  X. 

La  démonstration  s'applique  au  cas  où  le  dernier  terme 
est  positif. 

WB'9*  Théorème  V.  —  Toute  équation  algébrique,  de 
degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins 
dettx  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative. 
'  Même  démonstration  que  pour  le  théorème  précédent. 

••S.  Remarque.  —  Une  équation  de  degré  pair,  dont 
le  dernier  terme  est  positif,  peut  avoir  toutes  ses  racines 
imaginaires.  Exemple  :  ac*  -h  1  =  0. 

Théorème  de  Beacarlcs. 

9IMI.  Lemme.  —  QfAand  on  multiplie  un  polynôme  entier, 
ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  d'une  lettre  x, 
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par  tin  binôme  x  —  a,  a  étant  une  qiuintité  positive,  le  pro- 
duit présente  au  moins  une  txiriation  de  plus  que  le  multi- 
plicande. 

Supposons  que  le  premier  terme  du  polynôme  soitx".  Ce 
terme  x*"  commence  un  groupe  de  termes  positifs,  lequel 
est  suivi  d'un  groupe  de  termes  négatifs;  celui-ci,  à  son 
tour,  est  suivi  d'un  groupe  de  termes  positifs,  etc.  Enfin, 
le  polynôme  se  termine  par  un  groupe  de  termes  tous  po- 
sitifs ou  tous  négatifs.  Chacun  de  ces  groupes  peut,  dans 
certains  cas,  être  remplacé  par  un  terme  unique. 

Cela  posé,  la  multiplication  dont  il  s'agit  peut  être  indi- 
quée comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

x* —  P  ....  H-  Q  ....  —  R   ....  i  S   ....  ±  T 

X  —  a 

—  P"  ...  -^  Q"  ...  —  R^^  ...  db  S'^  =F  Ta 

X--*-' ...  —  P'" ...  -+-  Q'"...  —  R'"...  ±  S'" zp  ta. 

l""  Dans  le  multiplicande,  la  première  série  de  termes 
négatifs  commence  par  —  P;  la  deuxième  série  de  termes 
positifs  commence  par  -h  Q,  etc.  Une  dernière  série  de 
termes,  tous  de  même  signe,  commence  par  db  S  et  se  ter- 
mine par  d=  T  :  ce  dernier  terme  est  supposé  indépendant 
de  X. 

^  La  multiplication  par  x  donne  des  produits  partiels, 
de  même  signe  que  les  multiplicandes  correspondants. 
Parmi  ces  produite  partiels,  ceux  qui  proviennent  de  —  P, 
4-  Q, ...,  ±  S,  =fc  T,  sont  désignés  par  —  P',  -+-  Q',  ..., 
±  S',  ±  T'. 

S""  La  quantité  a  étant  supposée  positive,  la  multiplica- 
tion par  — a  donne  des  produits  partiels,  de  signes  con- 
traires aux  multiplicandes.  D'ailleurs,  les  degrés  de  ces 
produits  sont  respectivement  inférieurs,  d*une  unité,  aux 
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degrés  des  premiers  produits.  Par  conséquent ,  $i  le  terme 
qui  devrait  prêcher  immédiatement  ( —  P)  ne  manque  paty 
ce  terme,  multiplié  par  — a^  donne  un  produit  négaft/* 
( — P"),  de  même  degré  que  ( — F).  Et  si  ce  terme  manqw, 
( — P'Q  est  remplacé  par  zéro*  Semblablement,  les  termes 
qui  devraient  précéder  (-h  Q),  ( — R),  ...,  (d=S),  donnent 
des  produits  (-i-Q"),  (— R")>  •••>  (±8"),  des  mêmes  de- 
grés que  (-h  Q'),  ( —  R'), ...,  (di  S')  :  ces  produits  peuvent 
d'ailleurs,  dans  le  cas  d'un  multiplicande  incompkt,  être 
remplacés  par  zéro. 

4*"  Il  résulte,  de  cette  discussion,  que  les  termes  du  pro- 
duit, désignés  par  (—  P'"),  (-1-  Q'").  (—  R"%  ... ,  (±  S'")» 
ont  les  signes  des  termes  ( — P),  (-h  Q),  ( —  R), ...,  (±  S), 
qui  leur  correspondent  dans  le  multiplicande.  Quant  aux 
derniers  termes  de  ces  deux  polynômes,  ils  ont  évidemment 
des  signes  contraires. 

5*"  Comparons  actuellement  le  multiplicande  et  le  pro- 
duit ideocTk  ( —  P),  il  y  a  une  seule  variation,  et  il  y  en  a 
au  moins  une  de  aT*"*  à  (—  P'");  de  (—  P)  à  (h-  Q),  il  y 
a  une  seule  variation ,  et  il  y  en  a  au  moins  une  de  ( —  f") 
à  (h-  Q"')»  etc.  Enfin,  de  (=b  S)  à  (ifc  T),  il  n'y  b  pas  de 
variation,  et  il  y  en  a  au  moins  une  de  (:k  S'")  k  (qi  Ta). 

6"  Le  produit  présente  donc  au  moins  une  variation  de 
plus  que  le  multiplicande  (*). 

MH%.  Remarque.  —  L'excès  du  nombre  des  variations  du 
produit^  sur  le  nombre  des  variations  du  mfdtiplicande^  est 
un  nombre  impair. 

1"  Si  le  dernier  terme  du  multiplicande  est  +T,  le  der- 
nier terme  du  produit  est  ( —  Ta);  mais  alors  le  premier 

(*)  La  démonstration  suppose  que  le  groupe  qui  termine  le  muIUpli- 
cande  contient  au  moins  deux  termes  :  si  ce  groupe  était  remplacé  par  uo 
seul  terme,  on  ferait  T  ss  0,  et  le  produit  serait  terminé  par  db  S'"  qp  Sa. 
Les  conclusions  précédentes  subsistent  donc  dans  ce  cas  particulier. 
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polynôme  a  un  nombre  pair  de  variations ,  et  le  second  en 
a  un  nombre  impair  :  la  différence  entre  ces  deux  nom- 
bres, c'est-à-dire  Vexcès  du  second  sur  le  premier,  est  donc 
un  nombre  impair, 

3*  Même  démonstration  dans  le  cas  où  le  multiplicande 
se  termine  par  ( —  T). 

t7t.  Théorème  de  Descartes.  —  Dans  toute  équation 
complète  ou  incomplète,  le  nombre  des  racines  positives  ne 
surpasse  pas  le  nombre  des  variations. 

Soient  a,  b,  c,  ...,  g  les  racines  positives  d'une  équation 
f(x)  =  0.  Représentons  par  cp  (x)  le  produit  des  facteurs 
correspondant  aux  racines  négatives  et  aux  racines  imagi- 
naires :  nous  aurons 

f{x)  =  f  (x)  {x  —  a)  (x  —  6)  (X  —  c) .. .  (x  —  g), 

D après  le  lemnie  précédent,  la  multiplication  par  les  fac- 
teurs successifs  x  —  a,  x — 6,  ...,  x — g  doit  introduire,  à 
chaque  fois,  au  moins  une  variation  :  par  conséquent,  lors 
même  que  f  (x)  aurait  tous  ses  termes  positifs ,  le  nombre 
des  variations  de  f  (x)  serait  au  moins  égal  au  nombre  des 
racines  positives  a,  b,  c,  ...,  g.  C'est  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

f  9t.  Corollaire  I.  —  Toute  équation  dont  le  premier 
memh^e  présente  une  seule  variation,  a  une  seule  racine 
positive. 

En  effet,  Téquation  a  au  moins  une  telle  racine  (99^, 
M9);  et  n'en  a  pas  plus  d*une  {*). 

198.  Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  des  variations  sur- 
passe le  nombre  des  racines  positives,  l'excès  est  un  nombre 
pair. 

Reprenoiis  l'égalité 

f{x)  =  f  (x)  (x  —  a)  (x  —  6) ...  (x  —  j), 
(')  Voyez  la  troisième  note  de  la  page  208. 
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et  représentons  par  p  le  nombre  des  racines  positives  a,  6, 

Le  polynôme  9  (x)  se  termine  par  un  terme  positif;  car 
réquation  (p(x)==3  0  na  aucune  racine  positive;  donc  ce 
polynôme  présente  un  nombre  pair  de  variations.  De  plus, 
la  multiplication  par  x — a,  par  x — 6,...  introduit^  à  chaque 
fois,  un  nombre  impair  de  variations  (970).  Le  nombre  v 
des  variations  de  f(x)  se  compose  donc  d'un  nombre  pair, 
augmenté  de  p  nombres  impairs.  Autrement  dit, 

V  — p = nombre  pair  -h  p  nombres  pairs  =  nombre  pair. 

974.  Corollaire  IIL  —  Le  nombre  des  racines  négatives 
d'une  équation  f(x)  =  0  ne  surpasse  pas  le  nombre  des 
ixiriations  de  la  transformée  en  ( —  x)  (*). 

On  appelle  transformée  en  ( — x),  Téquation  que  Ion 
obtient  en  changeant  x  en  ( — x)  dans  la  proposée.  Or,  les 
racines  positives  de  la  transformée  étant,  abstraction  faite 
du  signe,  égales  aux  racines  négatives  de  la  proposée,  le 
nombre  des  variations  que  présente  /*( —  x)  ne  peut  sur- 
passer le  nombre  de  ces  dernières  racines. 

996.  Corollaire  IV.  —  Quand  une  équation  f  (x)=0  a 
toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  p  d^s  racines  positives 
est  égal  au  nombre  v  des  variations,  et  le  nombre  n  des 
racines  négatives  est  égal  au  nombre  \'  des  variations  de 
la  transformée  en  ( —  x). 

■ 

On  peut  d'abord  observer  que  la  somme  vh-  v'  de  ces 
deux  nombres  de  variations  ne  surpasse  pas  le  degré  m  de 
I  équation.  En  effet,  si  Téquation  est  complète,  cVst-à-dire 
si  f(x)  renferme  m-hi  termes,  la  somme  du  nombre  des 
variations  et  du  nombre  des  permanences  de  f(x)  est 
égale  à  m;  mais,  quand  on  change  x  en  (  — x),  les  varia- 

(*)  Cet  le  proposition  complète  le  Théorème  de  Descaries. 
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tiens  deviennent  des  permanences,  et  réciproquement  (*)  : 
donCy  dans  ce  cas,  t;  +  t;'=m.  D'un  autre  côté,  si  Ton 
supprime  quelques  termes  de  f(x)f  les  nombres  v,  v' 
pourront  bien  diminuer,  mais  ils  n'augmenteront  pas  : 
donc,  en  général, 

t7-i-t?'^m.  (i) 

Supposons  actuellement  que  toutes  les  racines  soient 
réelles,  auquel  cas 

p  H-  n  =  m.  (2) 

La  comparaison  des  relations  (i)  et  (2)  donne 

V -f- r' ^p -♦- #1.  (3) 

Or,  p  ne  surpasse  pas  v,  n  ne  surpasse  pas  v';  donc 

p  =  v,    n  =  t?'. 


En  outre. 


V  '\'V'  =  m. 


t9#.  Corollaire  V.  —  Si  la  multiplication  de  f  (x)  par 
X  —  a  introduit  2k  -h  1  variations,  f  (x)  =  0  a,  au  moins, 
2k  racines  imaginaires.  (Sturm.) 

Soient  2t  le  nombre  de  ces  racines,  et  v  le  nombre  des 
variations  de  f(x).  On  a ,  en  conservant  les  notations  pré- 
cédentes,   

p  =  m  —  n  — 2t  "^  v; 

donc  

n'^m  —  v  —  2i.  (1) 

(x — (^f{^)  ayant,  par  hypothèse,  v-h2A"+-l  variations,  la 

transformée  en  — x  en  a,  tout  au  plus,  m-i-l — (t?-i-2A:-i-l). 

Ainsi 

n  ^  m  —  w  —  2A.  (2) 

n  En  effet,  de  deux  termes  consécutifs,  un  seul  change  de  signe  : 
c'est  celui  qui  contient  une  puissance  impaire  de  x. 
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Coiiséquemmenty 

m  —  V  —  2fc  ^  m  —  V  —  2t , 

ou 

999.  Remarques. — I.  Le  Théorème  de  Descartes,  appli- 
qué à  une  équation  incomplète,  indique  presque  toujours 
Texistence  d'un  certain  nombre  de  racines  imaginaires  (*). 
Soit,  par  exemple, 

f[x)  =  x*  -♦-  x«  -f-  2x*  —  X  -4-  i  =  0. 

D  après  le  nombre  des  variations  de  f(x)  et  de  /"( — x), 
on  trouve  que  cette  équation  a,  au  plus,  deux  racines  posi- 
tives et  une  racine  négative  :  elle  a  donc,  au  moins,  six 
racines  imaginaires. 

IL  En  particulier,  s'il  manque  un  terme  entre  deta: 
tet^mes  de  même  signe,  l'équation  a,  au  moins,  deux  racines 
imaginaires. 

Prenons 

f{x)  =  X"  -+-...  ±  Gx«  db  Hx»-'  ^ h  T. 

Quel  que  soit  le  signe  de  x,  il  n'y  a  aucune  variation 
entre  ±  Gx'  et  ±  Hx^*.  Conséquemment,  en  employant 
les  relations  précédentes  : 

V  -H  v"^  (m  —  q)  -^  q  —  2, 
ou 

_  • 

et ,  à  plus  forte  raison , 

p  '\'  n^m  —  2. 

(*)  Cependant  une  éqaaillon  incomplète  peut  avoir  toutes  ses  racines 
réelles  :  Téquation  ic*~7jî-f-6  =  0a  pour  racines  -♦- 1 ,  -♦-  2,  —  3. 
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III.  Ce  n'est  pas  tout  :  Si,  en  multipliant  f  (x)  par  un 
binàme  convenablement  choisi,  on  peut  faire  disparaitre  un 
certain  nombre  de  termes,  l'équation  f  (x)=0  a  des  racines 
imaginaires. 

Soit,  par  exemple ,  Féquation 

x^  H-  jt"  h-  a"  -4-  X*'  —  X*  —  X»  —  X*  -♦-  x'  -♦-  X  -♦- 1  =  0. 

L'application  du  Théorème  de  Deseartes  et  du  Corol- 
laire III  donne  seulement 

p  <  2,    n  ^  9. 

Mais,  si  Ton  multiplie  le  premier  membre  par  x —  1, 
Téquation  devient 

x"  —  X*»  —  (x'  —  X*)  -♦-  X»  —  i  =0, 

ou 

x"  — X*"—  x'-+-x*  -i-x»  — i  =  0; 

ei,  par  le  changement  de  x  en  —  x  : 

ar"  _  *«•  H-  x'  -^  X*  —  X»  —  i  =  0. 

Ainsi  y 

n  ^  3. 

La  proposée  a  donc,  au  moins,  huit  racines  imaginaires. 

A  a  Ire*  Ihéorèate*. 

9HH.  Théorème  de  Rollb  (*).  —  Deux  racines  consécu- 
tives d'une  équation  algébrique  comprennent  entre  elles  un 
nombre  impair  de  racines  de  l'équation  dérivée. 

Soient  a,  b  deux  racines  consécutives  de  Téquatlon 
/•(x)  =  0;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  o  <  6.  Si  x 

(*)  Michel  Rolle,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  mort  au  com- 
mencement du  dix-huitième  siècle. 
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varie  entre  a  et  6 ,  f(x)  conserve  le  même  signe  dans  Tin- 
tervalle  :  admettons  que  ce  soit  le  signe  +.  Pour  x  =  a, 
la  fonction  f{x)  est  crowante  (f  #9);  donc  la  dérivée  est 
positive.  Au  contraire ,  f(x)  est  déaroissante  pourx  =  6; 
et  la  dérivée  est  négative  {*).  D  après  le  Théorème  III  (wn)^ 
les  quantités  a,  6  comprennent  donc  entre  elles  un  nombre 
impair  de  racines  de  1  équation  f  (x)  =  0. 

199.  Corollaire  I.  —  Entre  deux  racines  œnsécuiives  de 
f '(x)=  0,  il  ne  peut  y  avoir  pliu  d'une  racine  de  f(x)=0. 

Soient  a^ ,  6^  ces  deux  racines  consécutives.  Si  Ton  pou- 
vait  avoir 

a4<  a  <6<6,, 

il  n'y  aurait,  entre  a  et  6,  aucune  racine  de  Téquation 
f(x)==0;  contrairement  au  théorème. 

i99#.  Corollaire  II.  —  Les  racines  réelles  de  l'équa- 
tion dérivée  séparent  les  racines  réelles  de  l'équation  pri- 
mitive. 

En  effet,  si  ag,  61,  Ci,  ...  sont  les  racines  réelles  de 
f(x)=^0,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  il  ne  peut  y 
avoir,  entre  a^  et  6-1 ,  plus  d'une  racine  de  f(x)  =  0.  De 
même  pour  6^  et  c^  ;  etc.  (**). 

98t.  Corollaire  III. — Si  l'équation  f(x)=0  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  chacune  des  équations  f  (x)=0, 
r'(x)  :=  0,  ...  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

989.  Théorème  de  De  Gua  (***).  —  Quand  une  équation 
a  toutes  ses  racines  réelles,  le  carré  d'un  coefficient  quel- 
conque surpasse  le  produit  des  deux  coefficients  voisins. 

(*)  Ces  proposiUoDS,  évidentes  à  l'îDspection  de  la  courbe  représentée 
par  y  S3  f{x)^  supposent  que  a,  b  sonl  des  racines  simples. 

(**)  C*est  sur  cette  remarque,  bien  simple,  que  Rotle  avait  établi  1^ 
Méthode  des  cascades. 

(***)  Académie  des  sciences,  1741. 
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Considérons  quatre  termes  conséeutifs  de  Téquation 


-♦-  Eaf^  -*-  Fa^  -«-  Gx"-*  -+-  Hjf*  -^  ...; 


multiplions  ce  quadrinôme  par  x  —  h;  puis  disposons  de  A 
de  manière  à  faire  disparaître,  du  produit,  le  terme  en  of  : 
réquation  proposée  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  les 
coefficients  de  af*^  et  de  af~*  devront  avoir  des  signes  con- 
traires (999,  II).  On  obtient,  à  cause  de  A  =  ^' 


P  — EG       ,      FH  — G«      , 

—  af^*  H x'"* 


Ainsi  déjà ,  les  binômes 

P  — EG,    G'  —  FH,  ... 

ont  même  signe. 

Pour  déterminer  ce  signe  commun,  il  suffit  d'appliquer 
le  calcul  précédent  au  trinôme 

Ax"  -4-  Bx— *  -4-  Cx— ", 

R  RS 

en  faisant  A  =  ^  :  on  trouve  C  —  -^  <  0.  On  a  enfin,  puis- 
que A  est  positif  : 

B»>AC,    C*>BD,    D«>CE,  ... 

MS.  Corollaire.  —  5i  les  coefficients  ne  satisfont  pas 
tous  à  la  condition  énoncée,  l'équation  a  des  racines  imagi- 
naires. 

994*  Remarque.  —  La  réciproque  du  théorème  de 
De  Gua  n'est  pas  exacte  :  Téquaiion 

x'  -^  SC^  —  X* —  X*  -♦-  X*  -H  x'  —  X  —  1=0, 

qui  satisfait  à  toute$  les  conditions  énoncées,  a  des  racines 
imaginaires.  En  eflfet,  le  premier  égale(x-*-l)*(x—l)(x*-»-î). 
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I.  Théorème.  —  Si  trois  tenues  consécutifs  sont  en  pro- 
gression par  quotient^  l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

II.  Théorème.  —  Si  les  coefficients  de  quatre  termes  con- 
sécutifs sont  en  progression  par  différence,  Véquation  a  des 
racines  imaginaires.  (Hermite.) 

III.  Théorème  de  Fourier  (*).  —  Soient  X  =  0  une  équa- 
tion donnée,  et  X\  X",  ...,  X^"'  les  dérivées  successives  du 
premier  membre  :  la  différence  entre  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite  X,  X',  X", ...,  X**^,  pourx=ay  et  le  nombre 
des  variations  de  la  même  suite  pour  x  =  P,  n'est  pas 
moindre  que  le  nombre  des  racifies  réelles  de  Véquation, 
comprises  entre  a  et  ^. 

IV.  Théorème.  —  Si  l'équation  f(x)=0  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles  et  inégales,  l'équation  obtenue  en  ég(dant  à  zéro 
la  seconde  dérivée  de  j-r,  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

V.  Théorème.  —  L'équation 


xT-k- 


a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  (H.  Laurent.) 

VI.  Théorème.  —  L'équation 

x-^  -♦-  Bx"^*  -k-  Cx— •  H 1-  Sx  H-  T  =  0, 

de  degré  impair,  a  au  moins  une  racine  réelle,  comprise  entre 

2-+*  |/|  e<  —  î"""'  |/| .  (Tchébychew.) 

VII.  Théorème.  —  Si  l'équation 

Ax"  H h  Dx'  -*-  Ex'-*  -f-  Fx'-*  -¥-  Gx^'  h 1-  U  =  0 


(*)  Jean-Baptiste  Fourier,  membre  de  r Institut;  né  à  Aaierre,  en  1768; 
mort  en  1830. 
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a  toutes  ses  racines  réelles,  les  coefficients  D,  E,  F^  G,  de 
quatre  termes  consécutifs,  vérifient  l'inégalité 

(DG  —  EF)'  —  4  (E*  —  DF)  (F»  —  EG)  <  0. 

VIIL  Théorème.  —  Si  l'équation 

ar  —  A4X— '  -4-  A^"-* db  A„  =  0 

a  toutes  ses  racines  positives,  les  nombres  Aj,  Ao,  ...  A„ 
vérifient  les  inégalités  : 

A.>mV/A„,    A.>      Y2     MÂJ'. 
m  {m  —  i){m  —  2)  «,- 


A» >   ^    ^^;^ — -v{Kf. .... 


CHAPITRE  XVI. 

RECHERCHE  DES  RACINES  COMMENSURABLES. 


i^BdltlOBS  aux^nellMi  ■atlsfOBi  le«  racines  eBCIèrca* 

99&«  Théorème  I.  —  l**  Toute  racine  entière,  d'une  équa- 
tion 

A„x"  -+-  A|X"-*  H-  A^"-'  H- ...  +  A^  =  0  (i) 

à  coefficients  entiers,  divise  : 

Le  dernier  terme. 

Le  coefficient  de  x  augmenté  du  quotient  de  la  première 
division. 

Le  coefficient  de  x^  augmenté  du  quotient  de  la  deuxième 
division. 


15 
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Le  coefficient  de  x"~  *  augmenté  du  qtwtient  de  la  (m— -1  )**^ 
division; 

2"  Le  quotient  de  la  dernière  division  est  égal  au  coeffi- 
cient du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire; 

3"  Tout  entier  y  qui  jouit  des  propriétés  précédentes,  est 
racine  de  Véquation. 

Soit  a  une  racine  entière  de  Téquation  (1).  En  repré- 
sentant par 

BoX— *  -H  B,*— •  -+-  B,x"-»  -> H  B«_,x  -4-  B«_| 

le  quotient  du  premier  membre  par  x— a,  nous  aurons  (tM): 

Ao  =  Bq,     A4  =  B|  —  BoO,     A,  =  Bi  —  B^a,  ...,) 
A,_,  =  B«_,  —  B«_ta,     A^  =  — B«_ia.  ) 

Ces  diverses  égalités,  dans  lesquelles  Bq,  B|,  Bj,  ...»  B._ 
sont  évidemment  entiers,  donnent 

A«  A,_,  —  B^. 

"•»-l> "«-IJ    •.-5 

a  a 

__  )    (5) 

=  —  Bo»    — Bo  =  —  Ao; 

a 

on  sorte  que  les  deux  premières  parties  du  théorème  sont 
démontrées. 

D'ailleurs,  Télimination  de  B|,  B2,  B3, ...,  entre  les  équa- 
tions (3),  conduit  à 

A^  -♦-  A»_,a  -H  A._,a*  -♦-  —  -+-  A,a"^*  -♦-  Aoa"  =  0; 

donc  tout  entier,  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées,  est 
racine. 

■eckerclie  des  raelnea  entières. 

9^%*  La  détermination  des  racines  entières  résulte,  im- 
médiatement, du  théorème  précédent.  En  efiet,  après  avoir 
cherché  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des 
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racines  (•&4),  on  formera  tous  les  diviseurs  du  dernier 
terme  de  Téquation,  compris  entre  ces  deux  limites,  et  Ton 
rejettera  successivement  ceux  qui  ne  satisfont  pas  à  toutes 
les  conditions  indiquées  ci-dessus  :  les  diviseurs  restants 
seront  les  racines  entières  cherchées  (*). 

Les  exemples  suivants  montrent  suffisamment  la  marche 
h  suivre. 

•87.  Applications,  —  L  Trouver  les  racines  entières  de 
l'équation 

f(x)  =,2x*  -4-  4a:»  —  59x«  —  61a:  4-  30  =  0. 

On  peut  prendre  pour  limites  —  7  et  H-  6.  Les  diviseurs 
de  30,  compris  entre  ces  deux  quantités,  sont,  en  excluant 
+  1  et  —  1  : 

5,     3,    2,    —2,    —3,    —5,    —6. 

Le  calcul  se  dispose  ainsi  {**)  : 


Diviseurs  .  .  . 

5 

3 

â 

—    2 

-    3 

—    5 

-    6 

Qttoiienu  .  .  . 

6 

iO 

15 

15 

~  10 

-    6 

-    5 

Dividendes  .  . 

-  W 

-  5i 

—  46 

-  76 

-  71 

-67 

-66 

Quotienu  .  .  . 

-  a 

~n 

-  23 

H- 38 

4-11 

Dividendes  .  . 

~  70 

-76 

-  82 

-21 

—  48 

Quotients  .  .  . 

-  44 

» 

-44 

> 

-4-    8 

Dividendes  .  . 

-  iO 

> 

s 

» 

-+-12 

Quotients  .  .  . 

-    2 

» 

B 

« 

-    2 

(*)  On  De  soumet  pas  à  ces  essais  les  diviseurs  + 1  et  —  1  :  il  est  plus 
court,  pour  ceux-ci,  d'employer  la  substitution  directe. 

(**)  Les  diviseurs,  au  lieu  d'être  essayés  simultanément,  peuvent  Télre 
successivement.  Ce  second  procédé,  souvent  plus  expédilif  que  le  premier^ 
est  moins  régulier  que  celui-ci. 


2^  ALGÈBRE* 

Les  racines  entières  sont  +  5  et  —  6.  Le  quotient  de 
f{x)  par  X  +  6  est,  d'après  les  équations  (3)  (t^ft), 

2a:»— 8x*— Mx-4-5. 

De  plus,  ce  polynôme,  divisé  par  x —  5,  donne 

2a:'-t-  2x  — 4. 
Donc 

/•(x)  =  (x  H-  6)  (x  —  5)  (2x'  -4-  2x  —  1). 

IL  Trouver  les  racines  entières  de  V équation 

f[x)  =  X»  —  4x*  —  lOlx»  -+-  i 4x«  -h  504x  -♦-  576  =  0. 

Les  racines  sont  comprises  entre  — 9  et  h-  13.  En  opé- 
rant comme  dans  Texemple  précédent  (*),  on  trouve  que 
les  racines  entières  sont  — 8  et  h-  12.  Par  suite, 

/■(x)  =  (x  -f-  8)  (x  —  12)  (x»  —  5x  —  6). 

%%%•  Remarques,  —  L  On  voit,  par  le  second  exemple, 
que  Ton  peut  faire  beaucoup  d'essais  inutiles.  Pour  en  di- 
minuer  le  nombre,  on  s'appuie  sur  la  proposition  suivante, 
dont  la  démonstration  résulte,  immédiatement,  de  la  divi- 
sibilité algébrique  de  f{x)  par  x —  a  (99ll)  : 

Si  a  est  racine  entière  d'une  équation  f  (x)=0,  à  coeffi- 
cients entiers,  a —  1  divise  f(1),  e(  a-f-1  divise  f( — 1). 

Dans  le  dernier  exemple  : 

f{i)='^  1  —  4  —  101  -4- 14 -h  504 -+-576  =  990, 
/•(—  1)  ==  —  1  —  4  +  101  -+-  14  —  504  -♦-  576  =  182. 

(*)  Voir,  ci-contre,  le  tableau  des  calculs. 
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l 


II 

CD 

+ 
5 


+ 

T 
I 


9< 

+ 


Od 


00 

+ 


+ 


ce 


(H 

+ 


9^ 


«O 


00 


+     +     +     +     +      I 


I       I       I 


+     + 


91       ;0       94       ep 

r-      r-      t^      SB 

+       +        +       + 


CD       O       O       «9<       Od 
+        +        +       +        +         I 


A  A  A 


•♦  QO  35  «  •*  1- 

•+  3  ®  t^  "*  >o 

^^  CD  ^-  •*• 

+  +  +  +  +  1 


S 


Od 


+  +  +  +  +   I 


«     r-     »     •*     «I     ^* 

+      +      +      +      +      +     +     +      + 


1     +     1     I     +     I     +    + 


05       «H       *î^       ^       ^       l^  ^ 

^a       09       ^*  A         a         » 


I         + 


I         +         I 


:$ 


g    SS    s   g 


A  A  A 


I  +  I 


+  I 


S    8   8    35    *    » 

9  •  A  A 

I      +      I       I      +      I 


I   +   I    I   +   I   +  +   I 


2S0  ALGÈBRE. 

Le  premier  nombre  n'admet  aueun  des  diviseurs 

(-6-1),    (-3-1),    (8-1),    (9-1). 

Le  second  n'est  divisible  par  aucune  des  quantités 

(-4^-4),    (2^-1),    (3  +  1),    (4^1). 

Par  conséquent,  les  seuls  diviseurs  à  essayer  sont 

—  8,     —2,     -♦-G,     -4-12. 

II.  Quand  on  a  reconnu  que  I  équation  proposée  admet 
une  racine  entière  a,  on  doit  examiner  si  cette  racine  est 
multiple,  e'est-à  dire  si  i  équation  a  plusieurs  racines  égales 
à  a  (••!).  Pour  cela,  après  avoir  divisé  f(x)  par  x  —  a, 
on  cherche  si  ce  quotient  est  encore  divisible  par  x  —  a; 
et  ainsi  de  suite. 


lilHilIc  da  BOBibre  des  raclaes  enllè 


9SO.  Théorème  II  (*).  —  Soit  f(x)  =  0  une  équation  à 
coefficients  entiers.  Soit  a  un  entier  quelconque,  positif  w 
négatif.  Si  le  produit 

f{a)  f(oL  ^-  1)  /-(a  -H  2) ...  /•(«  -4-  n  —  1) 

est  divisible  par  n*",  k  est  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  entières  de  l'équation  f  (x). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Féquation  proposée 
ait  quatre  racines  entières  a,  b,  c^d.  Alors 

/•(x)  =  (x  — a)  (x  — 6)  (x  —  c)(x  —  d)  ç)  (x), 

(*)  Dû  à  M.  G.  de  Honlebello  (Nouvelles  Annales  de  mathématiqves, 
t  XVIII).  Ce  théorème,  contena  en  partie  dans  les  Recherches  arithmélf- 
ques  de  Gauss,  renferme  les  propositions  de  Gauss  et  de  H.  Gerono,  que 
nous  citerons  plus  loin. 
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9  (x)  étant  un  polynôme  à  coeflicients  entiers;  puis 

/'(a)/'(a-+-l).../'(oH-w— l)  =  (a— a)(a-f-1 — a)...(a-4-n— 1— o) 

X  (a— 6)(a-*-l--6)...(a-*-n— i— 6) 
X  (a — c)(a4-i — c)...(a-*-n — I — c) 
X  (a— rf)(a-*-1— rf)...(a4-n— i— rf) 
X  f(a)y(a-*-l)...f(a-f-n  — 1). 

Les  n  facteurs  contenus  dans  la  première  ligne  du  se- 
cond membre  sont  entiers  et  consécutifs;  donc  un  de  ces 
/acteurs,  et  un  seul,  est  divisible  par  n  {*).  De  même  pour 
les  facteurs  contenus  dans  les  trois  lignes  suivantes.  D'ail- 
leurs cp  (a)  9  (a  •+-  1)  ...cp(a-4-  n —  1)  est  un  entier,  positif  ou 
négatif.  Donc  le  premier  membre  de  l'égalité  est  divisible 
par  une  puissance  de  n  dont  l'exposant  est  égal  ou  supé- 
rieur  à  quatre.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

99%.  Corollaire  I.  —  5t  aucune  des  quantités  f  (a) 
f  (a  -f- 1),  ...  f  (a  -h  n  —  1)  n'est  divisible  par  n ,  l'équation 
f  (x)  =  0  n'a  pas  de  racine  entière. 

••t.  Corollaire  II.  —  5i  f  (0)  et  f(l)  sont  impairs. 
Inéquation  n'a  aucune  racine  entière  (**). 

^•t.  Corollaire  III.  —  Si  aucune  des  quantités  f  ( —  1), 
f  (0),  f  (h-  1)  n'est  divisible  par  3,  l'équation  n'a  pas  de 
racine  entière  (***). 

t.  Application.  —  Soit,  comme  ci-dessus, 


f{x)  =  X»  —  4x*  —  lOix»  -H  Uj*  -+-  504x  -+-  576; 

d'où 

f (0)^^76,    /•(!)  =  990,    /■(— i)  =  182. 

{*)  Si  Ton  ajoute  à  loas  ces  facteurs  un  même  multiple  de  n ,  conve- 
oablemeiit  choisi ,  on  les  transforme  en  n  nombres  entiers  consécutifs, 
parmi  lesquels,  évidemment,  se  trouve  un  multiple  de  n,  et  un  seul. 

(*')  Gauss  {Nouvelles  Annexes,  t.  XVI). 

(***)  Gerono  (Nouvelles  Annales,  t.  XVI).  Il  est  bon  d'observer  que  /"(O) 
est  le  dernier  terme  de  réquation. 
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Le  produit  de  ces  trois  nombres  est  divisible  par  3^  et 
non  divisible  par  3';  donc  Téquation  f(x)=0  n'admet  pas 
plus  de  quatre  racines  entières. 

MI4.  Théorème  III.  —  Soit  f(x)  =  0  une  équation  à 
coefficients  entiers.  Soit  p  un  nombre  premier,  diviseur  du 
dernier  terme.  Si  f  (p)  est  divisible  par  p^,  k  est  ufie  limite 
supérieure  du  nombre  des  racines  entières  divisibles  par  p. 

En  effet,  si  a,  6,  c,  d  sont  ces  racines,  on  a 

Ap)  =  (p-«)(P-fr)(p-^)(p-d)?{p)^ 
et  le  second  membre  de  cette  égalité  est  divisible  par  p^. 

Mecherelie  éem  raelneii  ffracUsanalre*. 

t9ft.  Théorème  IV.  —  Toute  équation  à  coefficients  en- 
tiers, dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité, 
n*a  aucune  racine  fractionnaire. 

Soit,  s'il  est  possible,  ~  une  fraction  irréductible  qui 
vérifie  I  équation 

X"*  -+-  A,x— *  -^  A^*-*  H h  A„  =  0,  (4) 

Af,  Aji, ...,  A„  étant  entiers.  Remplaçant  x  par  |,  et  ninl- 
(ipliant  tous  les  termes  par  (3*""',  nous  aurons 


aT 


Ë  désignant  un  nombre  entier.  Or,  cette  égalité  est  impos- 
sible,  car  -j  est  une  fraction  irréductible,  (ff.,  Arith.,  93 
et  111). 

9MI.  Au  moyen  de  ce  théorème,  ou  ramène  la  recherche 
des  racines  fractionnaires  à  la  recherche  des  racines  en- 
tières. En  effet,  si  Féquation  f(x)  =  0  n'a  pas  la  forme  (4), 
on  peut  toujours,  en  multipliant  toutes  les  racines  par  un 
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nombre  entier  fc,  choisi  convenablement^  trouver  une  trans- 
formée F(y)  =  0,  dont  le  premier  terme  ait  pour  coef- 
ficient Funité  (t48).  Si  a^b^Cy  ...  sont  les  racines  en- 
tières de  cette  transformée,  les  racines  de  la  proposée  sont 

abc 

-i  -9  —9    ••• 
k      k     k 

t99.  Remarque.  —  On  pourrait,  de  cette  manière,  trou- 
ver à  la  fois  les  racines  entières  et  les  racines  fractionnaires 
de  réquation  f(x)  ==  0.  Mais  il  vaut  mieux  la  débarrasser 
d  abord  de  ses  racines  entières  :  le  calcul  de  la  transformée 
en  devient  plus  simple. 

tus.  Application. 

f{x)  =  2ix*  —  44x*  ^  45x'  —  Î24x  -♦-  4  =  0. 

Cette  équation  n'a  pas  de  racines  négatives.  De  plus,  elle 
na  aucune  racine  entière;  car  la  méthode  de  Newton 
donne  1  pour  limite  supérieure.  Changeant  x  en  ^,  on 
irouve 

F  (y)  =  y  —  4ly»  -v  945y'  —  10  USy  -4-  37  044  =  0. 

Les  valeurs  de  x  étant  plus  petites  que  1,21  est  une 
limite  supérieure  des  valeurs  de  y.  Il  suffit  donc  d'essayer 
les  diviseurs  de  37  044,  moindres  que  21 .  Ces  diviseurs 
sont  : 

2,    3,    4,     6,     7,     9,     12,     14,     18. 

On  peut  même  rejeter  3,  4,  7,  9, 12, 18;  car  ces  facteurs, 
diminués  d'une  unité,  ne  divisent  pas  F  (1)  =  27  365.  Le 
calcul  se  réduit  donc  à  ce  qui  suit  : 
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i                     6          1         1( 

1 

• 

■ 

1 

-♦-    7  ««    1     -  4  410         -  7  938 

1                      ■ 

+    3$«9 

1 

—      7S    r     —      587 

1 

+    4  914 

-4-410         -H     378 

• 

-^     35  j   -1-     *r 

• 

-         6    ;    -       i4 

• 

1                     i 

1 

Les  valeurs  entières  de  y  sont  6  et  14.  Ainsi, 


'  ""  2Ï  ~"  7* 


14 


2 
5 


On  lrou\e  ensuite 


/"(x)  =  l7x-2);3x-:i)(x^-x-H  !)• 

K  Au  lieu  de  eliereher  la  transformée  F  (y}=0  (99é), 
oo  peut  détenntoer  direeiement  les  rarines  fractionnaires 
de  la  proposée.  Cette  reeherebe  est  fondée  sur  h  proposi- 
tion suivante,  dont  la  démonstration  ne  saurait  embar- 
rasser le  lecteur. 

••••  Théorème  V.  —  Si  la  firaciùm  irréducHbie  j  est 
racine  d'une  équation  f  (x)  =  0 ,  à  coeffidenU  entiers  : 
1*  a  divise  le  dernier  terme;  2*  (3  divise  te  coefficient  du 
premier  terme;  5*  le  quotient  de  f  (x),  par  Px  —  a  j  est  un 
polynôme  à  coefficients  entiers. 

^I*  Application.  —  Soit,  comme  précédemment, 

f(x)  =  21x*  —  4lx^  -H  45x»—  24x  +  4  =  0. 


Les  fractions  à  essayer  sont  J»  {,  |,  *.  *-  Les  eoeffi- 


1 
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cients  des  quotienls  correspondants  sont,  par  la  règle  con- 
nue (tftO,  II). 

i 

2i  —  54      »       »       »    —  n'est  pas  racine. 

5 

i 
21  —  38      »       »       »    —  n'est  pas  racine. 

7 

2 
24—27  +  27  —  6    0   -  est  racine  (*). 

5 

2 

21  —  2i  -H  21       0         -  est  racine. 

7 


lilnite  dn  Bombre  des  raeln^a  fraction  va  Ires. 

sot.  Le  Théorème  II  s  applique  aux  racines  fraction- 
naires comme  aux  racines  entières,  pourvu  que  n  soit  pre- 
mier avec  le  coefficient  du  premier  terme  de  f(pc)  (**). 

I.  Trouver  les  racines  commcnsurables  des  équations 

6x*—    19*»-*-    28x»—    48x-t-    4  =  0, 

8a;*—   38x'-+-    49i'—    22x -t-    3  =  0, 

64x*  —  528x»  -h  574x»  —  593jc  -+-  90  =  0. 

II.  Résoudre  complètement  les  équations 

ar*— 2x*— 6x'-«-4x'-H  1 3x-f-6  =  0, 
a:«_i2x«-+.54x*—404x»-f-45x»-^108x— 108  =  0, 
a;»—  i  2xV53x*-92x»-9x*-^2 1 2x'  - 1 33x*-!08x-  \  08=0, 
21  x«—  83x»—  2  393x*-*-  4  806x'—  5  348x*-4-  2  872x—  480  =  0. 

(*)  Le  quotient  de  f{x)  par  x— |  étant  2ix*— 27x*-h27x—  6,  nous 
avons  divisé  ce  polynôme  par  x — J  :  le  second  quotient  est  21  (x* — x-f- 1  ). 
(••)  Nouvelles  Annales,  t.  XVIII. 
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CHAPITRE  XVII. 

DES  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS. 


Préllmlnalrea. 

SOS.  La  résolution  des  équations  du  premier  degré  est 
fondée  sur  la  proposition  suivante  :  On  peut  remplacer  le 
système  de  deux  équations,  par  un  autre  système  formé 
des  proposées  et  de  Véquation  qu'on  obtient  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  après  avoir  multiplié  l'une  d'elles  par 
un  facteur  constant  1  (B,,  Alg,,  65).  Ce  principe»  qui  sub- 
siste pour  les  équations  de  degré  quelconque,  peut,  étant 
convenablement  modifié,  s*appliquer  à  la  recherche  des 
racines  communes  à  deux  équations  algébriques 

F,(x)  =  0,    F,(x)  =  0.  (!) 

En  effet,  si  ces  équations  ont  une  racine  commune  a, 
celle-ci  satisfait  à  Téquation 

F,  (x)  -*-  iFj  (x)  =  0. 

Réciproquement,  toute  racine  commune  aux  équations 

F,(x)  =  0,    F,(x)H->F,(x)==0,  (2) 

est  une  racine  de  Téquation  F|  (x)  =  0.  Par  conséquent,  le 
svsième  (2)  équivaut  au  système  (1). 

Fias  ffraHd  «•■imuH  dlvlnear  de  deai  poljrndme*. 

M4.  Avant  d*aller  plus  loin,  remarquons  que  si  les  équa- 
tions (1)  admettent  plusieurs  racines  communes  a,  6,  c,  ..., 
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ky  leurs  premiers  membres  sont  divisibles  par  le  produit 

[x  —  a)  (x  —  6)  (x  —  c) ...  (x  —  k) 

des  facteurs  correspondant  à  ces  racines,  et  qu*il  en  est  de 
même  pour  les  premiers  membres  des  équations  (2). Si  ion 
convient  d'appeler  pltis  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers  9  (x),  ^  (x),  le  produit  des  facteurs  du 
premier  degré,  de  la  forme  x  —  a,  communs  à  ces  poly- 
nômes, on  voit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  F^  (x)  et  F^  (x),  est  égal  au  plus  grand  commwi 
dimseur  des  polynômes  Fj(x)  et  F|  (x)-+-iFj(x). 

S#&.  Les  conclusions  précédentes  subsistent  si  Ton  rem- 
place la  constante  ^  par  une  fonction  de  x,  pourvu  que  cette 
fonction  ne  devienne  pas  infinie  pour  une  valeur  de  x  satis- 
faisant au  système  (1)  ou  au  système  (2)  :  en  particulier, 
X  peut  être  un  polynôme  entier,  déterminé  de  façon  que  le 
second  système  soit  plus  simple  que  le  premier. 

En  effet,  en  supposant  le  degré  de  F|  (x)  égal  ou  supé- 
rieur au  degré  de  Fj  (x),  divisons  le  premier  polynôme  par 
le  second,  de  manière  à  obtenir  un  quotient  entier  Q  et  un 
reste  F5(x),  de  degré  moindre  que  le  diviseur.  A  cause  de 

F|(x)  =  F,(x).Qh-F,(x), 

si  nous  prenons  i  =  —  Q,  le  système  (2)  se  réduit  à 

F.(x)  =  0,     F,(x)  =  0. 

Gonséquemment,  les  racines  communes  aux  équations 

Fi(x)==0,     F,(x)==0,  {\) 

sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  aux  équations 

F,(x)  =  0,     F,(x)  =  0,  (o) 

F3(x)  étant  le  reste  de  la  division  de  F^  (x)par  F^(x);  ou, 
ce  qui  est  équivalent  : 
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Le  plus  gratid  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le 
même  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  l'un  d'eux 
et  le  reste  de  la  division  de  l'autre  par  celui-ci. 

••••  Remarque.  —  Si  F|  (x)  est  exactement  divisible 
parF3(x)9  ce  second  polynôme  est  le  plus  grand  commun 
diviseur.  En  même  temps,  toutes  les  racines  de  Téqualion 
F,  (x)  =  0  appartiennent  à  F|  (x)  =  0. 

••7.  Les  raisonnements  précédents  s'appliquent  au  sys- 
tème (3),  puis  è  celui  qu'on  en  déduirait  comme  le  sys- 
lème  (3)  a  été  déduit  de  (1);  etc.  Donc,  après  avoir  divisé 
F,  (x)  par  Fj  (x),  on  divise  ce  second  polynôme  par  le  reste 
Fj(x),  puis  ce  premier  reste  par  le  deuxième,  et  ainsi  de 
mite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  F„  (x)  qui  divise 
exacteTnent  le  reste  précédent  :  ce  dernier  reste  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  F^  (x),  F3(x);  et  les 
racines  de  l'équation  F„(x)  =  0  sont  les  racines  communes 
aux  équations  F|  (x)  =  0 ,  Fj  (x)  =  0. 

ZOH.  Remarques,  —  I.  Si  Ton  arrive  à  un  reste  numé- 
rique, les  équations  F|  (x)  =  0,  Fj(x)==0  n'ont  aucune 
racine  commune;  et  leurs  premiers  membres  sont  dits 
premiers  entre  eux. 

II.  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes,  on  peut,  afin  de  simplifier  les  calculs, 
multiplier  par  un  facteur  numérique  arbitraire,  soit  un  divi- 
dende quelconque,  soit  même  un  dividende  ;}arfte/ quel- 
conque. En  effet,  l'introduction  de  ces  quantités  numériques 
n'altère  pas  les  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  communs  aux 
polynômes  proposées. 

III.  Les  explications  précédentes  suffisent  lorsque,  comme 
nous  Tavons  supposé,  les  deux  polynômes  donnés  sont 
[mictions  d'une  seule  lettre.  La  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  polynômes  contenant  deux  ou 
plusieurs  lettres;  et,  à  plus  forte  raison,  la  théorie  com' 
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plète  du  plus  grand  commun  diviseur  exigerait  des  dévelop- 
pements dans  lesquels  nous  croyons  ne  pas  devoir  entrer. 
K  Application. 


F|  (x)  =  2x»  H-  X*  —  X*  —  î2x*  -4-  x'  -4-  ix  —  1 , 
F,  (x)  =  2x*  -I-  3x»  H-  4x*  H-  X  —  2. 

Voici  le  tableau  des  calculs  : 


2x*-^  x'—  X*— 2x'-+-  x*-4-2x— i 
2x*— 3x»— 4x*—  x»-+-2x' 


2x*-h  Sx^H-ix^-t-x— 2 


x'—  X  — < 


— 2x'— 5x*--3x"-f-  ûx'-i-2x— I 
-H2x'-+-3x*-f-4x'-*-  x" — 2x 


— 2x*-f-  x'-4-4x' 
H-2x*-i-3x*-+-4x' 


-I-   X — 


1 
2 


X 

2x*-+-5x'-t-  4x'-H     X— 2 
(*)    4x*-+-6x»-+-  8x'-+-  2x— 4 


4x»-*-8x»-+-  X— 3  =  F8(x). 

4x*-i-8x'-4-x 


I 


— 4x*~8x"—    x'-+-  3x 


(*)  - 


2x»-*- 

7x*-+- 

3x- 

-4 

— 4x»-4- 

l4xV 

lOx- 

-8 

^4x»-4- 

8x«H- 

X- 

-3 

(•) 

22x'-t-i 

Mx- 

-H 

2x*+ 

X- 

-î 

4x"-^ 

8x'-*- 

X- 

-3 

-4x»- 

2x*-f- 

2x 

=  F,(x). 

2x'-HX 


-¥-X — \ 


2x-f-3 


6x*-+-  3x — 3 


La  troisième  division  se  faisant  exactement,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  donnés  est 

F*  (x)  =  2x«  -f-  X  —  4  (*•). 

(*)  Le  premier  et  le  second  dividende  oot  été  multipliés  par  3;  le  reste 
a  été  divisé  par  1 1.  Le  binôme  x  ~  1  n'est  donc  pas  le  quotient  de  F,  (jt) 
par  F,  (x)  :  ce  quotient  serait  \x  —  \, 

(*•)  Ou  plutôt  a?«  -♦-  i  a?  -  i. 
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Par  suite,  les  racines  communes  aux  équations  F^  (x)=Oy 
F2  (x)  =  0,  sont  données  par  2x*  ■+-  x —  1  =  0.  On  trouve 
x  =  —  l,x  =  5. 

Sta.  Remarque.  —  La  méthode  des  racines  commensu- 
rables  (M^%y  MN»)»  appliquée  aux  équations  F|  (x)  =»  0, 
F2(x)  =  09  aurait  fait  découvrir  que  les  premiers  mem- 
bres sont  divisibles  par  (x  +  l)(x  —  ~).  Supprimant  ce 
facteur,  on  serait  arrivé  aux  équations 

X*— 2x-f- 1  =  0,    x'-t-x-t-  2  =  0, 

dont  les  premiers  membres  sont  premiers  entre  eux.  On 
voit  donc  que,  avant  d'effectuer  l'opération  du  plus  grand 
commun  diviseur,  sur  les  premiers  membres  de  deux  équa- 
tions données,  on  doit  cherdier  les  racines  commensurables 
de  ces  équations. 


I.  Trouver  les  racines  communes  aux  équations 

X»  -t-  X*  —  48x'  -4-  19x*  -t-  29x  -f-  4  =  0, 
2x*  —  i6x'  -♦-  23x'  —  2x  —  1  =  0. 

H.  Même  recherche  pour  les  équations 

X*  —  43x*  -f-  8x»  -^  i9x*  -f-  8x  -♦-  i  =  0, 
3x»  —  26x»  -+-  i2x*  H-  i9x  -f-  4  =  0. 

III.  Théorème.  —  Soient  Fq,  F^  deux  polynômes  à  coef- 
ficients entiers,  dont  les  degrés  sont  m ,  m  —  1 .  Soit  Fj  le 
reste  de  la  division  cfe  B!  Fq  par  F^ ,  Bq  étant  le  coefficient 
du  premier  terme  de  F|.  Soit,  semblablement,  F3  le  reste 
de  la  division  de  QFi  par  Fj,  Cq  étant  le  coefficient  du 
premier  terme  de  F^,  Si  les  degrés  des  restes  F^,  F5  sont, 

16 
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comme  il  arrive  ordinairement,  m  —  %m  —  3,  fe  deuxième 
reste,  Fy,  est  divisible  par  Bî  (*). 

IV.  Appliquer  le  théorème  précédent  à  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  entre 

Fo  =  X*  -+-  x'  -♦-  2x'  -♦-  a:  -♦- 1 ,     F,  =  7a?'  -♦-  4a:"  -♦-  x  -♦- 1 . 

Résultat  : 

F,=79x*-h39«-4-46,  F5=— 7'(426x— 87),  F4=R=79».U65. 


CHAPITRE?  XVIII. 

THÉORIE  DES  RACINES  ÉGALES. 


PréllailHalres. 

« 

Sii.  Lemme.  —  Si  une  équation  f  (x)  =  0  n'a  pas  de  m- 
cines  égales,  les  polynômes  f(x)y  f  (x)  sont  premiers  entre  eux. 
Soit 

f(x)  =  (x  —  a)  (x  —  6)  (x  —  c) ...  (x  —  k)  (x  —  /); 

d^où  (f  M) 

X  —  a      X  —  6  X  —  / 

Le  binôme  x  —  a  divise  les  polynômes  entiers  /^, ..., 
2^;  mais  il  ne  divise  pas 

^^^^   =(x  — 6)(x-c)...(x  — A)(x  — /): 


X  —  a 


(*)  Ce  théorème  est  dû,  en  partie,  à  M.  Labatie  {Méthode  (TéliminaHon^ 
par  le  plus  grand  commun  diviseur,  2'  édition,  p.  8).  Mais  la  démon- 
stration de  l'auteur  exige  que  les  coefficients  de  F^,  F^,  soient  des  poly- 
nômes: ce  qui  n'est  pas  nécessaire  {Mélanges  mcUhématiques,  p.  352). 
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ce  binôme  n*est  donc  pas  facteur  de  f  (x).  Le  même  raison- 
nement est  applicable  aux  binômes  x — 6,  x — c, ...,  x  —  /; 
donc  f{x)  et  f  (x)  sont  premiers  entre  eux. 

St9.  Théorème.  —  Si  une  équation  f(x)«=0  a  des  ra- 
cines égales,  les  polynômes  f(x)y  r(x)  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  formé  du  produit  des  facteurs  correspon- 
dant aux  racines  égales,  chacun  d'eux  étant  pris  une  fois  de 
moins  que  dans  f  (x). 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  Téquation  f(x)=0 
ait  p  racines  égales  à  a,  9  racines  égales  à  6,  r  racines 
égales  B  c,  et  un  certain  nombre  de  racines  simples.  En 
représentant  par  tf  (x)  (*)  le  produit  des  facteurs  corres- 
pondant à  ces  dernières  racines,  nous  aurons 

f(x)  =  (x  -  a/  (x  -  6)'  (x  -  cy  f  (x).  (\) 

Par  suite, 

rW  p  7  r  f'(x) 

f{x)       X  —  a      X  —  6      X  —  c       »(x) 
et 

/"'{x)  =  D[Haf)-^{x-a)(x-6)(x-c)/(x)],     (5) 

si  Ton  fait  ;  pour  abréger  : 

\x  —  a      X  —  0      X  —  c/ 

D = (x  —  a)»^*  (x  —  6)'-*  (x  --  cy-'. 

Cela  posé»  les  polynômes  f(x)f  f*(x)  sont  divisibles  par  D. 
De  plus,  le  raisonnement  employé  ci-dessus  (Sflf  )  montre 
que  les  quotients  ^^  tlM  sont  premiers  entre  eux;  donc 
f(x)  et  f  (x)  onif  pour  plus  grand  commun  diviseur,  le 
produit  D. 

(*)  Si  réqnatioo  proposée  n*a  qne  des  racioes  multiples,  f  (x)  se  réduit 
à  Tunilé. 
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SIS.  Corollaire.  —  Pour  qu'une  équation  f(x)=0  ait 
des  racines  égales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  polynômes  f  (x), 
r  (x)  aient  un  commun  diviseur,  ou,  ce  qui  est  éqiiî?aleDt, 
que  cette  équation  et  l'équation  dérivée,  ('  (x)= 0,  aient  une 
ou  plusieurs  racines  communes, 

SI  A.  Les  explications  précédentes  montrent  comment  on 
peut  reconnaître  qu'une  équation  f(x)^=»0  a  des  racines 
égales.  On  peut  aller  plus  loin  et  ramener  la  résolution  de 
((x)=0  à  la  résolution  d'autres  équations  donnant,  respec- 
tivement, les  racines  simples,  les  racines  doubles^  les  racines 
triples,  ...,  de  la  proposée,  abstraction  faite  des  degrés  de 
multiplicité  de  ces  racines. 

Représentons  par  X|  le  produit  des  facteurs  correspon- 
dant aux  racines  simples,  par  Xj  le  produit  des  facteurs 
correspondant  aux  racines  doubles,  par  Xg  le  produit  des 
facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  ...,  diaque  fac- 
teur étant  pris  une  seule  fois;  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  la  proposée  n  ait  aucune  racine  dont  le  degré 
de  multiplicité  surpasse  4.  Nous  aurons 

/"(x)  =  X.XÎXÎXt 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  enti-e  f(x)  eif(x)  : 
d'après  le  théorème  ci-dessus,  D  =  XjXJX'. 

De  même,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et  sa 
dérivée  est  Di  =  XjXÎ. 

De  même  encore,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D^  et  sa  dérivée  est  Dj  =  X4 . 

D2  ne  contenant  plus  de  facteurs  multiples,  le  plus  grand 
commun  diviseur  Dj,  entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée, 
serait  Tunité. 
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Divisons  f(x)  par  D»  D  par  Di»  etc.;  nous  aurons  : 

— — =Q  ssXiXjXjXi, 
D 

Di 

--1=Q,  =  X3X„ 

En  troisième  lieu»  divisons  Q  par  Q|,  Qi  par  Q^»  etc.; 
nous  aurons  enfin  : 

7r=Xi,    ---=i=Xj,     pr"^^^»»     Qs^X^. 
vil  va  v« 

Les  équations  cherchées  sont  donc  : 

X|  =  0,    X,  =  0,    X5  =  0,    X4  =  0. 

StS.  Remarques.  —  I.  L'équation  Q  =  0  admet  toutes 
les  racines  de  la  proposée,  mais  chacune  d'elles  une  fois 
seulement. 

IL  A  cause  des  longs  calculs  qu'exige  la  méthode  des 
racines  égales,  on  doit,  avant  de  l'appliquer  à  une  équation 
proposée,  s'assurer  que  celle-ci  n'admet  aucune  racine  corn- 
mensurable. 

III.  La  remarque  précédente  et  les  théorèmes  I  et  II, 
énoncés  ci-après,  prouvent  qu't7  est  inutile  d'appliquer 
la  méthode  des  racines  égales  aux  équations  des  dnq  pre- 
miers degrés, 

•!••  Application. 

/•(x)  =  x*—  7x*  -4-  4x'  -♦.  7x«  -  2x  —  2  =  0. 
Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f(x)  et  f  (x)  est 

D  =  x*— X  — i. 
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On  a  ensuite 
puis  : 

^  =X.=:x*H-2x— 2,     Q,  =  X,  =  x«  — x—l; 
Qi 

donc 

f{x)  =  (x«  ^  2jr  —  2)  (x'  —  X  —  i)*. 


I.  Théorème.  —  5t  une  équation  a  une  seule  racine  mul- 
tiple, cette  racine  est  commetisurable  (*). 

IL  Théorème.  —  Si  une  équation  a  des  racines  dont  les 
degrés  de  multiplicité  soient  différents  les  uns  des  autres^ 
ces  racines  sont  commensurables  (*). 

m.  Théorème.  —  Si  f  (x)  est  divisible  par  (x— a)",  a  est 
racine  des  équations 

Ax)=o,  rw=o,  rw=o, ...,  r-'{x)=o; 

et  réciproquement. 

IV.  Exprimer  que  Féquation  aJ"H-pat"-i-ç  =  0  a  une 
racine  double. 

V.  Résoudre  complètement  Féquation 

4x« — 32x' -f- i  2i  X* — 229x*  H- 251  x"  —  i  ttâx -4- 44  =  0. 
Résultat  : 

x  =  7(3±l/7V/=n"),    x=i(5rbl/T9l/:^). 
4  2 

(*)  n  est  sous-enteoda  que  les  coelDcieots  de  Féquation  sont  oonuneii- 
surables. 
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VI.  Même  recherche  pour  Téquatioa 

X*»— 2x»H-rt»— 4x'-*-V— 6x»— x*— 4x'— x'  — 2x— 1=0. 
Résultat  : 

x=!zb\/2,  x=i(izfcl/3l/=ï),  x=^-(idz[/ï[/~\). 

VIL  Résoudre  Téquation 

a*x»  —  3aV  -f-  4o«  (^  •+■  «')  a^*  —  C»'^'  —  6a V 

-^  4  (i  -♦-  a')  X»  —  ox  H-  I  =  0. 

Résultat  : 

X  =  —  i,    o*x*  —  2o'x'  -H  2x  —  i  =  0. 

VIII.  Théorème.  —  Soit  f  (x)  =  [x  (1 — x)]"  :  l'équation 
ft'>(x)  =  0  a  /ou;e«  «c«  racines  comprises  entre  0  et  t. 

(Gauss.) 

IX.  Théorème.  —  Soit  f(x)=XiXîX; ...;  soit  D  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  f(x)  et  ('(x)*  ^^'^  ^fi^  ^' 
la  dérivée  de  D  :  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

^^  et  î^  est  X|.  (OSTROGRADSKI.) 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORÈME  DE  STURM  (*). 


SI 9.  Le  théorème  que  nous  allons  exposer  fait  connaître 
exactement  le  nombre  des  racines  d*une  équation  proposée, 
comprises  entre  deux  quantités  quelconques.  Au  point  de 

C)  Charles  Starm,  géomètre  profond,  professeur  remarquable  et  homme 
exoelleoi;  né  à  Genève,  le  29  septembre  1S03;  mort  ii  Vanves,  près  de 
Paris,  le  18  décembre  1855. 
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vue  de  la  théorie  pure,  il  est  beaucoup  plus  satisfaisant  que 
les  Théorèmes  de  Descartes ,  de  Rolle ,  de  Fourier  (*), ...  : 
OD  pourrait  dire  qu'il  est  la  perfection  même.  Malheureu- 
sement, les  calculs  qu'il  exige  en  rendent  rapplication  fort 
difficile,  dès  que  Féquation  s'élève  au  cinquième  degré. 

SIS.  Soit  V=0  une  équation  qui  n'a  pas  de  racines 
égales.  Soit  Vi  la  dérivée  de  V.  G)ncevons  que  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  V| ,  en  ayant 
soin,  après  chaque  division,  de  changer  le  signe  du  reste. 
Soient  Vj,  V»,  ...,  V^  (**)  ces  restes  ainsi  modifiés  :  V,  est 
numérique,  attendu  que  V  et  V|  sont  premiers  entre  eux. 
Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Si9.  Théorème.  —  Si,  dans  la  suite  des  fondions 

V,     Vj,     Vj,  ...,     V,.,  (A) 

on  remplace  x  par  des  ^puintités  quelconques  a,  |3;  l*excès 
du  nombre  de  variations  de  signes  que  présente  la  suite 
pour  x  =  a,  sur  le  nombre  de  variations  qu'elle  présente 
pour  X  =s  ^,  égale  le  nombre  des  racines  de  V=0,  comprises 
entre  a  et  (3.  (On  suppose  a  <  p.) 

Démonstration.  —  1®  Si  l'on  fait  croître  x,  d'une  manière 
continue,  depuis  a  jusqu'à  P,  les  fonctions  conservent  leurs 
signes  respectifs,  tant  qu'aucune  d'elles  ne  s'annule  :  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  (A)  sera  donc  ce  qu1l 
était  pour  x  =  a. 

3*  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s'annuler  en 
mime  temps, 

La  proposition  est  visible  pour  les  fonctions  V,  ¥« ,  puis- 
qu'elles n'ont  aucun  facteur  commun.  Soient  donc  trois 

n   Voir  p.  m. 

(**)  Ces  notations  sont  celles  qae  Slurm  a  employées  dans  le  célèbre 
Mémoire  présenté,  en  1829,  à  TAcadémie  des  sciences  de  Paris. 
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fonctions  intermédiaires  quelconques ,  V^,,  V„,  V^,.  On 
a,  entre  ces  quantités,  la  relation 

V...  =  V„Q„  -  V^„  (i) 

Q.  représentant  le  quotient  de  V,^  par  V„.  Si  les  fonc- 
tions y^y  V,^  s^annulaient  pour  une  même  valeur  de  x, 
x=y,  cette  valeur  annulerait  aussi  Y^i;  et,  en  remontant 
dans  la  suite  des  égalités  dont(l)  est  le  type,  on  trouverait 
que  x=y  annule,  simultanément ,  V  et  V|  (*). 

3®  Si  une  valeur  particulière  de  x  annule  une  fonction 
intermédiaire,  la  fonction  précédente  et  la  fonction  sui- 
mnte  présentent  une  variation. 

En  eflTet,  lorsque  V„==0,  l'égalité  (1)  devient  V«_^=—V^. 

4*  Tant  que  x  ne  devient  pas  égal  à  une  racine  de  V==Oy 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  (A)  est  constant. 

Soit  y  une  valeur  de  x  qui  annule  V„.  Soit  A  une  quan- 
tité assez  petite  pour  que,  de  x=y — h  à  x^^^y-^-hy  aucune 
des  fonctions  V«_i,  V,^^^  ne  s'annule.  Les  signes  des  résul- 
tats peuvent  être  figurés  ainsi  (**)  : 

x  =  y  —  h         ■+-  »  — 

x  =  y  -♦-  0  — 

X  =  y  -^  h  -+-  »  — 

Or,  quels  que  soient  les  signes  que  Ton  attribue  à  V„, 
dans  la  première  ligne  et  dans  la  troisième,  les  trois  fonc- 
tions présentent  et  conservent  une  seule  variation. 

5*  Lorsque  x  devient  égal  à  une  racine  a  cfe  V=  0,  /a 
stUte  (A)  perd  une  variation, 

(*)  On  peut  aussi  procéder  par  voie  descendanU  ;  et  alors  on  arrive  k 
cette  ooocittsîon  absnrde,  que  la  quantité  numérique  Vr  s*aDnule  pour  œ=fy. 

(**)  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que,  des  deux  quantités  V«_i, 
V»f  I,  égales  et  de  signes  contraires  pour  a;=s^,  la  première  soit  positive 
pour  cette  valeur  de  x. 
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Si,  de  x=a  —  A  à  x==a+ A,  la  fonction  Vi  reste po$î- 
tive,  la  fonction  V,  qui  a  pour  dérivée  V| ,  est  croissante 
(ta9);  donc  elle  passe  du  négatif  au  positif.  Au  coniraire, 
si  la  dérivée  V|  reste  négative,  la  fonction  V  est  décrm- 
santé  :  elle  passe  du  positif  au  négatif.  Dans  les  deux  cas,  les 
fonctions  V,  V|  présentent  une  variation  pour  x=a— A, 
et  une  permanence  pour  x  =sa  -h  A. 

6®  Puisque  la  suite  (A)  perd  une  variation  chaque  fois 
que  X  devient  égal  à  une  racine  de  Téquation  V=0,  com- 
prise entre  a  et  p,  autant  il  y  a  de  ces  racines,  autant  il  y 
a  de  variations  perdues.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

S90.  Application,  —  Combien  l'équation 

X*— 2x»-t-x  — 1=0 

a-t-elle  de  racines  positives? 
Voici  le  tableau  des  calculs  : 


V  = 


-V, 


V, 


2x«-*- 

X  — 1 

4x  — 4 
5x  —  4 

4x-4-i 
8x-*-1 

4x»— 4x+1=V, 

8x«-f- 
4x'h- 

X 

4x' — ox-4-4 

.^x« 

X  -+-3 

23x  -4-8 


4x^ 


4x» 

■4- 

42x'  — 32xHh-4 
—  23X  —  8 

4x*  —    3x  -f-  4 
2ii6x«  — 1  587x-t-2i46 

-^    756 

—  2  523X-4-2H6 

+     808 

—  V4  =  2  924. 

Ainsi  : 

V  =   X*— 2x'-*-x--l,    V,  =  4x»  — 4xH-1, 

V,  =  4x»  — 3x  H-4,    V,  =  23x  +  8,    V*  =  — 2924. 


92x  — 101 
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On  a  ensuite  : 

V       V,       V,       v,       y, 

x  =  0  —         -+--+--♦-        — 

x  =  -t-ao      -♦-  H-  -♦-  -♦-         — 

L'équation  a  donc  une  seule  racine  positive. 

Sf  i.  Remarques.  —  I.  Conformément  à  une  remarque 
déjà  faite  (son),  nous  avons  multiplié  certains  dividendes 
par  4  et  par  23'  s=  529.  Les  facteurs  que  Ton  introduit 
ainsi,  dans  le  dessein  de  simplifier  le  calcul  »  doivent  être 
essentiellement  positifs, 

IL  Le  Théorème  de  Sturm  est  applicable ,  moyennant 
quelques  modifications,  à  une  équation  qui  a  des  racines 
égales.  Si 9  d'ailleurs,  au  lieu  de  trouver  un  reste  numé- 
rique —  V, ,  on  arrive  à  une  fonction  V^  qui  divise  exacte- 
ment la  fonction  précédente,  on  remplacera  la  proposée 
pary-=0  (SiA);  et,  au  lieu  de  la  suite  (A),  on  prendra 

_V      V^    V.  V^_ 

yj  yj  yj  ""  v«     • 

C«BdlUoB«  de  réalllé  des  nMlnea* 

Sft.  Le  Théorème  de  Sturm  donne,  de  la  manière  la 
plus  simple  possible,  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
équation 

x*  H-  AiX"*"*  -♦-  AjX*~'  -f-  •••  -H  A.  _|X  -f.  A„  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  inconnus,  ait  toutes  ses  racines 
réelles.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi  :  l"*  la  suite  (A)  doit  renfer- 
mer m  -h  1  fonctions;  2*  les  coefficients  des  premiers  termes 
de  ces  fonctions  doivent  être  positifs.  En  effet,  si  ces  deux 
conditions  n'étaient  pas  remplies,  la  suite  (A)  ne  pourrait 
perdre  m  variations,  dex  =  —  oo  àx  =  -hoo. 
Le  nombre  des  inégalités  de  condition  semble  donc  être 
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m  H-  1.  Mais  y  comme  les  premiers  termes  des  foDctions 
V,  V^  sont  a",  maT"*,  ce  nombre  se  réduit  à  m  —  1  (*). 
S9S.  Àpplicatwn  au  troiiième  degré.  —  Soit 

V  =  x*  -♦-  px  H-  ç; 
d'où  résultent  : 

V,=3x'-i-p,    V,«  — 2px  — 3?,    V,=  — 4j>»  — 279'. 

Les  conditions  énoncées  sont 

^p>0,    - ip» - 277» >  0; 
et  celles-ci  se  réduisent  & 

4p»  -♦-  277*  <  0. 


I.  Quelles  sont  les  conditions  de  réalité  des  raeines  At 

réquation 

x*-<- Ax'-*-Bx-f-C  =  0? 
Réponse  : 

A<0,    2A{A»--4C)-+-9B«<0, 
i  6  (A«  —  4C)'  —  4AB«  (A«  —  36C)  —  27B*  >  0. 

II.  Appliquer  le  Théorème  de  Sturm  à  Féquation 

V  =  X*  -♦-  X»  —  1 5x«  —  i  9x  -^  3  =  0. 

Résultats  : 

V|  =  4x»-*-3x*— 30x  — 19,    V,=  i23x*-i-i96x-t.29, 
Va  =  i  93  399x  -H  1 37  958 ,      V*  =  2  851  068  31 3  059. 

L'équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 

{*)  Ayant  Starm,  le  nombre  des  conditions  dont  il  s*agit  éuùt  sapposé 
égal  à  ^^^=^.  Dans  certains  cas,  ainsi  qu'on  va  le  voir,  la  limite  m  —  1 
peut  encore  être  réduite. 
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m.  Même  question  pour  Téquation 

V  =  «•  -fr-  a;'  —  X*  —  X*  -*-  x'  —  X  -f-  i  =  0. 
Rémltats  : 

V4=Cx»H-5x*  — ix*  — 3x*H-2x  — 1, 
Vi  =  lix* -4- Ux»  —  3dx* -4- 3«x  —  57, 
Vs  =  —  4  050x*  -f-  i  685x'  —  1  731x  h-  597, 
V^  =  —  40 200  643x'—  37  927 049x  -*-  58  788  ii3, 
V,  =  2  97i  279  748  993  533x  —  3  412  51 7  994  900  350  020, 
V,  =  —  N;  le  nombre  N  a,  au  moins,  quarante-<iuaire  chif- 
fres, 

I/équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires  (^). 


CHAPITRE  XX. 

ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 

DlflcusatoB  de  x*  +  po;  +  g  ^  0. 

394t«  En  faisant  disparaître  le  deuxième  terme  (9ft)i) 
d'une  équation  quelconque  du  troisième  degré,  à  une  seule 
inconnue  et  à  coefficients  réels,  on  la  réduit  à  la  forme 

x'-t-px -♦- g  =  0,  (I) 

p  et  f  étant  des  quantités  réelles. 

Sans  rendre  Téquation  (1)  moins  générale,  on  peut 
supposer  le  dernier  terme  positif.  En  eiFct,  lequation 

x'-*-px  — 9  =  0,  (2) 

(*)  Ces  deux  exemples  sont  tirés  d*an  Mémoire  de  M.  Midy,  publié  en 
1836.  Ils  justifient  ce  qne  nons  avons  dit  ci-desstts  (SflV).  Remarquons 
d'ailleurs  que  les  longueurs  de  calcul,  inhérentes  à  Tapplication  du  Théo- 
rème de  Sturm,  sont  précisément  celles  qui  rendent  presque  illusoire  la 
Méthode  des  rcuiines  égales  (si*»  II). 


\ 
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a  ses  racines  égales  et  de  signes  contraires  aux  racines  de 
réquation  (1). 

Cela  posé,  si  le  coefficient  p  est  posilif,  il  résulte  immc- 
diaiementy  du  Théorème  de  Descartes ,  que  réquatioo  (1) 
a  une  seule  racine  réelle,  laquelle  est  négative  (*).  Par  cod- 
séquenty  pour  que  celte  même  équation  (\)  puisse  avoir  ses 
trois  racines  réelles,  p  doit  être  négatif.  Changeons  doDC 
p  en  —  p'f  et  discutons  Téquation 

x'  —  p'a:-f-9  =  0,  (3) 

en  supposant 

p'>0,    ç>0. 

Désignant  par  y  le  premier  membre,  et  faisant  varier  x, 
de  0  à  H-  ï/p'  (**),  on  voit  que  la  fonction  y,  égale  à  q  pour 
ces  valeurs  extrêmes  de  x,  a  un  minimum,  déterminé  par 
3x* — p'=0  (tOA),  ou  x  =  -h  y^.  Suivant  que  ce  mini- 
mum, égal  kq — \p'  |/Z,  est  positif,  nul  ou  négatifs  Téqua- 
tion  (3)  a  deux  racines  imaginaires,  ou  detix  racines  posi- 
tives égales,  ou  deux  racines  positives  inégales  C**)' 

D'après  cela  : 

1®  La  condition  de  réalité  et  d'inégalité  des  trois  racines 
de  réqualion  (1)  est  ç  <  |p'  |/f ,  ou  27ç«  <  ip'»,  ou  enfin, 
à  cause  dep'=  —  p, 

4p»  H-  27q*  <  0  :  (4) 

ainsi  qu'on  pouvait  s'y  attendre,  elle  est  indépendante  du 
signe  de  q  (****). 

(*)  A  cause  de  9  ^  0. 

(**)  Celle  dernière  quantilé  est  évidemmeut  une  limite  supérieure  des 
racines. 

(***)  On  rend  cette  discussion  encore  beaucoup  plus  simple,  si  Voa  con- 
sidère la  courbe  dont  y  est  Tordonnée. 

{****)  Celte  condition  a  élé  trouvée  ci-dessus  (s  t  s),  au  moyen  du  Théo- 
rème de  Sturm. 
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2*  Si  4p»-f.277'  =  0, 

réquation  (1)  a  detéx  racines  égales. 
S""  Enfin,  la  relation 

4p»  -^  279»  >  0 

exprime  que  Téquation  (1)  a  deux  racines  imaginaires. 

SM.  Remarques.  —  I.  La  condition  p  <  0,  que  nous 
avons  trouvée  en  commençant,  est  comprise  dans  la  rela- 
tion (4). 

IL  Quand  Téquation  (1)  a  ses  trois  racines  réelles,  les 
deux  racines  de  même  signe  sont  comprises,  Tune  entre  0  et 
±  J/I^,  l'autre  entre  db  j/HÎ  et  d=l/^. 

SMI.  Soit  d'abord  l'équation 

a:»=1,  (5) 

qui  donne 

x  =  \^T.  (6) 

En  la  mettant  sous  la  forme  x'  — 1  =  0,  ou 

(x  — 1)(x'-4-a;-*-  i)  =  0, 
on  voit  qu'elle  a  pour  racines 

x  =  i,    x  =  -^(i=bl/3l/=n[).  (7) 

Par  conséquent,  l'unité  positive  a  trois  racines  cubiques; 
l'une  de  ces  racines  est  égale  à  -h  l^  et  les  deux  autres  sont 
imaginaires. 


S97.  Remarques.  —  L  Les  trois  valeurs  de  v  —  1  sont, 
à  cause  des  formules  (7), 

2 
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II.  Des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  tunitij 
l'une  est  le  carré  de  l'autre.  En  effet,  a,  p  étant  ces  racines, 
on  a  simultanément,  à  cause  de  x*  -f-  x  -h  1  =  0  : 

a'-f-a+  1=0, 

P  -f-a         =  — I; 
donc  P  =  a'. 

899.  Considérons  è  présent  Féquation 

x»  =  A,  (8) 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  la  formule 

x=\yk;  (9) 


et ,  pour  abréger,  supposons  A  >  0. 

En  représentant  par  a  la  valeur  réelle  de  x,  ou  la  valeur 
arithmétique  devKy  et  posant  x  =  ay,  nous  réduirons 
réquation  (8)  à 

y'  =  i.  (10) 

Par  suite,  toute  quantité  positive  A  a  trois  racines 
oibiqueSf  que  l'on  obtient  en  multipliant  la  valeur  arithmé- 
tique de  VA  par  les  trois  racines  cubiques  de  Funité. 

999.  Plus  généralement,  si  a  désigne  une  valeur  quel- 
conque de  W^,  et  que  6  et  6^  soient  les  racines  cubiques 
imaginaires  de  Vunité  (89tt),  les  deux  dernières  valeurs  de 
V/A  sont  a6  et  a6',  même  lorsque  A  est  imaginaire. 

Ce  dernier  cas  donne  lieu  au  prçblème  suivant. 

SSO.  Problème.  —  Ramener  l'expression  J/Ah-BI/— 1 
à  la  forme  a  h-  p  1/ — 1. 

De 

on  conclut,  en  élevant  au  cube, 
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e(,  par  les  propriétés  des  modules  (909), 

ÉliminaDt  ^^  ou  a'  entre  cette  équation  et  une  des  deux 
précédentes 9  on  obtient,  en  représentant  par  y^  la  valeur 
positive  du  radical,  soit 

a»  — -r'a  — tA^O,  (il) 

4  4 

soit 

p»__^«j3^     B  =  0.  (12) 

4  4 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  Téquation  (11).  Elle  a 
au  moins  une  racine  réelle  aj  (*),  dont  on  pourra  trouver 
la  valeur  exacte  ou  une  valeur  approchée  (Ghap.  XVI  et 
XXllI).  Si  ^i  est  la  racine  correspondante  de  Téqualion  (1 2), 
donnée  par  la  formule 

l3,  =  ±»/;^rri;î(-), 

les  Irois  valeurs  de  yk  -h  B 1/ —  1  seront 
a,^j3,v/irT,    fl  («I -H  p,  V/^ITT),    e«(a,-*-p,V/^). 
SSt.  Application.  A  =  68,  B  =  — 142.  On  a  d'abord 

puis 

4a»— 87a -^65  =  0; 
doù 


Ainsi,  Tune  des  valeurs  de  p^65  —  1421/— 1   est 

(*j  Les  équaiions  (H),  (12)  ont  loules  leurs  racines  réelles;  mais  celle 
circoDstaoce  est  indifférenle ,  quant  à  présent. 
n  L^équatioD  B=3«*i3  -  jS*  délermine  le  signe  de  jS,. 

17 
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5  —  21/ — i.   Les  autres  valeurs  de  ce  radical  sont 

-(ï-'^)-(i^-')^^ 

_(|_^-,)^(ï^/î^,),/3T. 

88t.  Quand  on  cherche  à  réduire 


x=Vx-^{/B-^  |/a— 1/B,  (15) 

on  irouve  (*) 

X»— 3V?^A»  — B.x  — 2A=0.  (14) 

D*après  cette  rennarque,  il  est  naturel  d*essayer  de  satis- 
faire à  1  équation 

«■ -♦- px -+- 9  =  0,  (<) 

par  une  valeur  de  la  forme  (13). 

Identifiant  les  équations  (1)  et  (14),  on  a 


p  =  — 3V/a«  — B,    y  =  — 2A; 
d'où  résultent 


A  =  -?,     B  =  ^H.^.  (15) 

2  4       27  ^ 


Par  conséquent , 


V         2^4      27       V         2^^4      27 


(15) 


Ce  résultat  est  connu  sous  le  nom  de  formule  de  Cardan, 
bien  qu'il  soit  dû  à  Tartaglia  (**). 

(*)  Manuel  des  CandidcUs  à  VÈcole  polytechnique,  1. 1,  p.  44. 

(**)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XV.  Saivant  Descartes, 
Cardan  n'aurait  pas  revendiqué,  pour  lui-même,  la  découverte  dont  il 
s*agit  :  « ...  la  règle  dont  Cardan  attribue  Pinuenlion  à  vn  nommé  Scipio 
Ferreus...  »  {Géométrie,  édition  de  1664,  p.  Î04). 
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\.  Remarquée.  —  I.  Les  deux  radicaux  cubiques,  con- 
lenus  dans  cette  formule ,  admettent  chacun  trois  valeurs. 
Si  on  les  associait  arbitrairement ,  on  obtiendrait  n^/*  va- 
leurs différentes  pour  x,  tandis  qu'on  n'en  doit  trouver  que 
trois.  Mais  comme,  en  formant  Téquation  (1 4),  on  a  supposé 

3 

on  ne  doit  associer,  parmi  les  valeurs  des  radicaux  dont  il 
s'agit,  que  celles  dont  le  produit  est  ( — |j.  Soient  R^ ,  R^ 
deux  de  ces  valeurs;  soient,  comme  précédemment,  6,  6^ 
les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  :  les  racines  de 
l'équation  (1)  seront 

X|  =  Rj  -f-  R„    X,  =  R,«  H-  R,»*,    j-8  =  R|8'  H-  Rï^.  (1 6) 

II.  La  formule  (i  5),  prise  dans  toute  sa  géméralité,  résout 
les  trois  équations 

x'-4-px-i-  9  =  0,     a;*-h«px-+-7==0,    x'-*-8'px-f-qr=0  (*). 

384.  Applications. — 1.  x'-h6x — 7=  0.  La  formule  (1 5) 
donne 

x=vl^^-^\/I-^=i^8^i^r. 

V    2       2       V   2       2 

On  peut  prendre  R,  =  2,  Rj  =  — I.  Donc 

.  j{  _     

\  

X3=  2«'  —  e  =  —  -(l  —  3V/3I/—  0- 

(*)  En  multipliant  les  premiers  membres,  on  obtient  réquation 
X*  -I-  3gx*  -4-  (p"  -♦-  3g*)  x'  -h  g*  =  0, 
(ionl  les  neuf  racines  sont  données  par  la  formule  (lo). 
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II.  x'h-  !!ix-»-20=0.  On  trouve,  de  la  même  manière, 

x=r— 10 -H  1/225 -4-  [/"— 10  — 1/225=1^5  — V?" 25; 

puis  y  en  prenant  seulement  les  valeurs  arithmétiques  de 
ces  deux  derniers  radicaux  : 

x,=l?^5-l^,    x,=el?^5— e»i;"25,    x,=fl*l^5-»C/25; 
ou 

x,  =  i(i;^25-V^5)  —  i(l?^îir873 +  1^^675)1/^, 
X, = 1  (l?^25  _  l?^)  +  i  (lM6875  + 1^^675)  V/:^. 

z  ^ 

III.  x'  -f-  5x  —  18  =  0.  Cette  équation  est  vérifiée  par 
X  =  2  :  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires.  Si  Ton 
applique  la  formule  (15),  et  que  Ton  prenne  les  valeurs 
arithmétiques  des  radicaux,  on  a 

Ainsi ,  le  nombre  entier  2  est  donné  sous  forme  irration- 
nelle. 

IV.  Plus  généralement,  si ,  dans  Téquation 

(x  —  a)  {x*  -♦-  ox  -♦-  6)  =  0, 
Ton  suppose  6= J  (a*  -*-  c'),  on  est  conduit  à  cette  identité . 


V  1/27         V  »/« 


J/27 


ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ.  261 

M«cufl«IOB  de  la  f^rnivie  de  Cardan. 

u  Premier  cas  :  B>  0,  ou  4p*  -»-  27ç*  >  0.  Les 
quantités  A -t-V^,  A — V^B  sont  réelles  et  inégales;  donc 
les  valeurs  R^,  Rj,  peuvent  être  supposées  réelles;  de  plus, 
elles  sont  tné^afe^.  II  résulte  alors,  des  formules  (16),  que 
réquation  (1)  a  deux  racines  imaginaires. 

S«*,  Deuxième  cas  :  B=0,  ou  4p' -f- 27g*  =  0.  Les 
valeur  désignées  par  R^ ,  R^  peuvent  encore  être  suppo- 
sées réelles;  mais  elles  sont  égales;  donc 

x,  =  2Rt,    x,  =  a:,  =  — R,  (•): 

réquation  (1)  a  deux  racines  égales. 

Ces  résultats  s  accordent  avec  ce  que  Ton  a  vu  ci-des- 
sus (S»4). 

SS9.  Troisième  c(w  ;  B  <  0,  ou  4p'  -+-  27g'  <  0.  Les 
binômes  A  h-  V^^,  A  —  W^  élant  imaginaires,  il  en  est 
de  même  pour  R^  et  R^;  en  sorte  que  les  valeurs  des 
racinesy  données  par  les  formules  (16),  se  présentent  sous 
forme  imaginaire,  précisément  quand  ces  trois  racines  sont 
réelles.  Cette  sorte  de  paradoxe  a  fait  donner,  au  cas  dont  il 
s  agit,  le  nom  de  cas  irréductible.  On  va  voir  comment,  au 
moyen  des  fonctions  circulaires,  on  peut  alors  résoudre 
PéquaUon  (**). 

n  Acatt8edee«-*-0  =  — I.  

(**)  Si  PoD  conçoit  que  Fou  ait  mis  l^A-i-I^B  sous  la  forme  a-^^V^ 
{>••),  on  aura,  le  produit  R^R,  étant  réel , 

Par  suite, 

a?,=s2tf,    0?,  =  — (a-+-/3l^),    a;,= -(«  — 3  *^3); 

valeurs  réelles.  Malheureusement,  réquation  du  troisième  degré  qui  dé- 
lirait donner  a  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  réquation  proposée. 
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SS9.  Quand  Téquation 

X*  -*-  px  -*-  y  =  0  (I) 

a  ses  trois  racines  réelles,  on  la  réduit  aisément  à  celle  qui 

donne  le  sinus  du  tiers  d'un  arc  a  dont  le  sinus  est  donfièj 

c'est-à-dire  (*), 

3         i 
y»  — -y^-sina  =  0.  (17) 

En  effet,  posons  x  =  |  :  Téquation  (1)  devient 

y*  -h  pk*y  -4-  çfc'  =  0. 
IdentiGant  avec  (17),  on  trouve 


'4^'  -=ivqs'- 


(18) 


Cette  dernière  formule  donne  une  valeur  réelle  pour  Tare 
auxiliaire  a  Ç'*)  ;  car  la  relation 

ip"  -+-  27qf'  <  0 
équivaut  à 


^V-&'<un. 


attendu  que  p  est  négatif. 

(*)  Manuel  des  Candidats,  1. 1,  p.  262. 

{**)  Et  même  une  infinité  de  vtUeurs  réelles  :  les  Tables  trigonométri- 
ques  font  ooDnattre  la  plas  petite. 

(•**)  Dans  celte  formule,  1^  représente  -h  g  ou  -  9,  suiTant  que  q 
est  positif  ou  négatif. 
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L*arc  a  étant  connu,  on  aura,  pour  valeurs  des  trois 
racines  : 


*,=  2\/-^.sin-.^0- 


(19) 


».  Autre  méthode.  —  Le  binôme  4p'  -t-  27}*  étant 
supposé  négatif,  écrivons  ainsi  la  formule  (15)  : 


x=%7_U\/_^-iL;»/:rï 

V  2        ♦^         4       27 

V  2       V         4       27 


Soient  (tM)  : 


—  ^  V  A        97' 


pcosy 1,      psiny         .     ^  ^        gy 

et,  par  conséquent  : 


\  /     p'  7  ^        4      27  , 

s  =  -i-\/ — — »  co85;  = »  sin»  =  H (20) 

V        27  2p  P 

Le  théorème  de  Moivre  (9  tu)  donne,  comme  première 
valeur  de  x  : 

x,  =  2V/p"cos|.  (21) 

5 

9  et  6^  représentant  toujours  les  racines  cubiques ,  imagi- 


O  Od  peut  vérifier  que  ces  valeurs  satisfont  aux  relations  : 
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^         *    'té  (9^)>  '^^  ^^"^  autres  valeurs  de  x  soni 

Mais,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  : 

^Bss cos  — -  -+-  K  —  i  sin  — >     r  =  cos l/^ —  1  sin  — ; 

5  3  5  5 


donc  (•19) 

Xt  =  2 1^  p  cos  — - — ^>     X,  =  2  v^  p  cos 


=  2Kpcos — — -^»     x,  =  2V/f-"  '^ 


S40.  Applications.  —  I.  Soit  Téquation 

x'— 41x-+-59  =  0. 
La  seconde  formule  (18)  devient 


sina  =  —  W    -^    • 

2  y  Ui/ 


Le  calcul  prend  ensuite  la  disposition  suivante  : 

logo  =  0,477  421  3h- 
logil  =  1,612  785  9  — 

,      3       I 

log— =  2,86 i  337  4 -♦- 
41 

-  =  Ï^432168  7h- 

log  39  =  1,591  064  6-4- 
log  2  =  0,301  030  0  — 

log  sin  a  =  r,583  540  7 
a  =  22»42'll",7. 
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naires,  de  Tunitë  (S94I),  les  deux  autres  valeurs  de  x  sont 
données  par  les  formules  : 

^«=*^P    (cos|-4-V/=Tsin^)«-4-(cos^~l/3rsin^)«M, 

x,=l^7Ncos^  H.l/ZTsm|)  e«^  (cosI~»/rïs^ 

Mais,  comme  il  est  aisé  de  le  vériBer  : 

e  «s  ces  — -  -I-  V  —  i  sm  — >     6*  =  ces K —  I  sin  — : 

3  3  5  5 

donc  (ti9) 

x,=  2V^pcos — ;r^y     X8  =  2Kpcos 22 

D  3 

S40.  Applications.  —  I.  Soit  Téquation 

x*--41x-*-39  =  0. 
La  seconde  formule  (1 8)  devient 

39 .  /TTT» 

sina  =  —  W    -^    • 

2  y  Ui/ 

Le  calcul  prend  ensuite  la  disposition  suivante  : 

log  3  =  0,477  1213 -♦- 
log41=i,6i2  783  9  — 

log— =  2,864  337  4-4- 
4i 

i       - 

-  =  1,432 168  7-*- 

2 

log  39  =  1,391  064  6 -f- 

log  2  =  0,301  030  0  — 

log  sin  a  =  7,583  540  7 
a  =  22»42'll",7. 
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Vérification. 

Xt  =      0,975  737  log  x,  ==  r,988  441  9  4- 

X,  =       5,860  480  lofç  x,  =  0,767  933  4  + 

X,  =  —  6,834  21 5  log  (—  x,)  =  0,834  688  6  + 

0,000  002  log  (—  XiX^T.)  =  1 ,59i  063  9 

x,x,x,  =  —  58^999  4. 

II.  x*— 7x-4-7  =  0. 

Eli  opérant  comme  dans  le  premier  exemple,  on  trouve, 
successivement, 

sin  a  =  -  \/— ,     a  =  79»6'24",0, 
2  V     7 

l  =  26»22'8",     ^^^^  ==  d5«37'52",     ^^-^^=  86»22'8"; 
5  3  3 

et  enfin 

X|  =  i,356  896,    x»==  1,692021,    X3=  —  3,048  917. 

L'emploi  de  la  seconde  méthode  donne 

log  7'  =  2,535  294  i  -♦-  log  27  =  1 ,451  563  8  -♦- 

log  5*  ==  1 ,431  363  8  —  log  7  =  0,845  098  0  — 

ï,103  930  3  0,586  265  8 

1       -  1 

^  =  1,701  310  1  -  =  0,293  132  9  h- 

log  2  =  0,301  030  0  — 

log  (—  cos  ^)  =1,992  102  9 
y  =  169»6'24". 
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On  a  ensuite  : 

X,  =      2  Vl  cos  56-22'  8"  =      i  ,692  020, 

X,  ==  —  2  V/-  cos    3»37'52"  =»  —  3,048  91 6, 
^    3 

X,  =      2  y  -  cos  63»37'52"  =      i  ,356  896  ; 

comme  précédemment. 

Mi.  Dans  le  cas  où  Féquation  (1)  a  une  seule  racine 
réelle,  on  peut  aisément  calculer,  par  logarithmes,  les 
valeurs  de  Rf ,  R2  (MMU)  : 

1"*  p  étant  positify  on  prend 

VW 

tge  = ; 

2 
et  Ion  a 

mV   sin'ie  .'/   cos'Jo 

R,  =  \/g î-,      R,^ Wq L-. 

^    *    cos»  ^        cose 

2"  p  étant  négatifs  on  pose 


sm  f 


v^' 


2 
>aleur  d*où  résultent 


R.^ V^sin^^'     R.  =  -\/<ïco8«-yn. 


n  On  peut  aller  plus  loin,  et  rendre  calculables,  par  logarithmes,  Ri4-Rt, 
(Rt— R,)l^3;  mais  les  transformations  que  Ton  est  obligé  de  faire  subir 
aux  formules  ci-dessus  nous  semblent  peu  utiles. 
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S4S.  Application,  x*  —  Sx  —  5  ==  0. 

'"^^"^^Vlif'  ï^»=V  5«'"'^?>  R,=\/ 


5cos'-?. 


log  2  =  0,30i  030  0  ^ 
log  3  =  0,477  421  2  — 


2 
log  2 
log» 


4,823  908  8 
ÎJèi  i  954  4 

0,30i  030  0 
0,698  970  0 


i 


log  (—  sin  f)  =  i  ,337  923  2. 

y  =  480*-*-i2'34'33",2, 

i 

-y  =  96Mn6",6- 
2 


logsin-,)  =  i,997  379  4 

X  2=1,994  758  8 
log  5  =  0,698  970  0 


i 


0,693  728  8 


-  =  logR|  =  0,231242  9 

R,  =  4J03H0, 
R,  H-R,=  2,094  55i, 

X,  =  2,094  551.    x,  =  — 

X8  =  — 


logf  —  cos-fj  =  r,039  5i40 

X  2  =  2,0790280  + 
log  5  =  0,698  9700  + 

2,777  998  0 

i 

-=  log  R,  =  4,592  6660 
3 

R,==  0,39!  441. 
R,  —  R,  =  4,311  669. 

4 ,047  275  +-  0,655  8341/3 1/^, 

1,047  275  —  0,655  834 1/3»/^. 


Ëqiia(l«B  du  quatrième  de^ré. 

S48.  Pour  résoudre  Téquation 

X*-*-  Ax*  H-  Bx-*-C  =  0, 


(<1 
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i  coefficients  réels ,  posons 

X*  -4-  A«'  -♦-  Bx  -♦-  C  =  (x*  H-  px  -♦-  ç)  (x'  —  px  -¥•  q')  : 

nous  devrons  trouver,  pour  les  inconnues  p,  9,  q\  au 
mains  un  système  de  valeurs  réelles  (tSI^). 

En  égalant  les  coeiBcients  des  mêmes  puissances  de  x, 
dans  les  deux  membres,  nous  obtenons 

B 
y'  +  9  =  A-^p',     g'— ç  =  -,    qq'  =  C; 

puis,  en  éliminant  q  et  q\ 

(A  +  pT-~=4C.  (2) 

Soit 

A^p'  =  z;  (3) 

lequation  (9)  devient 

z»  —  Az*  —  iCz  -  (B*  —  4AC)  =  0.  (4) 

Cette  équation  auxiliaire,  du  troisième  degré,  est  ce  que 
Ion  appelle  la  réduite  de  la  proposée. 

S44.  D*après  la  relation  (3),  l'équation  (4)  a  au  moins 
une  racine  plus  grande  que  A  (^).  Si  Ion  désigne  par  y  cette 
racine ,  on  trouve 

p=l/y_A,    ç'=l(r  +  £).    ,  =  1(,— £).  (5) 

SM.  Application.  —  Soit 

X*  -♦-  x'  -4-    8x  —   15  =  0. 
La  réduite  est 

z»_^«^60jz  — 124  =  0. 
Celle-ci  donne  7=  2.  Donc,  par  les  formules  (5)  : 

p  =  |,    9=5,    9=»  — 3; 

(*)  Ed  géoéral,  elle  en  a  on  nombre  impair. 
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et  enfin 

X*  -♦-  X*  -4-  8x  —  15  =  (x*  -t-  X  —  3)  (x*  —  X  -i-  5). 

S4«.  Remarque,  —  Lorsque  la  réduite  (4)  a  trois 
racines  réelles,  plus  grandes  que  A,  la  proposée  (1)  a 
toutes  ses  racines  réelles.  Mais  alors  la  formule  de  Car- 
dan devient  illusoire  (SS9);  et  les  valeurs  de/>,  g,  q'  ne 
peuvent  être  exprimées,  sous  forme  réelle,  en  fonction  des 
coefficients  A,  B,  G.  II  en  est  de  même  si  la  réduite  a  ses 
racines  réelles,  mais  non  supérieures,  toutes  trois,  à  A. 
C'est  donc  seulement  quand  Téquation  (4)  a  une  seule 
racine  réelle  que  la  formule  de  Cardan  peut  être  appliquée 
utilement  à  la  résolution  de  Téquation  (1).  Ce  cas  est  celui 
où  les  coefficients  A,  B,  C  satisfont  à  la  condition 

—  16  (A'  —  4C)'C  -♦-  4AB*  (A*  —  36C)  -4-  27B*  >  0  (*). 

I.  Résoudre  complètement 

X*  -+-  x'  -+-  ox*  -♦-  x'  -h  2x*  H-  4x*  -^  x'  -♦-  X  -f-  1  =  0. 

II.  Dans  quel  cas  les  racines  de  Téquation  x'+/>x-h9=0 
ont-elles  la  forme  l^A  -4-  l^B,  A  et  B  étant  rationnels? 

Réponse  :  Lorsque  q  =  ^  —  iw ,  iw  étant  rationnel. 

III.  A  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  dont  la  sur- 
face totale  soit  la  moitié  de  celle  de  la  sphère.  Calculer, 
avec  six  décimales  exactes,  le  rayon  de  la  base  et  la  hau- 
teur du  cône,  le  rayon  de  la  sphère  étant  pris  pour  unité. 

IV.  a,  6,  c  élanl  les  racines  de  Téquation  x'-+-px-Hg=0, 
former  Téquation  qui  a  pour  racines  aH-^,6-+-^,  c-h^- 

(*)  Il  est  sous-entendu  qae  l'équation  (1]  n'a  pas  de  racines  égales. 
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Résultat  : 

W'  -*-  Py"  -*■  (P  —  3)  7y  ^-  (/>  -  1  )*  +  9'  =  0. 

V.  A  quoi  est  égale  la  somme  des  valeurs  que  prend  la 
fraction  ^^,  quand  on  y  remplace  la  variable  y  y  snceessi- 
vement,  par  les  trois  racines  de  Téquation  x^-hpx-hq^'^O'ï 

VI.  a,  6,  c  étant  les  racines  de  x'-H-/)x-f-qf=0,  former 
lequalion  qui  aurait  pour  racines , 

a-Hi       6-t-i      c-»-l 


VII.  Résoudre  complètement  Téquation 

209x*  —  23î2x»  -♦-  93x'  —  1 6x  -^  1  =  0. 

Résultat  : 

9  d=  v/5  7  zb  1/3 

jp— : ,         x= • 

58  22 

VIII.  Décomposer,  en  facteurs  réels  du  second  degré, 

y  =5  (x'  -♦-  2ax  -+-  6)*  -t-  4c'x'. 
Résultat  :  Si  Ton  fait 


-\/=^ 


_  c*  —  6  +  1/  (o'  —  c»  —  6)»  -+-  4oV 


â 


/_o'-t-c»  +  6-+-\/(o'  —  c»  —  6)»-^  4a V 

?=v i ' 

on  a 

y  =  [(x-«  +  a)'+(p-c)'][(x^a-har^(p  +  r)']. 

IX.  Comment  doit-on  prendre  B,  pour  que  l'équation 

X* -f- X*  +  Bx -f-  1  =  0. 
ait  deux  racines  égales? 


Réponse:  ^      /ss -^  13l/!3 


2.    /33-^  1" 

=  ^3V iT 
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La  valeur  de  la  racine  double  est 


V 


Celle-ci  suggère  le  problème  suivant  : 

Décomposer  (A  +  V/B)«  en  (ac  -f-  y \/B)  (x'-hy'  V/B). 

X.  Théorème.  —  Si  3pa*  -+-  9qa  —  p*  =  0,  les  rmm 
de  l'équation  x'  -+-  px  -h  q==0  sont  données  par  la  formule 


-V'i-Vi 


(Le  Besgue.) 
XL  Théorème.  —  Si  les  quantités  rationnelles  a*,  b*,  2ab 
sont  racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  l'équation 
dérivée  a  ses  racines  rationnelles,  (Proihet.) 


CHAPITRE  XXL 

ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES  (*♦}. 


m^H  réeîprm^ue. 


S49.  On  die  qu  une  équation  /'(x)  =  0  est  réciproque, 
lorsqu'elle  a  ses  racines  réciproques  ou  inverses  deux  à 
deux  :  Téquation  • 

est  réciproque. 

(*)  En  calculant  B  de  deux  manières,  on  trouve  VidetUHé  : 
(H  -4- 1/13)"  =  (55^  13 1/13)  (—  I  ^  |/i5). 

(**)  La  ihéorie  des  équations  réciproques  esl  attribuée  à  Reynaad  (An- 
toine-André,,  élève,  répétiteur  el  enfin  examinateur  à  l'École  polyU'ch- 
nique;  né  en  1777,  décédé  vers  1832. 
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D'après  la  définition,  la  transformée  en  ^,  /'fM  =  0, 
admet  les  mêmes  racines  que  la  proposée.  Ces  deux  équa- 
tions, étant  ramenées  à  la  forme 

a:"*  -♦-  Ajoc""*  -h  A^x"  h h  A^  =  0, 

leurs  premiers  membres  doivent  être  des  polynômes  iden- 
liqueSy  c'est-à-dire  dans  lesquels  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  x  soient  respectivement  égaux.  Cette  simple 
remarque  permet,  comme  on  va  le  voir,  de  trouver  les 
conditions  cherchées. 

S48.  Supposons  d  abord  que  Téquation  soit  de  degré 
impair;  et,  pour  fixer  les  idées,  prenons 

f{x)  =  X»  -^  Ax*  -*-  Bx'  ^  Cx'  -♦-  Dx  -*-  E  =  0. 

La  transformée  en  ^devient,  après  multiplication  par 
j^  et  division  par  E  : 

.       D    ,      C    ,      B    ,      A  1 

x'-t-  —  x*H —  ar  -\ —  x'-h-x-h-s=0. 
£  E  E  E  E 

On  doit  avoir 

D  C      ^      B      ^       A      _       1 

-=A,     -=B,     -  =  C,     ~  =  D,     -  =  E; 
E  E  E  E  E 

relations  d'où  Ion  lire  : 

E  =  dbl,     D  =  ±A,     C  =  dbB; 

en  sorte  que  Téquation  donnée  a  Tune  ou  Tautre  des  deux 
formes  suivantes  : 

x*  -^  Ax*  -♦-  Bx»  -4-  Bx*  -*-  Ax  -f-  1  =  0,  (i) 

aJ»  ^  Ax*  -*-  Bx»  —  Bx*  —  Ax  —  i  =0.  (2) 

> 

Ainsi,  une  éqtmtion  de  degré  impair  est  réciproque,  si  les 
coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes  contraires  (*). 

(*)  Les  coDdi lions  trouvées,  nécessaires,  sont  évidemmeot  suffisantes. 

18 
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Sâ9.  Le  même  calcul,  appliqué  à  une  équation  de  degré 
pair  : 

X*  -^  Ax'  -♦-  Bx*  -♦-  Cx*  -h  Dx'  -♦-  Ex  -♦-  F  =  0, 

prouve  qu^clle  doit  se  réduire  à  une  des  deux  formes  : 

X*  -4-  Ax»  -4-  Bx*  -♦-  Cx»  -+-  Bx'  H-  Ax  -4-  1  =  0,        (ô) 
X*  -H  Ax*  H-  Bx*  —  Bx'  —  Ax  —  I  =  0.  (4) 

G)nséquemment9  une  équation  de  degré  pair  est  rèd- 
proquey  si  les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes 
contraires;  mais,  dans  ce  second  cas,  il  n'y  a  pas  de  terme 
du  milieu  (*). 

86#.  Les  premiers  membres  des  équations  (1),  (2),  (i) 
sont  respectivement  divisibles  par  xH-l,x  —  i,x^  —  1. 
Supprimant  ces  facteurs,  on  trouve 

X*  -f-  (A  —  l)x"  H-  (B  —  A  -+■  i)x»  ^  (A  —  1)  X  -♦- 1  =  0, 
x*H-(A-4-  1)x»-+-(B-^A-4-1)x*-i-(Ah-  l)x-4-i  =  0, 
X* -f-  Ax» -*- (B  -h  l)x'  -♦-  Ax  -f- 1  =  0; 

équations  de  même  forme  que  (3).  Par  conséquent,  toute 
équation  réciproque  est  réductible  à  une  équation  réciproque 
de  degré  pair,  dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  éga- 
lement éloignés  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 
La  forme  normale  des  équations  réciproques  est  donc 

x'"-+-A,x*'-*-*-A^*^'^H hA„x''-4-...-^A,x'-*-A,x-+-l=0.  (5) 

Abalflsemeal  des  éf^alloBa  réeli^ro^ves. 

S6i.  Quand  on  ramène  la  résolution  d'une  équation,  à  la 
résolution  d'une  équation  de  degré  inférieur  au  sien,  on 

(*)  En  effet,  la  condition  C  s  —  G  donne  G  =s  0. 
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dit  que  Ton  opère  Vabaissement  de  la  proposée  (*).  On  a  vu, 
dans  la  théorie  des  racines  égales,  et  dans  la  résolution  de 
réquation  du  quatrième  degré,  des  exemples  d'abaissement 
d'équations. 

En  général,  une  équation /(x)=0  est  susceptible  d'abais- 
sement, quand  on  connaît  quelque  relation  particulière 
entre  deux  ou  plusieurs  de  ses  racines.  Soit,  par  exemple, 
f  (a,  6)  =  0  cette  relation.  Comme  on  a  aussi  /'(a)=0,  si 
Ion  peut  éliminer  6,  on  trouvera  une  équation  telle  que 
F(a)=0.  Autrement  dit,  on  détermine  la  racine  désignée 
par  a  en  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur 
enu*e  f(x)  et  F(x)  (S#7);  etc.  Appliquons  ces  généralités 
à  réquation  (5). 

S69.  Le  produit  de  deux  racines  conjuguées  étant  I ,  il 
est  naturel  de  prendre,  pour  inconnue  auxiliaire,  la  somme 
«correspondante.  Soit  donc 

i 

x-4---  =  z:  (6) 

X 

le  nombre  des  valeurs  de  z  doit  être  moitié  de  celui  des 
valeurs  de  x,  c'est-à-dire  n.  Par  conséquent,  la  réduite  de 
l'équation  (5),  ou  la  transformée  en  js,  sera  du  degré  n. 
Od  forme  assez  simplement  cette  transformée,  si  l'on  écrit 
ainsi  la  proposée  : 

tikM.  Soit  en  effet 

x'H-x-'^Z,,  (8) 

7j,  étant  une  fonction  de  z,  qu'il  s'agit  de  calculer. 
Les  égalités  (6),  (8)  donnent,  par  multiplication, 

(*)  Ou  plutôt,  Vabaissement  du  degré  de  cette  équation. 
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OU  plutôt 

Les  polynômes  Zo=2,  Z|  =  z,Z3,  ...,Zp_,,Z,,Z^,... 
/b^men<  donc  une  suite  récurrente,  dans  laquelle  un  terme 
quelconque  est  égal  à  la  somme  des  deux  précédents,  res- 
pectivement multipliés  par  z  et  par  ( —  1)  (*).  De  plus,  à 
cause  du  muUiplicaleur  z  et  des  valeurs  de  Zq,  Z|,  le  po- 
lynôme Zp^.|  est  du  degré  p  -h  1  :  en  particulier,  Z„  renferme 
z";  ce  qui  devait  être  (S69). 

Si  Ton  peut  résoudre  la  transformée  en  z,  laquelle  a  la 

forme 

z"  H-  B,z-*  -4-  B,z— *  ^...-4-  B„  =  0, 

on  trouvera  les  valeurs  de  x,  correspondant  à  celles  de  z, 
au  moyen  de  Téquation  (6).  Celle-ci  donne,  en  effet, 

x==-[z±  1/7^1=1].  (10) 

86â.  Application  : 

X*  —  5x'  -*-  9x*  —  i5x"  -^  18x*  —  13x»  -+-  9x»  —  3x  -^  i  =0; 

ou 

Z*  —  3Z,  -t-  9Z,  —  45Z,  -+-  i8  ==  0. 

La  formule  (9)  donne,  successivement  : 

Z,  =  s«— Î2,    Z5  =  2'— 3z,     Z4  =  jr*  — 4z'-h2. 

La  transformée  en  jz  est  donc 

z*  — 4z'-f-2  — 3(z»— 5z)h-9(z«  — 2)  — 15z-+-i8  =  0, 

ou 

X*  —  ôz*  -♦-  5z«  —  4z  -f-  2  =  0. 

(*)  Cette  loi  esi  celle  qui  régit  les  cosinus  des  multiples  du  plus  peUt 
arc  de  la  Table.  (B.,  Trio.,  33.) 
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Par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  été  exposé  ci- 
dessus  (84S)y  on  décompose  le  premier  membre  en 

(z'  — z  +  1)(;:«— 2z-f-2). 
Ainsi 

Z  =  -{l±[/ïV—'i),      Z  =  l  il/ITT; 

puis,  en  vertu  de  la  formule  (10)  : 

1  =  7 [l  ±l/3l/=T±  |/-  iS  ±  2I/31/=T], 

etc. 


I.  Résoudre  Téquation 

70x*  —  i  40x»  ^  90x'  —  20x  -♦-  J  =  0, 

sachant  que  si  a  est  racine,  1  —  a  Test  également. 

II.  Même  question  pour 

1  7J6a;«—  5  i48x'-i-5  724x*— 2  904a;»-^648x»— d4x-^I=0. 

III.  Résoudre  complètement 

[(x'  -+-  2)'  +  x']'  ==  8x*  (x  -H  2)«  {•). 

IV.  Discuter  lequation 

I  -I-  X*  -H  X*  -*-  -.  -*-  x**  —  (n-i-  1  )  x"  =  0. 

V.  Résoudre  complètement 

x"  H-  x'  -♦-  X*  —  Gx"  -♦-  X*  -H  x'  -♦-  1  =  0. 

(*)  Si  Too  pose  x-4-  1  =  y,  od  est  coDduil  à  Téquation  réciproque 

(y  -+-  îT*)' = (y*  -^  y-'  -  2)«  (y  4-  y-*  -  2). 

iSouvelles  Annales  de  MeUhémaliques,  t.  XXV,  p.  279.) 
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CHAPITRE   XXIL 

ÉQUATIONS  BINÔMES. 


Sftft.  Les  équations  binâmes  sont  celles  qui  ont  la  forme 

y-dbA  =  0,  (1) 

A  étant  une  quantité  donnée,  positive  pour  plus  de  sim- 
plicité (*).  Les  m  racines,  ou  les  m  valeurs  de  l/dbA,  sont 
inégales;  car  le  premier  membre  et  sa  dérivée  sont  pre- 
miers entre  eux. 

S69.  Si  Ton  remplace  y  par  ox,  a  désignant  la  valeur 
arithmétique  de  ^/A,  Téquation  (1)  devient 

x"  di  1  =  0.  (2) 

Par  conséquent  y  toute  quantité  réelle,  d=  A,  a  m  racines 
m'*"*",  que  l'on  obtient  en  multipliant,  par  la  valeur  arith- 
métique de  kA,  les  m  racines  m**"*'  de  d=  1  (S99). 

S69.  Avant  d  aller  plus  loin ,  il  convient  de  distinguer 
les  cas  de  m  pair  et  de  m  impair  : 

1"  Si  m  est  pair,  I  équation  af  —  1  =»  0  se  décompose 

M  m 

en  x' —  1  =  0,  x^-H  i  =0; 

2"  Si  m  est  impair,  Téquation  x"-*- 1  =  0  a,  pour  trans- 
formée en  — X,  x" —  l  =0. 


(*)  On  peut  même  supposer  que  A  soit  imaginaire  (<>•).  Pour  abréger, 
nous  faisons  abstraction  de  ce  cas. 
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Ainsiy  réquation  (2)  est  réductible  aux  deux  formes 
suivantes  : 

a:^  -f.  i  =  0,    m  pair;  (3) 

x"  —  1  =  0,     m  impair.  (4) 

De  plus,  réquation  (3)  est  réductible  au  degré  j(Sft9); 
et  réquation  (4),  au  de^çré  ^^—^  (S&^)- 

Sft9.  Considérons  spécialement  Téquation  (4).  L'appli- 
ration  du  Théorème  de  Descarœs  montre  qu'elle  a  une 
seule  racine  réelle,  laquelle  est  1  ;  résultat  évident  a  jpnort. 
Les  m  —  1  racines  imaginaires  jouissent  de  propriétés  re- 
marquables :  nous  allons  en  indiquer  quelques-unes. 

S6II.  Tbéoréme  I.  —  Toute  puissance  d'une  racine  de 
l'imité  est  aussi  racine  de  l'unité. 

Soit  a  une  racine  imaginaire  de  Téquation  (4);  de  ma- 
niére  que  a"*  =  1.  Elevant  les  deux  membres  à  une  puis- 
sance quelconque,  on  a  (a'"y=  1 ,  ou  (a*)"*=  1  ;  donc  of  est 
une  valeur  de  W  1 .  En  particulier,  tous  les  termes  de  la 
progression 

a,     a*,     a',     a*,  ...  (5) 

sont  des  valeurs  de  ce  radical. 

Sll#.  Remarque.  —  A  cause  de  a*"^*  =  a'*.a  =  a,  la 
nérie  est  périodique  :  la  période  contient,  au  plus,  m  termes; 
ce  qui  devait  être. 

ISt.  Lemme.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  bi- 
nômes x"  —  1 ,  x"' — 1 ,  e«f  x^  —  1 ,  A  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  exposants  m,  m'. 

Si  Ion  divise  le  premier  binôme  par  le  second  (*),  on 

{*)  En  supposant  m  >  m'. 
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trouve,  pour  quotient,  ac^""'H-x*"*"'-i-...-4-x*~^'"';  cm' dési- 
gnant, bien  entendu,  le  plus  grand  multiple  de  m'  contenu 
dans  m.  Le  reste  de  la  division  est  donc  x""**' — 1,  ou, 
pour  plus  de  simplicité,  x""' —  1 .  Sans  qu'il  soit  nécessaire 
d'aller  plus  loin,  on  voit  que  si  rn\  m"\  ...,  A  sont  les 
restes  successifs  provenant  de  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  m  et  m',  l'opération  analogue, 
effectuée  sur  x" —  1,  oiT' —  1,  donne  les  restes  x""  —  1, 
xT'" —  \y  ...,  x^  —  J-  Ce  dernier  binôme  est  donc  le  plus 
grand  commun  diviseur  demandé. 

S#9.  THÉonÉME  II.  —  Si  l'indice  m  est  premier,  ks  puis- 
sances successives  d'une  racine  imaginaire  quelconque  de 
l'unité  sont  égales  à  toutes  les  racines  de  l'unité;  ou,  ce  qui 
est  équivalent  :  si  m  est  un  nombre  premier,  et  que  a  soit 
une  racine  imaginaire  de  l'équation  x" —  1  =  0,  /e«  m  ra- 
cines de  cette  équation  sont  ol,  a*,  a', ...  a*. 

Soit,  s'il  est  possible,  a'  =  a!'y  g  et  h  étant  plus  petits 
que  m.  Celle  égalité  devient  a*'*  —  1  =  0;  ou,  en  faisant 
g  —  h  =  m'  :  a'"'  — 1=0.  Par  suite,  a.  serait  une  racine 
commune  aux  équations  x""  —  1=0,  x*"' — 1  =  0.  Et 
comme  le  plus  grand  commun  diviscMir  entre  m  et  m' est  I, 
on  aurait,  par  le  lemme  précédent,  ae=  1. 

SttS.  Racines  primitives.  —  On  donne  ce  nom  aux 
racines  qui,  par  leurs  puissances  successives,  reproduisent 
toutes  les  racines.  Le  Théorème  II  consiste  en  ce  que,  m 
étant  premier,  toutes  les  racines  m""**  de  l'unité  (excepté  1) 
sont  primitives.  Quand  m  est  quelconque,  certaines  racines 
sont  primitives,  et  les  autres  sont  non  primitives  (*). 

(*)  Le  lecteur  peut  consulter,  pour  cette  théorie,  Isi  Résoluiion  des 
équations  numériques,  par  Lagrange  (note  XIV). 
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mé(M»la(i«ii  «e  «ncltnea  équations  blDdaiea. 

•  Premier  exemple  : 

x»  ^  i  =  0. 

En  opérant  comme  pour  Téquation  bicarrée  (914),  on 
décompose  le  premier  membre  en 

(x*  +  x'V/2 -^  l)(x*  —  x«l/2 -^  i). 
Semblablementy 

x*-f-x«l/2+ 1 =(x«+x  1^2— V/Î2+ i  )  (x«— X 1/2  — \/2-*- 1  ) , 

x*+x*l/2V  1= (x'-Hx  1^2  -+- 1^2-4-  i  )  (x'— X  1/2-^1/2-4-  i  )  ; 

en  sorte  que  la  proposée  est  remplacée  par  quatre  équa- 
tions du  second  degré. 
SUft.  Deuxième  exemple  : 

x"  -f-  1  =  0. 

A  cause  de  x**  =  (x*)3,  le  premier  membre  est  divisible 
par  X*  -H  i .  Le  quotient,  ocfi  —  x*  + 1 ,  égale 

La  question  peut  donc  être  regardée  comme  résolue. 
W9i%.  Troisième  exemple  : 

x"  —  i  =  0. 

Le  premier  membre  est  divisible  par  x'  —  1  et  par  x^* — 1 . 
Effectuant,  on  trouve 

x»-~i=(x»— <)(x«-f-x»-i-x'-+-x»-4-i)  =  (x»— i)(x''»-^x»-*-i); 
et,  par  conséquent, 

(l  Vx-^-l  )  (x"-^X*-^X«-*-X»-»-1  )  =  (x*-4-X»-^x'+X-+-i  )(X*«-4-X»-t- 1  ). 
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Le  second  membre  de  cette  identité  est  divisible  par 
X*  4-  X  H-  1 .  D*ailleurs ,  ce  trinôme  est  premier  avec 
jr*  -h  x*  -+-  X*  -H  X  -h  1  («•!)  ;  donc  ce  même  trinôme  doit 
diviser  x*^  h-  x'  h-  1  (*).  En  effet, 

x*"h-x*-*-  I  ==(x'-*-x-*-  1)(x*  —  x'-f-x"  —  x*-+-x'  —  X-4-i). 

De  même, 

x"-f-x*-+-x*-f-x'-hi = (x*-t-x*-*-x'-i-x+i  )  (x"— x'-*-x*— flC'-l-x'— I-+-I  ). 

La  proposée  est  donc  remplacée  par  les  équations  sui- 
vantes : 

X  —  i  =  0,     x'-4-x-+-l  =  0,     x*-4-x'-t-x'-f-f -1-1=0, 

X*  —  X'  -4-  x'  —  X*  -♦-  X'  —  X  -4-  1=0. 

Les  deux  dernières  sont  réductibles,  respectivement,  à 
z«-»-z  — 1  =  0,    z*  — z'  — 4««-+-4zH-i=0. 

Ainsi,  des  quinze  racines  de  Téquation  donnée,  sept  sont 
exprimables  sous  forme  finie. 
SII9.  Quatrième  exemple  : 

x'  — i=0. 

Celle  équation  se  ramène  d'abord ,  après  la  suppression 
du  facteur  x  —  1,  à 

X*  -H  X*  -f-  X*  -H  X*  H-  X*  -i-  X  -♦-  i  =  0. 

Celle-ci  a  la  forme  normale  des  équations  réciproques 
(«50).  Posant  X  -4-  ^=z,  on  trouve 

2»^x«_25:  — i  =  0. 

(•;  Thëorème.  —  Toute  quantité  entière,  qui  divise  un  produit  de  deux 
facteurs  entiers^  et  qui  est  première  avec  Pun  d'eux,  divise  l'autre. 
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II  resterait  donc  à  résoudre,  par  les  méthodes  con- 
nues (889,  889),  cette  équation  du  troisième  degré.  On 
\a  voir  que  l'application  du  Théorème  de  Moivre  (8ts) 
conduit  plus  simplement  au  but. 


888.  Soit  d'abord 

x--+-i=0,  (5) 

■  exposant  étant  pair.  Comme  le  module  du  terme  connu 
est  1,  on  peut  supposer 

or  =s  cos  ç>  -f-  V/ —  1  sin  f  ; 

d  où  résulte  (8  te) 


cos  mf  -¥■  1/ —  i  sin  fiif  ==  —  i. 

Celte  équation  exige  que  fn(f=(^k-^i)it,  k  désignant  un 
entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  Les  valeurs  des  racines 
sont  donc  déterminées  par  la  formule 

x  =  cosi —-\-V—\  sini —  (6 

m  m 

S88.  Remarques.  —  I.  En  attribuant  m  valeurs  cotisécu- 
tives  à  l'entier  *,  par  exemple,  0, 1, ...  (m —  i),  on  obtient 
tmtes  les  racines  de  l'équation  (3).  En  effet,  les  arcs  repré- 
sentés par ->  — >~>  (»w»--<)^  g^^j  moindres  qu'une  circon- 

Térence;  donc  deux  quelconques  d'entre  eux  n'ont  pas,  à  la 
fois,  même  sinus  et  même  cosinus. 

II.  Si  l'on  donnait  à  k  des  valeurs  différentes  des  pre- 
mières, on  retomberait  sur  des  racines  déjà  trouvées.  Ainsi, 
t  =  m  donne  x  =  cos^  -h  V/ —  1  sin  ^.  De  même,  pour 
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A;=am  +  1,     a;  =  cos 1- 1/ —  i  sin — ; 

m  m 

eic.  (*). 

III.  Les  valeurs  de  x,  répondant  à  deux  valeurs  de  k 
dont  la  somme  est  m  —  I ,  sont  conjuguées.  Celle  proposi- 
tion se  vérifie  aussi  simplemenl  que  la  précédente.  ElU* 
prouve  que  Ion  obtient  toutes  les  racines  de  l'équation  (5) 
au  moyen  de  la  formule 

x  =  cosî^ —dz[/^--isin~ —y  (7) 

m  m 

pourvu  que  l'on  attribue  (  ~j  valeurs  consécutives  à  k. 
S70.  Considérons  maintenant  lëqualion 

dans  laquelle  m  est  impair.  Si  Ion  met  à  part,  pour  ainsi 
dire,  la  racine  réelle  1,  on  prouve,  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  que  nous  venons  d  employer,  que  les 
(m  —  1)  racines  imaginaires  sont  données  par  la  formule 

=bV/^=nrsin »  (8) 


x  =  cos 


m  m 


dans  laquelle  4=1,2, ..., 


Faetenra  trlndmes  de  J^  db  1 . 

»M.  La  décomposition  de  x"  ifc  1,  en  facteurs  réels  du 
second  degré  (935) ,  est  une  conséquence  de  ce  qui  pré- 
cède. En  effet,  les  formules  (7),  (8)  représentent,  respec- 
tivement, les  racines  des  équations 

(2*-f-1)7r        .  ,  2itïr 

x'  —  2x  cos^ ' — h  1  =  0,     x'  —  2x  cos h  1  =  0. 

m  m 

{*)  Celte  proposition  est  évidente  a  priori,  Téquadon  (3)  ne  pouv.iiii 
avoir  plus  de  m  racines. 
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Donc,  si  m  est  pair, 
jt"  -♦-  i  =  j  X*  —  Sx  cos  — h  4  I   X*  —  Sx  cos f-  i  I  ... 

x«— âxcos^^ —-i-  i    ;  (9) 

et ,  si  tu  est  impair, 

x*"  —  i=(x  —  i)\  x'  —  Sxcos Hi   I  x*  —  Sxcos h1  I... 

x«  — 2xcos^ —-^\    .  (10) 

S99.  Application.  —  Nous  prendrons  seulement  Téqua- 

lion 

x'  — 1  =  0, 

déjà  traitée  (SII9).  La  formule  (10)  donne,  après  suppres- 
sion du  facteur  x  —  1  : 

X*  -H  X*  -i-  X*  ■+•  X'  -f-  X'  -H  X  -+-  1  = 
ix* — âxCOS ^'MI*  — 2X008 hl  llx' — 2xcos hl  I. 

Malheureusement,  les  cosinus  qui  entrent  dans  cette 
égalité  ne  sont  pas  calculables  sous  forme  finie  {*). 

I.  Résoudre,  par  la  Trigonométrie,  les  équations 
x"-4-i==0,    x"-f^l=0,    x"-+-4  =  0,    x"— 1=0. 

II.  Réduire,  au  huitième  degré,  Téquation  x*^ — 1=0. 

(*)  Il  en  résulte  que  ton  ne  peut,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compeu, 
inscrire,  à  un  cercle  donné,  un  heptagone  régulier. 


9 
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III.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines 

t2ir  in  8ir  i6ir-| 

C08  —  -f-  cos:^  -*-  «^Î7  ■*■  ^^lyj 

y«  =  2[cos-  +  cos— ^COS— -HCOS— J. 
Résultat  : 

IV.  !•  Les  fonctions  Z, ,  Z,,  ...  (»*S)  sont  données  par 
la  formule 

1.2.3.4  ^  '  J 

2*  Toutes  les  racines  de  Téquation  Z.  =  0,  sont  com- 
prises entre  -h  2  et  —  2.  On  peut  donc  les  représenter, 
chacune,  par  z  =  2  cos  c». 

3*  En  vertu  de  cette  remarque, 

Z,  »  2  cos  po  {•*). 
\  -t-x'-^x^'-f-x^-f-x*      i  -i-x"-^x"-f-x"-^x*'-+-x«-+-x" 


V. 


I  -f-X  -t-X*  -hX'  -f-X*  1  H-X  -*-X*  -hx"  -4-X*  -HX*  -t-X* 

l__a:-i-x»— x«-f-x'— x»-*-x"— x"h-x«— x»-i-x"— x"+x" 


_X'«H-X«— X»-l-X**. 


VI.  Les  réduites  de  Téquation  x^ — 1  =  0  sont 

«•-♦-z— 1=0,    jz'-f-z'  —  2z  —  i  =  0, 
x" — ic"  —  i  2iï*«-+- H  jz»+ 542«  —  4o«^ — i  i  5z«-*- 71z»-4- 1  lOx* 

—46z»—40jr» -+-82-4-1=0  (***). 

(*)  Les  deax  dernières  queslioDs  se  rapportent  à  la  division  de  la  cir- 
conférence en  dix-sept  parties  égales.  On  peut  consulter,  sur  ce  poinl,  la 
Trigonométrie  de  Legendre,  et  les  Théorèmes  et  problèmes  de  Géomé- 
trie élémentaire. 

(**)  Voir  la  note  de  la  page  181. 

(**•)  Remarques  sur  Féquation  x"  —  1  =  0.  {Bulletins  de  P Académie 
de  Belgique.  —  Mars  1870  ) 
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VII.  Théorèmes.  —  Quelle  qiie  soit  la  base  h  du  système 
de  numération  : 
i""  p,  q  étant  deux  nombres  impairs,  premiers  entre  eux, 

m 

yf-*)/  ^  5{f-«)F  H h  6»'  -4-  i  Ô^*^**»  -♦-  Ô'*^*^»  H h  6»  -4-  i 

=  entier. 
Par  exemple  : 

i  001  OOi  OOi  004       10  000100001 


11111  111 


=  entter. 


2*  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nombres 
de  la  forme  111  ...  11 ,  a  cette  même  forme. 
3'  Les  nombres 

1,    11,    111-    11111,    1111111,    11111111111,  ... 

cwnposés  de  un,  deux,  trois,  cinq,  sept,  onze,  ...  chiffres, 
smt  premiers  entre  eux,  deux  à  deux. 


CHAPITRE  XXIII. 

RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES. 


89S.  On  a  VU,  précédemment,  comment  on  peut  déter- 
miner les  racines  commensu râbles  d'une  équation  à  coeflî- 
cients  rationnels,  et  comment  la  résolution  d'une  équation 
qui  a  des  racines  égales  peut  être  ramenée  à  la  résolution 
d'équations  plus  simples.  Nous  supposerons  donc,  dans  ce 
qui  va  suivre,  que  l'équation  donnée  n'a  aucune  racine 
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eommensurable,  ni  aucune  racine  multiple  :  les  racines  de 
celle  équation  seront  donc,  ou  incommensurables ,  ou  ima- 
ginaires; mais  nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ces  der- 
nières. 

La  recherche  des  racines  incommensurables  d*une  équa« 
tion  f(x)=0  se  décompose  en  deux  parties  :  1*  la  sépara- 
tion des  racines^  2"  le  caktU  des  racines, 

fléparatl^M  4ea  racines. 

S74.  Les  racines  sont  dites  séparées^  quand  chacune 
d'elles  est  comprise  entre  deux  quantités  connues,  qui  n'en 
comprennent  aucune  autre. 

Pour  essayer  d'effectuer  celle  séparation,  on  peut  d'abord 
procéder  comme  il  suit  : 

Ayant  déterminé  une  limite  inférieure  et  une  limite  su- 
périeure des  racines,  on  substitue,  dans  /"(x),  les  quantités 
entières  comprises  entre  ces  deux  limites  (*),  et  Ion  compte 
le  nombre  des  variations  de  signes  que  présente  la  suite 
formée  par  les  résultats  de  ces  substitutions.  5't7  arrive  que 
ce  nombre  soit  égal  à  la  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  réelles,  donnée  par  le  Théorème  de  Descaries,  les 
racines  seront  séparées. 

Soit,  par  exemple, 

a:*-*-  10x«  — 15x4- 1=0. 

Par  la  Règle  des  signes,  on  reconnaît  que  cette  équation  n  a 
aucune  racine  négative,  et  qu>//e  peut  avoir  deux  racines 
positives.  D'ailleurs,  +  2  est  une  limite  supérieure  des 

(*)  Quand  ces  limiles  sool  forl  écarlées,  le  nombre  des  sobsliluUoDs  inu- 
tfles  peut  devenir  très-grand.  Pour  abréger,  on  se  contente,  ao  moins 

dans  un  premier  essai,  de  substituer —  100,  — 10,  *-l,  0,  -t-^ 

-hiO,-*-iOO,..,  après  quoi  Ton  resserre  les  intervalles. 
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racines;  et,  si  Ton  désigne  par  y  le  premier  membre,  on 

trouve  I  pour 

a;  =  0,         1,      2; 

y  =  l,    —3,    27. 

La  suite  des  valeurs  de  y  présentant  deux  variations ,  les 
racines  sont  séparées  :  Tune  est  comprise  entre  0  et  1, 
I  auU'e  entre  1  et  2. 

S7ft.  II  est  très-rare  que  le  procédé  dont  nous  venons  de 
faire  une  application  permette  d'effectuer  la  séparation  des 
racines  d'une  équation  donnée.  Dans  la  plupart  des  cas, 
le  nombre  des  variations  que  présente  la  suite  des  valeurs 
Aef(x)f  est  inférieur  à  la  limite  du  nombre  des  racines, 
donnée  par  le  Théorème  de  Descartes.  Il  est  vrai  que  si 
Ion  attribue  à  x  des  valeurs  en  progression,  dont  la  diffé* 
renée  constante  soit  d'abord  0 J ,  puis  0^01 ,  puis  0^001 ,  etc., 
la  probabilité  que  les  racines  flniront  par  se  séparer  aug- 
mente à  chaque  sérte  de  stAstitutions.  Mais,  d'une  part,  les 
calculs  auxquels  on  serait  conduit  ainsi  peuvent  devenir  fort 
prolixes;  et,  d'un  autre  côté,  si  l'équation  a  des  racines 
imaginaires  dont  l'existence  n'ait  pas  été  indiquée  par  le 
Théorème  de  Descartes;  ces  calculs,  qu'il  n'y  a  aucune 
raison  de  ne  pas  continuer  indéfinimenty  auront  été  effectués 
en  pure  perte  (*).  Nous  expliquerons,  bientôt,  un  moyen 
plus  expéditif  et  plus  sur  d'opérer  la  séparation  des  racines. 

Calenl  de*  raclnr** 

nu.  Méthode  de  Newton. — Supposons  que,  par  un  pro- 
cédé quelconque,  ont  ait  trouvé  une  valeur  approchée  a 

(*)  Le  Théorème  de  Slarm  ii*a  pas  les  iDConvénients  de  ce  procétié 
vague,  appelé  quelquefois  méthode  des  substitutions,  puisqu*il  indique,  à 
claque  insianl,  /«  nombre  et  le  lieu  des  racines  réelles. 

19 
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d'une  racine  réelle  deTéquation  f(x)^=0.  Désignons  par  a 
cette  racine,  et  par  h  la  correction ,  positive  ou  négative, 
que  Ton  doit  faire  subir  à  a  pour  obtenir  a.  Nous  aurons 


c'est-à-dire 


a  =  a-4-Ay    /'(a-*-A)  =  0, 


A«) +*/•'(«) -4-—rw 


A- 


1.2  ...m 


r-H«)=o. 


m  étant  le  degré  de  Téquation* 

Cela  posé,  si  la  quantité  h  est  suffisamment  petite,  les 
termes  en  A^,  A^, ...,  hT  seront  ordinairement  très-petits  par 
rapport  aux  deux  premiers  termes  :  la  méthode  de  Newton 
consiste  à  négliger  complètement  ces  puissances  supérieures 
de  A9  et  à  remplacer  Téquation  précédente  par  celle-ci  : 


/•(a).*.A/'(«)  =  0; 


d'où  Ton  conclut 


h  = 


/■(«) 


rw 


(I 


Telle  est  la  formule  de  Newton. 
117  9.  Interprétation  géométrique.  —  Soit  AB  un  arc  de 

la  courbe  représentée  par  y=f(x), 
et  soit  R  le  point  inconnu  où  elle 
coupe  l'axe  Ox  :  la  distance  OR  re- 
présente la  racine  inconnue  a. 

Au  point  A  9  qui  a  pour  abscisse 
la  valeur  approchée  a  =3  OC ,  me- 
nons la  tangente  AT.  Dans  le  trian- 


gle rectangle  AGT, 


CT  = 


AC 


Mais 


tgATC 


AC  =  /"(a),    tg  ATC  =  ~  tg  ATx  «  ~  /•' («); 
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S91 


donc 


CT  =  — 


Cette  valeur  étant  égale  à  celle  de  h  y  donnée  par  la  for- 
mule (1),  il  s'ensuit  que  la  méthode  de  Newton  consiste  à 
remplacer  la  courbe  par  sa  tangente,  au  point  dont  l'abscisse 
esta. 

Cette  remarque  fait  voir  que,  dans  certains  cas,  la  mé- 
thode de  Newton  pourra  être 
complètement  fautive.  Par 
exemple,  si  Tare  AB  a  la  forme 
indiquée  ci-contre,  et  qu'on 
mène  la  tangente  au  point  A, 
on  s'éloigne  de  la  racine,  au 
lieu  de  s'en  rapprocher. 
S78.  Rectification  de  la  méthode  de  Newton.  —  Nous 
supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  séparation  des 
racines  a  été  opérée,  en  sorte  que  la  racine  inconnue  a, 
dont  on  veut  approcher,  est  comprise  entre  deux  quantités 
données  a,  p,  qui  ne  comprennent  aucune  autre  racine 
deTéquation  f(x)  =  0.  Nous  admettrons,  en  outre,  qu'il 
n existe,  entre  ces  deux  limites,  aucune  racine,  soit  de 
f(x)=0  (*),  soit  de  f'(x)  =  0.  Ces  diverses  hypothèses 
peuvent  être  énoncées  ainsi  : 

L'arc  AB,  dont  les  extrémités  ont  pour  abscisses  aet  ^^ 
coupe  une  seule  fois  l'axe  des  abscisses;  déplus,  il  ne  contient 
ni  point  maximum  {**^  ou  minimum,  ni  point  d'inflexion. 


(*)  Celte  première  condition  n^est  pas  absolument  indispensable  au 
succès  de  la  mélbode;  mais,  quand  elle  est  TériGée,  les  calculs  marchent 
plus  rapidement. 

(**)  Point  maximum,  c'est-à-dire  point  dont  Vordonnée  est  un  maxi- 
mum. On  peut  lire,  dans  le  Calcul  différentiel,  la  théorie  des  points  din' 
flexion;  quant  à  présent,  nous  nous  contenterons  de  les  définir  par  cette 
propriété  :  tfi  chaque  point  dHnftexion  dCune  courbe,  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  devient  maximum  ou  minimum. 
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Cela  posé  :  1*  appliquons  la  correction  de  Newton  h  celui 
des  deux  points  donnés  pour  lequel  la  tangente  tombe  dans 
IHntérieur  du  triangle  formé  par  la  courbe,  l'axe  de$  ab- 
scisBes  et  l'ordonnée  du  point  :  Tinspection  des  quatre  figures 
ci-dessous  montre  clairement  que  ce  point  A  est  celui  dont 

Fif.  1.  Fig.  11. 

y, 


Fig.  111. 


Fig.  IV. 


l'abscisse  a  rend  f(x)  et  f  (x)  de  mime  signe  (*)•  Nous  au 
ronsOT  =  OC-*-CT,  ou 


«1  =  a  — 


rw 


(i) 


(*)  Considérons,  par  exemple,  la  fig.  1.  L*arc  ÂB  tOQrDaiit  sa  conrexité 
vers  le  haut,  f"  (x)  est  coostammenl  négative,  et  la  courbe  est  au-éif' 
MOUS  de  sa  tangente.  Donc  la  tangente  au  point  B,  dont  Tordonnée  esi 
positive,  tomberait  en  dehors  du  triangle  RBD.  Au  contraire,  la  tangente 
au  point  A,  pour  lequel  Tordoonée  est  négative,  est  située  dans  le  triangle 
CAR;  etc. 
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3^  Menons  la  corde  ÂB  :  elle  laisse  d*un  même  côté 
Tare  ARB,  puisque  celui-ci  est  convexe.  Le  point  S,  où  ÂB 
coupe  Taxe  des  abscisses,  partage  CD  en  deux  segments 
proportionnels  à  AC,  BD;  donc 

BD  f(ô) 

SD  =  CD— -~  =  (3  — a)— --^^'-^  -    . 

BD  -I-  AC      ^'^        ^  f(p)  —  f{a) 

Conséquemmenty  en  désignant  OS  par  P|  : 

Les  formules  (3),  (3)  résolvent  la  question  proposée  :  en 
effet,  le  point-racine  R  est  compris  entre  les  points  T,  S, 
et  ceux-<;i  sont  compris  entre  C  et  D. 

II99.  Limite  de  Verreur  commise. —  La  racine  inconnue 
a  étant  comprise  entre  a^  et  Pi,  la  différence  ^j — oli  est 
une  limite  de  Verreur  à  laquelle  donne  lieu  la  méthode  de 
Newton.  Or, 

ou 
Pour  simplifier  cette  expression,  observons  que 


••  • . 


donc,  en  posant  : 
nous  aurons 


*i  = 


/•'(«)      r(«)-*-*f(«) 
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OU  /■(«)?(«) 

'1  =  ^77 


ou  enfin  y  à  cause  de 

m. 


A  =  — 


rw 


II90.  La  formule  (4)  nous  permet  de  résumer,  dans  les 
termes  suivants ,  la  marche  à  suivre  pour  approcher  indé- 
finiment d^une  racine  a  de  Téquation  f(x)=0,  après  que 
cette  racine  a  été  séparée  : 

Connaissant  deux  quantités  a^  ^,  entre  lesquelles  tombe 
la  racine  a,  et  qui  ne  comprennent  atLcune  racine,  soit  de 
f  (x)  =  0,  soit  de  f"  (x)  =  0,  on  désignera  par  a  celk  de 
ces  deux  limites  qui  retid  f(x)  et  f''(x)  de  même  signe;  et, 
pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  ai,  on  emploiera  ks 
formtdes 

^=  —  777-:»  w 

f  («) 

«,  =  «+.  A.  (B) 

En  désignant  par  s  la  différence  positive  ou  négative 
(3  —  a,  c'est-à-dire  l'approximation  (*)  de  a,  et  par  e^  l'ap- 
proximation de  a^fOna 

e^  =  ^ih-—- — .  (C) 

A  («)-^«f(«) 

Cette  formule,  dans  laquelle  9  (a)  représente 

H-  S .  -4-  6 H  ••• , 

1.2  i.2.3  i. 2.3.4  ' 


(*)  Approximation  de  a  signifie  ici  :  limite  de  Verreur  commise  en  pre- 
nant  a  au  lieu  de  a. 


RACINES  INCOMMENSURABLES.  99$ 

indique  atissi  à  quel  degré  d'approximation  on  doit  cal- 
ittler  h. 

Opérant  sur  aj^  comme  on  a  opéré  sur  a  y  on  trouvera  une 
valeur  a^,  encore  plus  approchée  de  la  racine  a;  et  ainsi  de 
suite. 

391.  Application.  —  Nous  allons  faire  usage  de  la  mé- 
iliode  précédente  pour  calculer  la  plus  petite  racine  posi- 
tive de  réquation 

x*  —  7x  -♦-  7  =  0. 

On  a  vu  (840)  que  cette  racine  est  comprise  entre 
1,35  et  1,36.  D'ailleurs,  quand  x  varie  entre  ces  limites, 
f{x)=Zx'^ — 7  reste  constamment  négative,  et  f"(x)=&x 
reste  constamment  positive:  la  méthode  de  Newton  est  donc 
applicable.  En  outre,  la  première  limite  1 ,35,  rendant /'(x) 
cl  f  (x)  de  même  signe,  nous  prendrons  a  =  1,35,  d'où 
résulte  e  =  0,01.  Cela  posé,  /'(a)  =  0,010  375;  et  Ton 
irouve  : 

Substituant  dans  les  formules  (A)  et  (C),  nous  aurons 
donc 

0,010  375      1,057  5 

*^   1,532  5   ""  1 53,25  ' 

1,057  5  4,06  1,057  5     4,06 


15  525   —1,552  5-4-0,040  6      15  525    1,4919 

Le  premier  facteur  de  e|  esta  peu  près  égal  à  -^j-^;  l'autre 
t^st  moindre  que  3;  donc  £|  <  0,000  2.  Ce  résultat  montre 
qu'il  suffit,  dans  ce  premier  calcul,  de  déterminer  les  trois 
premières  décimales  de  la  valeur  de  A  :  si  l'on  en  calculait 
([uatre,  on  ne  serait  pas  sûr  de  la  dernière.  Effectuant,  on 
trouve 
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puis  at  =  i,ZMj    f|  =  0,000  18. 

Ces  valeurs  donnent 

•î  =  \  ,858  736 ,    a]  =  2,493  326  01 6 , 
/•(«,)  =  0,00 1  326  0 1 6,  /•'(«,)  =  —  i  ,483  792,  y  («,)  =  4,069  ('). 

Par  suite  : 
1,326  016 

hmS=  9 

i  483,792 

^^__  1,326  016  4,069 

f,  =  0,0001 8-^-—— <O.OO0003. 

1,483  792   1,483792  —  0,004069^    ' 

D'après  eette  nouvelle  valeur,  on  doit  évaluer  h^  à  moins 
de  0,000  01  :  A,  =  0,000  89;  puis 

«,=  1,336  89,    £,  =  0,000  01. 

On  trouve,  de  la  même  manière  : 

/•(«,)  =  0,000  008  664  087  769 ,    f  (««)  =  —  ^  >76  548  583  7, 

^-^.«      r         8,664087  769 
ç  («^  =  4,070  68  ;    A,  =  — ^ ; 

8,664  087  769  4,070  68 

fs  =  — ^ <  0,000000002, 

'      147  654  858  370   1,476  507  876  9^    ' 

As  =  0,000  005  867,    «5=»  1,356  895  867,    n»  0,000000001; 

/-(a.)  r==:  0,000  000  001  317  347  970  813  679  363, 

f^{a,)  =  —  1,476  500  818  354  954  933,    f  («,)  =  4,070  687  602; 

1,517547970815679365^   ,,< 0,00000000000000001; 
*      1476  500818,354954933      *.        ' 

A«  =  0,000  000  000  892  209  44; 

a,  =  1,356  895  867  892  209  44. 

C)  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer  que  ces  deniières  quanlltés, 
au  lieu  d'être  calculées  direclement,  pourraient  se  déduire  des  valeurs 
de /-(a), /*(«),  etc. 
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Une  nouvelle  application  des  formules  (A),  (B),  (C)  fe- 
rait connaître  les  seize  décimales  qui  suivent  celles-ci;  etc. 


0épamll«M  des  raelBesy  par  la  niélhade  de  lVewteB« 

M9.  La  méthode  de  Newton  y  ou  plutôt  la  construction 
de  la  courbe  dont  Tordonnée  est  f(x),  permet,  presque  tou- 
jours, d'effectuer  très-simplement  la  séparation  des  racines 
réelles  de  f(x)==0,  ou  de  reconnaître  que  cette  équaUon  a 
des  racines  imaginaires,  non  indiquées  par  le  Théorème 
de  Descartes. 

Remarquons  d'abord  que  la  véritable  difficulté  du  pro- 
blème se  réduit,  le  plus  souvent,  à  reconnaitre  si  detix 
quantités  a,  |3,  gut,  substiittées  à  x  dans  f  (x),  ont  donné  des 
résultats  de  même  signe,  comprennent  entre  elles  deux  ra- 
cines de  f  (x)  =  0 ,  OM  n'en  comprennent  aucune. 

Cela  posé,  si  la  première  dérivée,  r(x),  ne  changeait 
pas  de  signe  entre  x=a  et  x=P,  f{x)  serait  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante  dans  le  même  in- 
tervalle ;  et,  puisque  f(a)  et  f(P)  ont  même  signe,  cette  fonc- 
tion ne  pourrait  s'annuler.  Autrement  dit,  si  l'éqtmtion 
r(x)=3  0  n'avait  aucune  racine  entre  a  et  (3,  il  en  serait  de 
même  pour  l'équation  proposée,  f(x)  =  0. 

Le  cas  où  Téquation  dérivée,  /^(x)=0,  n'aurait  aucune 
racine  entre  a  et  p  étant  mis  de  côté,  nous  admettrons  que 
cette  équation  a  une  seule  racine  comprise  entre  ces  deux 
quantités  :  si  elle  en  avait  plus  d'une,  on  remplacerait  a  et 
P  par  d'autres  limites,  plus  resserrées. 

Enfin,  nous  admettrons  aussi  que  la  seconde  dérivée, 
/"(*)>  conserve  le  même  signe  entre  x==«  et  x=(3  :  ceci 
revient  à  supposer  que  la  courbe  représentée  par  y  =3 /"(x) 
est  convexe  entre  les  points  ayant  a,  ^  pour  abscisses. 


298 


ALGÈBRE. 


S9S.  Soient  A»  B  ces  deax 
points  O;  soit  AMB  ou  ANB 
Tare  qui  les  joint,  et  dont  la  forme 
est  encore  inconnue  :  il  s'agit  de 
savoir  si  cet  arc  coupe  en  deux 
points  Taxe  des  abscisses,  ou  s'il 
ne  le  coupe  pas. 
Aux  deux  limites  a,  P,  appliquons  la  formule  de  New- 
ton, c'est-à-dire  calculons  les  sous-tangentes  CS,  DT.  En 
supposant,  comme  cela  aurait  lieu  d'après  la  figure  : 

nous  aurons,  en  considérant  les  valeurs  absolues  : 

Or,  si  les  tangentes  AS,  BT  se  croisent  au-cfe««ti5  de  Ox(^*), 
c'est-à-dire  si  la  somme  des  sous-tangentes  surpasse  CD, 
Tare  inconnu  a  la  forme  ANB;  il  ne  coupe  pas  Taxe  des 
abscisses,  et  l'équation  f(x)=0  n'a  aucune  racine  entre 
a  et  |3.  Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  quantités  a,  ^  satisfaisant  aux  conditions  indiquées 
ci-dessus,  si  l'on  a 

ftp)    m 


-777T>P- 


(5) 


l'équation  f(x)  =  0  n'a  aucune  racine  entre  a  et  p. 

Quand  la  somme  des  sous-tangentes  est  moindre  que  CD 
c'est-à-dire  lorsqu'on  trouve 


np)   rw 


<p-«: 


(6) 


{*)  Sur  la  figure,  on  les  a  placés,  pour  fixer  les  idées,  au-dessus  de  Taxe 
des  abscisses;  mais  le  raisounemeDt  est  Indépendant  de  celte  hypothèse. 
{**)  On  devrait  lire  au-dessous,  si  f(a)  et /(/3)  éUient  négatives. 
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on  ne  peut  rien  affirmer  sur  rexistenee  ou  la  non-existence 
de  deux  racines  entre  a  et  P;  mais,  en  prenant 

opérant  sur  ces  nouvelles  limites  comme  sur  les  premières, 
et  continuant  de  la  même  manière,  on  pourra  presque  ton- 
jow8,  après  un  très-petit  nombre  d'essais,  reconnaître  si  les 
deux  limites  données  ne  comprennent  aucune  racine,  ou  si 
elles  en  comprennent  deux  :  ajoutons  que,  dans  ce  dernier 
cas,  on  aura  approché  des  deux  racines  à  la  fois,  et  que  la 
substitution  d*une  quantité  intermédiaire  entre  les  limites 
^«>  ^n*  auxquelles  on  se  sera  arrêté,  permettra,  presque 
toujours  aussi ,  de  séparer  les  deux  racines. 

Les  exemples  suivants  montrent  la  simplicité  et  Teffica- 
cité  de  cette  méthode. 

S84.  Applications.  —  I.  x*h-3x^ — 2x4-1=0. 

/•'(x)  =  ix*  -I-  6x  ~  2,     -/*"(x)  =  2x'  -*-  1. 

La  première  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  0  et  j;  la  seconde  dérivée  est  essentiellement 
positive:  nous  pouvons  donc  prendre  a=0,  (3=|.  Or, 

r(P)       fia)        4_       â' 

27 

Cette  somme  surpassant  j,  Véquation  n^a  pas  de  racines 
miles  (*). 

(*)  Oq  peut  encore  arriver  à  cette  conclusion  en  observant  que  le  tri- 
nôme 3a;*  —  2â?  4- 1  est  toujours  positif. 
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II.  X*  -♦-  X*  —  3,999x  -♦-  4  =  0. 

/•'(x)  =  4x»  -*.  2x  —  5,999,     ^r{x)  =  6x*  h-  i. 

2 

L'équation  a  peut-être  deux  racines,  comprises  entre  0  et  1. 
Ces  nombres  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  ci-des- 
sus, nous  prendrons  a  =sO,  P={.  Nous  obtenons  ainsi 

r(P)      rW      0,001  "*"  5,999* 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  1  ;  donc  Péqmtm 
n'a  pas  de  racines  réelles. 

IIL  iOOx*  -¥-  67x«  —  59x  H- 1  i  =  0. 

Quelques  essais  préliminaires  montrent  que  Ton  doit  cher- 
cher deux  racines  entre  0,3  et  0,4.  D*ailleurs , 

f  (x)  =  iOCx»  -♦-  i34x  —  59 

s'annule  une  fois  seulement  dans  cet  intervalle,  et  f"{x)  est 
toujours  positive. 
Soient  donc 

a  =  0,3,    p  =  0,4. 

/•(«)  =   0^81  -f.    6,03  —  i7,7    -•-11=  0,14, 
/^(a)  =  IO,8    +40,2   —59  =  —   8, 
f{p)=   2,56-4-10,72  —  23,8    -f- 11  =0,68, 
/^'(p)  =  25,6    -+-53,6   —59      =20,2; 

fiP)       /'(«)_0,68  ^  0,14 

r(P)      /•'(«)       20,2         8    ^    '  " 

Les  limites  étant  trop  écartées,  nous  prendrons 

0,14 
a.  =  0,3  -♦-  -^  =  0,31 7..., 

o 
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0,68 
P.  =  Û>-^  =  0,364...; 

ou  plutôt 

«,  =  0,32,    Pi  =  0,36. 

/•(«,)=   1,048  576-*-    6,862  2— 18,88  + il  =  0,030 776, 
/•'(a,)  =  13,107  2     -^  42,88      —59  =  — 3,012  8, 
f{pi)=   1,679  619-4-    8,683  2  —  21,24-4-11  =  0,122  819, 
/•'(p,)  =  1 8,662  4     -•-  48,24      —  59      =  6,902  4; 

APO__/>0       0,122  819      0.030  776 

r(Pi)      /"'(«i)""    6/^02  4  3,012  8    "^    '    • 

Les  limites  sont  donc  encore  trop  écartées.  Mais,/(a|)  étant 
une  petite  fraction ,  il  y  a  lieu  d'essayer  si  Ton  ne  peut  pas 
remplacer  Pi  par  un  nombre  beaucoup  plus  voisin  de  a^  : 
si  Ton  substitue  0,33,  on  trouve 

f  (0,33)  =  1 ,1 85  921  -I-  7,296  3  —  1 9,47  -1-11=  0,01 2  221 , 
/•'(0,33)= 14,374  8     -4-   44,22    —59  =  — 0,405  2. 

Les  racines,  si  elles  existent,  ne  sont  pas  comprises  entre 
0,32  et  0,33  :  essayons  0,34. 

^(0,34)=  1,336  336-4-  7,745  2  — 20,06-»- 11  =0,021  556, 
^0,34)  =  1 5,721  6     H-  45,56      —  59      =  2,281  6. 

Soient  actuellement  «2  =  0,33,  ^2  =  0/34;  d'où 

fipt)       /"(«i)       0,021536      0,012  221 


r(W      r(«t)        2,2816  0,405  2 

l'équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

IV.  lOOx*  -4-  67x'  —  59,04x  -4-11  =  0. 

On  urouve,  comme  dans  l'exemple  précédent  : 

«  =  0,3,    p  =  0,4; 

Aa)  =  0,128,    r(«)  =  -   M4, 
/•(P)  =  0,664,    r(P)=      20,16; 


>  0,01  : 
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«,  =  0,32,     Pi  =  0,36; 

/•(«,)  =  0,017  920,    /"(a,)  =  —  3,052  8, 
/■(P.)  =  0,408 419,    r(?0=      6/8624; 

«.  =  0,33,    p,  =  0,34; 

/•(«,)  =  — 0,000  979,    /"(p,)  =  0,007  936. 

La  séparation  est  effectuée  :  l'équation  a  une  racine  com- 
prise entre  0,32  et  0,33,  et  une  seconde  racine  entre  0;33  ei 
0,34. 


I.  Calculer  les  racines  de  Téquation 

70x*  —  440a;'  -*-  90x»  —  20x  -+-  4  =  0. 

Résultat  : 

X,  =  0,069  434  844  202  975  4, 
X,  =  0,330  009  478  207  567  7, 
0:5  =  0,669  990  521  792  432  3, 
x^  =  0,930  568  455  797  024  6. 

IL  4  74 6x«-5  4 48x»-*-5  742x*-2  904a:'-*-648x'-54x+4=0. 

Résultat  : 

X,  =  0,025  446  043  828  620  2, 
X,  =  0,429  234  407  200  302  8, 
X,  =  0,297  077  424  314  304  5, 
X4  =  0,702  922  575  688  698  5, 
X,  =  0,870  765  592  799  697  2, 
X,  =  0,974  553  956  474  379  8  (*). 

{*)  Ces  deux  exemples,  tirés  d'un  Mémoire  de  rJIIastre  Gauss,  ODt  été 
reproduits  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  Nous  les  avons 
déjà  proposés.  (Ghap.  XXI.) 
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III.  Résoudre  et  discuter  réqualion 

l/aî-H80H-l/a:H-45  h-  l/ar  =  0. 

IV.  Calculer  les  racines  de  réquation 

5  375  OOOx»  —  iâ  524  692  500a:' ^  16  495  428 120  OOOx 
—  6  388  367  590  282  499  =  0. 

Résultat: 

a:i  =  1236,996  452  73, 

xj=i  237,004  351  56, 

X3=  1237,019  195  91  C). 

V.  Les  équations 

5  797x*  H-   4  95ix»  -4-    5  892x*  h-   2  876x  -♦-   6  942  =  0 , 
3  447x«  -f- 1 4  560a;»  -i-  22  430x*  -f-  25  857a;»  -♦-  29 1 93a;* 
-4-11  596x  -4-   5  602  =  0, 

ont  toutes  leurs  racines  imaginaires. 

VI.  Trouver  toutes  les  racines  réelles  de  Téquation 

(x -♦.  !)'•  — a;*»  — 2x— 1  =  0; 

n  étant  plus  grand  que  1  • 
Résultat: 

x=o,  x=— -»  x=— in. 

2  ! 

(*)  On  cherche  d'abord  la  transformée 

qui  a  pour  racines 

y,  =  —  sin  50»  sr  —  0,766  045 , 
y,=  —  siniOor=  — 0,173648, 
y,  s      sin70«=:      0,939693. 


(**)  Voyez  p.  199. 
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VII.  Déterminer  A  de  manière  que  1  équation 
lOOx*  -4-  67x'  —  Ax  -*-  il  =  0 

ait  deux  racines  égales. 
Résultat  : 

10  10  ' 

a  étant  la  racine  double. 


CHAPITRE  XXIV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 


S9ft.  Les  procédés  employés  pour  calculer  les  racines 
incommensurables  d'une  équation /"(x)  =  0„  que  nous 
avons  fait  connaître  dans  le  Chapitre  précédent,  s'appuieni 
tous  sur  la  continuité  de  la  fonction  entière  f(x).  Ils  sont 
donc  applicables  9  à  peu  près  sans  modiCcations,  à  la  réso- 
lution de  toute  équation  de  la  forme /'(x)=0,  dont  le  pre- 
mier membre,  sans  être  algébrique,  est  une  fonctioR con- 
tinue de  X,  sinon  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable, 
au  moins  dans  un  certain  intervalle.  Cependant,  la  discus- 
sion des  fonctions  transcendantes  étant  ordinairement  asseï 
épineuse,  les  méthodes  indiquées  ci-dessus  seront  presque 
toujours  insufBsantes ,  prises  séparément,  en  sorte  que  Ton 
sera  obligé  de  faire  des  emprunts  à  chacune  d'elles.  Les 
exemples  suivants  montreront  suffisamment  la  marche  à 
suivre  dans  chaque  cas  particulier. 
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•  Exemple  I.  —  Résoudre  Féquation  (*) 

On  simpIiQera  le  problème  si\  après  avoir  pris  les  loga- 
rithmes népériens  des  deux  membres ,  on  met  Féquation 

sous  la  forme 

x+  1 

X  —  i 

En  effet ,  en  représentant  par  y  le  premier  membre  de  la 
nouvelle  équation ,  on  reconnaît  immédiatement  que  : 
1*  La  fonction  y  reste  continue  et  croissante  à  partir  de 

2^  Cette  fonction,  négative  pour  xs=l  +  e,  est  positive 
pour  X  SB  2. 

Par  conséquent,  Téquation  (2)  a  une  seule  racine  posi- 
tive, comprise  entre  1  et  2. 

S99.  Pour  en  approcher,  donnons  à  x  les  valeurs  i  ,i  et 
1^2;  nous  trouvons  : 

pour    x  =  i,l,    y  =  2,2  — 121  =  —  0,8U  522  457...; 
pour    x  =  i,%    y=2,4  —  lH  =  -*- 0,002104727.... 

La  racine  est  donc  comprise  entre  les  deux  nombres  sub- 
stitués, et  beaucoup  plus  près  du  second  que  du  premier. 
D'ailleurs, 

v'=2 1 :  =  2-4--, — .»   y  *=— r"î — r;; 

^  X-hi        X  — i  X»— I       ^  (X*  — 1)» 


n  Elle  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaînette  et  dans  la  Mécanique 
céNie  (Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences,  t.  XL  II,  p.  1 184). 
{**)  Suivant  Tusage,  la  lettre  c  désigne  une  quanlilé  posilîTC  très-petite. 
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et  chacune  de  ces  fonctions  conservant  son  signe  à  partir 
de  x=i-htf  la  méthode  de  Newton  est  applicable  (tM). 
Faisant  a=1^2  dans  la  formule 

on  a 

A  =  —  0,000  32  ... 

Ce  résultat  permet  de  supposer  que  la  racine  est  com- 
prise entre  1,199  67  et  1,199  68.  Effectivement, 

x  =  1,199  67 

conduit  à 

âl9  9fi7 
y  =  2,399  34  —  log  — — —  x  1 .  10  H  =  —  0,000 106  788; 

19  967 

x=  1,199  68 
donne 

219  968 
y  =  2,599  36  -  log -— —  X  1  MO  = -f- 0,000  008  999. 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  de  Newton  mon- 
tre que  la  racine  est  comprise  entre  1 ,199  678  et  1,199  679. 
La  substitution  de  ces  valeurs  donne  ensuite  : 

pour  x  =  1,199  678, 

2 1 99  678 
y  =  2,399  356~log-——— 1.10  =  — 0,0000044...; 

pour  x==  1,199  679, 

2  1 99  679 
y  =  2,599  358  —  log  | .  10  =  -h  0,000 002 2 ... 

(*)  La  limite  1,2  étant. d^'à  fort  approchée,  doos  ne  suivons  pas  ^ 
règle  qui  consiste  à  choisir  la  limite  pour  laquelle  f{x)  et  /"'  {s)  sont  de 
même  signe. 

{**)  Les  Tables  de  Callei  ne  contenant  pas  les  logarithmes  népériens  d<!$ 
nombi*es  supérieurs  à  1  200,  il  est  nécessaire ,  pour  continuer  le  calcul, 
d'employer  comme  intermédiaires  les  logarithmes  de  Briggs. 
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S99.  Si  nous  appliquons  dctuellement  les  formules  (2) 
et  (3)  du  n""  S9S,  en  supposant 

a  =  i,i99  678,     [3  =  1,199  679, 

nous  aurons  : 

/•(a)  =  —  0,000  004  4,    /■(?)  =  0,000  002  2, 

log  r(a)  =  -  log- ^f  =  0,816  470  2; 

(a —  1)(a-4-  1) 

puis  : 

«4  =  1,199  678  -»-  0,000  000  671  4  =  1,199  678  671  4, 

22 
p,  =  1,199  679  —  0,000  001  .  —  =1,199  678  666  6; 

66 

et  enfin ,  avec  huit  décimales  exactes , 

a:=  1,199  678  67. 

S9S.  Exemple  II.  —  Déterminer  le  coefficient  a,  de  ma- 
nière que  l'éqiMtion 

c*  -♦-  e~*  —  ax  =  0  (3) 

ait  deux  racines  égales. 

On  dit  quune  équation  transcetidante  {(\)==sO  a  deux 
racines  égales  à  ol,  quand  la  quantité  a  annule,  en  même 
temps,  f  (x)  et  f '  (x)  (*). 

Gela  posé,  la  dérivée  du  premier  membre  de  Téquation 

(3)  est 

/"'(x)  =  e'  — e-*  — a. 

Egalant  cette  quantité  à  zéro,  nous  aurons  à  déterminer  a 
par  la  condition  que  Téquation 

e»  — e—— a  =  0  (4) 

ait  une  racine  commune  avec  la  proposée  (3). 

(*)  U  est  évident  que  la  définition  des  racines  égales,  fondée  sur  la 
considération  du  plus  grand  commun  diviseur,  n'est  pas  applicable,  en 
géoéral ,  aux  équations  transcendantes. 
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L'éiimination  de  a  donne 

f"  -^  e" 

«•  — e» 
ou 

e*'  =  ^l-4.  (5) 

X —  i 

Cette  équation  est  précisément  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée dans  TExempIe  I  :  elle  a  pour  racine 

x  =  4,1 99  678  67. 

Il  resterait  donc  à  substituer  cette  valeur  dans  la  formule 

Cl  =s  e*  —  e"*; 

mais  il  est  plus  commode  de  prendre  celle-ci  : 

a  =  — 4=»  («) 

que  Ton  tire  aisément  des  équations  (3)  et  (4).  Elle  donne, 
au  moyen  des  Tables  logarithmiques , 

0  =  3,0!  7  76. 

••••  Remarque.  —  Tant  que  le  coefficient  a  est  supérieur 
à  cette  dernière  valeur,  Téquation  (3)  a  deux  racines  posi- 
tives inégales;  elle  n*en  a  aucune  dans  le  cas  contraire  f). 
Par  exemple,  Téquation 

(^  -^  e^  —  3x  =  0 

n  a  pas  de  racines  réelles. 

(*)  Plus  la  valeur  de  x  est  grande,  plus  y  est  petit,  pour  une  ménie 
valeur  Je  x. 
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•  Exemple  IIL  —  Résoudre  l'équation 

u  —  e  sin  tt  =  î;,  (7) 

6/1  supposant 

e  =  0,245  316i5,    ç  =  329*44'27",66. 

La  résolution  de  Téquation  (7)  constitue  ce  qu'on  appelle, 
en  Astronomie»  le  Problème  de  Kepler  :  e  est  VexcentricUé 
d'une  planète;  u,  V anomalie  excentrique;  ^,  le  moyen  mou- 
tetnent. 

Avant  de  chercher  la  valeur  de  u»  observons  que,  e 
étant  un  nombre ,  on  devrait,  pour  rendre  Téquation  homo- 
gène, exprimer  Tare  ^  en  parties  du  rayon  1  ;  alors  Tare  u 
serait  également  exprimé  en  parties  du  rayon.  Mais  il  est 
plus  simple  d'évaluer,  en  parties  de  la  circonférence,  Tare  z 
dont  le  rapport  au  rayon  est  la  fraction  e.  Or,  Tare  équiva- 
lent au  rayon  a  pour  valeur 

480* 

=  37«,295  779  130  823  ...  ; 

donc 

180' 
z  = .  e  =  i4%033  579  947  ... 

n 

89t.  Pour  calculer  la  valeur  deti,  nous  emploierons 
dabord  la  méthode  des  approximations  successives,  dont 
on  a  déjà  vu  un  exemple  (••). 

Négligeant  le  terme  e  sîn  u,  ou  plutôt  z  sin  u,  nous  au- 
rons 

(lette  valeur,  substituée  dans  (7),  conduit  à 

1*1  =  z  sin  Uq  h-  Ç. 
Celle-ci  donne,  de  la  même  manière. 
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puis  t/f  =:  2  sin  ti«  +  ^ 

etc. 
Le  calcul  logarithmique  donne  ensuite  : 

logz  =  i,l47  848  8 
Iog(-sintio)=logsin3a»15'32",34  =  ?,702  352  3 

0,830  201  3 
z  sin  tio  =  —  7%082  74  =  —  7«4'5",864 
ti,  =  322-40'2i",80 


logz  =  i,U7  848  8 
log(-8in«,)=rlogsin37M9'38",2   =  r,782  735  6 

0,930  584  4 
z  sin  W|  =  —  8«522  83  =  — 8«3!'22",188 
t/,=  32iM3'5'>7 


log  2=1,147  848  8 
log(-sinw,)=logsin38«46'54",53  =7,796  821  5 

0,944  670  3 
«  sin  ti,  =  —  8%803  80  =  —  8*48'13",68 

v,  =  320«56'13",98 

]ogz  =  l,147  848  8 
log(-sinti8)slogsin  39'  3'46",02  =  T,799  458  8 


0,947  307  6 
z  sin  «3  =  —  8^857  43  =  —  8»5ri8",75 
i#^  =  320-53'8",9l. 

\.  Pour  continuer  le  calcul ,  nous  ferons  usage  de  la 
méthode  de  Newton,  en  prenant 

a  =  320»53'. 
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iXous  aurons,  de  cette  manière  : 

f{ai)  =  a  —  zsina  —  Ç  = 

320*53' H-  8«52'3",68  —  529H4'27",66  ==  36"02, 
/•'(a)  =  i  —  e  ces  a  n  =  i  —  0,190  332  =  0,809  668; 


puis 


36",02 

*  =  —  ^       '..o  =  —  ^  ',487  3. 
0,809  668 


La  valeur  de  la  racine  cherchée  est  donc,  à  moins  de  0",01 , 

ti  =  320'>52'i5'',52. 
S94.  Exemple  IV,  —  Résoudre  Véquation  (**) 

?-^2(7r— ^)sin«-5P  — siny  =  ^.  (8) 

On  peut  la  simplifier  en  posant  tt  —  (p==x,  et  rem- 
plaçant 2  sin*  \  (p  par  \  —  cos  cp  =  1  -h  cos  x.  On  obtient 
ainsi 

TT 

sm  a;  —  x  cos  x =  0.  (9) 

2  ^  ' 

Si  Ton  représente  par  y  le  premier  membre  de  cette  nou- 
velle équation,  on  a 

y'  =  x  sîn  X. 

Par  conséquent,  la  fonction  y  a  une  infinité  de  maximums 
et  de  minimums,  déterminés  parsinx  =  0,  ou  x=^kn^ 

(*)  La  dérivée  étant  un  rapport,  z  doit  être  remplacé  par  e.  Du  reste,  si 
i'oD  fiût  oc  ss  L-.  ti,  et  que  1*od  calcule  ^ ,  on  arrive  à  la  même  valeur  de  h. 

(**)  Elle  répond  à  ce  problème  :  Partager  un  cercle  en  deux  parties 
équivcUentes,  au  moyen  éTune  circonférence  ayant  son  centre  sur  la  cir- 
conférence donnée. 


3U  ALGÈBRE. 

k  étant  un  entier  quelconque,  positif»  négatif  ou  séro.  D'ail- 
leurs, pour 

7  5  3  i       i  3       5 

y  2*        2'        2'        2'2*        2'2' 

Il  résulte,  de  Finspection  de  ce  tableau,  que  Téqualion  (9) 
a  une  infinité  de  racines  réelles,  comprises,  chacune,  entre 
deux  multiples  consécutifs  de  ït  :  il  y  a  exception  pour  les 
valeurs  —  ic  et  0,  qui  ne  comprennent  aucune  racine  (*). 
Nous  nous  occuperons  seulement  du  calcul  de  la  plus  petite 
racine  positive  (**). 

S9ft.  Après  quelques  tâtonnements,  on  trouve  que  cette 
racine  est  comprise  entre  H  ?(  et  {|  tt.  Pour  ces  deux  valeurs 
de  X,  y  égale  —0,282  915  et  -»-  0,025  529.  Donc  la  racine 
diffère  très-peu  de  {{  ti.  Appliquant,  à  cette  seconde  limite, 
la  correction  de  Newton ,  on  a 

fia)               0,02»  S29 
*  =  —• 4^  = r-^ : r=  — 0,014 15^. 


rw 


—  ïT  sm  I  —  ir  1 
18  \i8    / 


D'ailleurs,  l^ffas  1,919  86;  de  sorte  que  la  valeur  cor- 
rigée est  1^919  86  —  0,01415  =  1,905  71.  Substituant 
dans  le  premier  membre  de  Féquation  (9),  on  trouve 
y»»  0,000  019. 

La  formule  de  Newton,  appliquée  une  seconde  fois,  donne 

A  =  —  0,000010,    x  =  1,905  70, 

puis 

y  =  0,000  002. 

{*)  La  courbe  dont  l'ordoonée  est  y  se  compose  d*aDe  seule  branche 
coDtinue,  sinueuse,  indéfinie,  rencontraot  Taxe  des  abscisses  eo  une  infi- 
nité de  points;  etc. 

(**)  Elle  répond  au  problème  de  géométrie. 
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Cette  dernière  fraction  est  si  petite,  qu'il  est  inutile  de 
pousser  plus  loin  les  calculs,  et  que  Ton  peut  prendre,  pour 
la  solution  cherchée» 

x  =  1,90S70  =  i09Ml'i8". 

Par  suite, 

y  =  70«48'42", 

à  moins  d'une  seconde. 
S9#«  Exemple  Y.  —  Discuter  et  résoudre 

f(x)  =  igx  —  x=^0.  (iO) 

1^  L'équation  (10)  résulte  de  Télinfunation  de  y  entre 

y  =  x,    y  =  tgx.  (H) 

De  ces  deux  équations,  la  première  représente  une 
droite,  bissectrice  de  Tangle  des  axes;  et  la  seconde,  une 
courbe  composée  d'une  infinité  de  brancfies  infinies,  égales 
entre  elles,  ayant  pour  asymptotes  les  droites  déterminées 
por  x=dbÇ,  x=db^,  aî  =  db^, ...  :  les  abscisses  des 
points  communs  à  la  courbe  et  à  la  droite,  sont  les  racines 
de  la  proposée  (10).  La  droite  coupe  chacune  des  bran- 
ches de  la  courbe;  donc  l'équation  (10)  a  ufie  infinité  de 
racines  réelles, 

i*  La  droite  et  la  courbe  passent  à  l'origine;  donc  zéro 
est  une  racine.  Il  est  facile  de  voir,  soit  au  moyen  d'une 
figure,  soit  en  calculant  f(x)  et  f'ix)^  que  cette  racine 
nulle  est  triple.  Nous  en  ferons  abstraction. 

3^  L'origine  est  un  centre  de  la  droite  et  de  la  courbe  : 
conséquemment,  les  points  d'intersection  de  ces  lignes 
sont,  deux  à  deux,  symétriques  par  rapport  à  ce  centre 
commun.  Autrement  dit,  les  racines  de  l'équation  (10)  sont, 
deux  à  deux,  égales  et  de  signes  contraires.  Ce  résultat, 
évident  à  l'inspection  de  Téquation,  rend  inutile  la  recherche 
des  racines  négatives. 
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4*  La  plus  petite  racine  positive  est  comprise  entre  tt  et 
^;  la  deuonème  racine  est  comprise  entre  Stt  et  y;  ^tc.  En 
général,  la  nf^  racine  positive  est  comprise  entrent  et 
(iîLtîH.  En  outre,  à  me$ure  que  n  augmente ,  la  différence 
(8n.^t)y  —  ^  diminue  indéfiniment. 

S99.  Calcul  d'une  racine.  —  La  méthode  des  approii- 
mations  successives  s  applique  aisément  «ici ,  après  quon 
a  fait  subir,  à  Téquation  (10),  une  transformation  remar- 
quable. 

Soit  z  la  différence  entre  (2n  -«- 1)  j  et  x  : 

x  =  {3tn  -^  i) z. 

De  là  résulte 

tgx  =  cotz; 

ou,  h  cause  de  Téquation  donnée  : 


Donc 


i  i 

x  =  coiz,     —  =  tgz,     z  =  arctg  — 

X  X 


n  i 

x  =  {^n  -^  i)- — arctg--  (12) 

z  X 


Considérons  en  particulier  la  n'*~  racine,  qui  diffère  très- 
peu  de  (2n  -h  1)  j  =  a.  Nous  pouvons  prendre,  comme 
première  approximation,  ac  =  o  s=  x^  ;  après  quoi  l'équa- 
tion (12)  donne,  successivement, 

1  1  f 

x,=3a  —  arctg— >  Xi=a  —  arctg—»  Xi  =  a  —  arctg— , etc. 

X|  x«  Xs 

Soit,  par  exemple,  n  =  5;  alors 

11  11  1  11  1 

x,=a=— TT,    x,=— ir— arctg— ,    X5=—7r— arctg-,- 

^  2  X|  J*  X| 
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Voici  la  disposition  du  calcul  : 

log  2  =  0,301  050  0  -t- 
logli=  1,041  592  7  — 
log   ir=   0,497149  9  — 


2,762  487  4 
arocoiTe8p.=    3M8'44" 

30=  0,052  359  9 
18'=  0,005  256  0 
44"=    0,000  213  3 


0,057  809  2 
7r=    3,141592  65 
5ir=  15,707  963  2  -^ 

-=   1,570  796  3  H- 
2      _^ 

a  =  —  ir  =  17,278  759  3  -4- 
2 

0,057  809  2  — 
x,  =  17,220  950  3 
On  aurait  ensuite 


Iogx,=   1,236  057  2 
iogl.=   2,763  942  8 


3M9'24" 
0,052  359  9 
0,005  526  9 
0,000116  5 

0,058  003 1 

17,278  759  5 

0,058  003  1 

17,220  756  4 
1,236  042  3 


arc  corresp.  = 

3*  = 

19' « 

24"= 


11 


w 


Xz- 
lOg  ^5  ' 

logl=   2,763  957  7 

Xz 


arc  corresp. 


3«19'24",5 
0,058  005  5. 


X4  =  a  —  0,058  005  5  =  17,220  754  0. 

La  comparaison  de  cette  valeur  avec  celle  de  x^  donne  9  à 
moins  d^une  unité  du  sixième  ordre  » 

j:  =  17,220  754. 

On  obtiendrait  une  approximation  plus  grande  si  Ton  ap* 
pliquait»  à  cette  dernière  valeur,  la  méthode  de  Newton. 
SM.  Exemple  VI.  —  Discuter  l'éqtuiîion 

f[x)  =  ax  —  6  —  sin  X  =  0,  (15) 

^  supposant 

1  >  a  >  0,    6  >  0. 
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Les  valeurs  extrêmes  de  sin  x  étant  db  1 ,  on  doit  a?oir 

'-*-t  *  — ^ 

>x> (14) 

a  a 

Soit,  s*il  est  possible, 

ces  arcs  étant  compris  entre  les  limites  ^^»  ^^.  Il  en 
résulte 

/•(x)=ax  —  6  —  i,    /'(x)==ax  — 5-f-i,    /'(x)=ttx— 6— I; 

ou,  par  les  inégalités  (li)  : 

/•(x)<o,  AW>o,  AW<o. 

De  plus,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x ,  la  dérivée 

/''(x)  =  tt  —  cosx 

se  réduit  à  a.  Elle  ne  peut  s*annuler  plus  de  deux  fois  dans 
Tintervalle  compris  entre  2fet  -+-  f  et  2ibt  4-  ^  (*),  ou  enlrc 
2*7r  -f-  —  et  2  (*  4- 1  )  ic  -4-  j  ;  donc,  dans  le  même  inter- 
valle, f(x)  s  annule  une  fois  (•99).  Ainsi  :  entre  deux  mul- 
tiples  impairs  et  consécutifs  de  ~,  il  y  a  une  racine  de  k 
proposée,  pourvu  que  ces  multiples  soient  compris  entre  -p 

••••  D'après  cela ,  soient 

6  —  1         .TT  6-4-1         .,  ir 

o  2         *         «  2 

t,  f  étant  des  tfnft«r«  impairs,  positifs  ou  négatifi,  et  R) 
R'  étant  des  arcs  positifs,  moindres  que  n.  Si  Ton  fait 

Xc=3(l  +  2)->      x  =  (t -4-  4)— >  —M      x  =  t--» 
^  2  2 

(*)  f  (œ)  ne  s'annale  pas  dans  le  premier  intervalle. 
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le  Dorobre  n  des  racines  séparées  est  inférieur,  d*une  unité, 
à  celui  de  ces  valeurs  de  x;  c*est-à«dire  que 

Ce  n'esl  pas  tout  :  il  peut  y  avoir  une  racine  entre  ^^ 

et  (i  -4-  2)  ^;  il  peut  y  en  avoir  une  autre  entre  t'^  et  ^~^; 
donc  le  nombre  N  des  racines  de  Téquation  (13)  est  donné 
par  une  des  trois  formules  : 


ti= 

2          ^' 

N=i: 

• 
—  1 

t2 

N 

*l—. 

Application  : 

* 

a  = 

\ 

6  = 

1 

lOOOfr 

20 

Les  limites   ^-^»   ^^  deviennent,   respectivement, 
—  9S(hr,  +  1  OSOtt.  Divisant  ces  quantités  par  f ,  on  a 


i'  —  x 


t  =  — 1901,     r=-f-2099,     =2000. 

2 

Enu^et:!!!^ 9507t  et  (i-h  2)f  =  — 1  899^,  il 

n'y  a  aucune  racine  ;  car  ces  deux  valeurs  de  x  donnent 
A(«)<0.  De  même, il  n'y  a  pas  de  racine  entre  i-^=2  099  j 
et  ^~-  =  1  OSO.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  Téqua- 
lion 

X  1 


lOOOir       20 

est  donc 


—  smx<«0 


1— I 


N= 1  =  1999. 

2 


MI.  Remarque.  —  On  peut  remplacer  la  méthode  pré- 
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cédente  par  la  construction  de  la  droite  et  de  la  iinumdt 
dont  les  équations  seraient 

yssax  —  6,    y  =  sinx. 

Cette  construction ,  si  elle  est  faite  avec  soin,  effectue 
non-seulement  la  êéparatian  des  racines,  mais  encore  le 
calcul  de  chacune  d'elles. 


I.  Partager  un  demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes, 
par  une  parallèle  au  diamètre. 
IL  Trouver  Tare  double  de  sa  corde. 
IIL  Résoudre 

af  — iO  =  0. 


Résultat  : 


IV.  Résoudre 


Résultat  : 


V.  Résoudre 


Résultat  : 


x  =  2,506  184. 


xl«  — iOO  =  0. 


X  =  3,597  285  0... 


X  —  ces  X  =  0. 


«  =  0,739  085  i 2... 
VI.  Même  question  pour 

(4  —  3x')  sin  X  —  4a:  cos  a:  =  0. 

Résultat  : 

X  =  2,563  434  23  (*). 

(*)  Les  quatre  dernières  questions  sont  tirées  d'an  savant  Mémoire  de 
Terquem,  publié  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t  XIV 
eiXV. 
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VIL  Calculer  la  racine  positive  de  Téquation 

I  (i  -♦-  x)  —  sin  X  «=s  0. 

VIII.  Discuter  Téquation 

IX.  Discuter  les  équations 

i  2 

X  —  •-  sin  2x tg  X  s=  0  (*)•    sin  X  -I-  X  cos  X  —  i  =  0, 

6  3  . 

0'-+-  6*  =  l,    log.   ^    ,-*-^^ 0,7=0. 

**  i  -^  X»  2x 

X.  Combien  Téquation 

X 

arc  tff  X 5  =  0 

X* 

5 
a-t-elle  de  racines  nulles? 
Réponse  :  Cinq. 

XI.  l""  Combien  Téquation 

X  —  332  sin  x  —  936  cos  x  =  0 

a-t-elle  de  racines  réelles? 
2"^  Réduire  cette  équation  à  la  forme 

ax'  —  6  —  sin  x'  =  0. 

XII.  Calculer  la  racine  positive  de  Féquation 

3.2'-t-2.3'  =  21i. 

(*)  Voir  p.  143. 
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CHAPITRE  XXV. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


rréllailBalrefl. 

4M9.  Une  fraction  ^M  est  dite  raHonnelle,  lorsque  ses 
deux  termes  sont  des  polynômes  entiers.  Nous  suppose- 
rons, dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  fraction  a  été  réduite 
à  sa  plus  simple  expression,  ou  que  f(x)  et  F(x)  n'ont 
aucun  facteur  commun.  Nous  supposerons,  en  outre,  le 
degré  m  du  dénominateur  supérieur  au  degré  du  numé- 
rateur. Si  le  contraire  arrivait,  on  diviserait  le  numérateur 
par  le  dénominateur,  et  Ion  mettrait  la  fraction  sous  la 
forme  Q  +  ^,  Q  étant  un  polynôme  entier,  et  ^  une 
nouvelle  fraction  satisfaisant  à  la  condition  énoncée. 

Cas  4es  faeteara  Iné^aBS* 

^•S.  Si  Ton  connaît  les  facteurs  x —  a,  x — 6,  x — c, ..., 
X — kf  X —  /  de  F  (x),  ces  facteurs  étant  d'abord  supposés 
inégaux,  on  peut  se  proposer  de  décomposer  ^  en  une 
somme  de  fractions  simples,  ayant  pour  numérateurs  des 
constantes  A,  B,  C, ...,  K,  L,  et  pour  dénominateurs  x— a> 
X — 6,  X — c, ...,  X — k,  X  —  /  (*);  de  manière  à  avoir,  çwe/ 
f/ue  soit  X, 

f{x)  A  B  KL, 

-= — -  = 1 H-  ...  H H-  r-        (1) 

r(x)       X  —  a      X  —  h  x  —  k      x  —  i 

(*)  Pour  jusiiAer  celte  tentative  de  décomposition,  il  suffit  d*obsenrfr 
(luc  la  somme  de  m  fractions—^'  —^  «  — i  -^,  est  une  fractioo  latioD- 
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La  question  consiste  à  déterminer,  sll  est  possible,  les 
numérateurs  A,  B, ...,  L. 

404.  Première  méthode.  —  Si  Ton  multiplie  les  deux 
membres  de  Tégalilé  (1)  par  le  dénominateur  F(x),  le 
second  membre  devient  un  polynôme  entier,  du  degré 
m — 1,  contenant  les  inconnues  A,  B,  C, ...  K,  L  au  pre- 
mier degréy  et  que  Ton  peut  ordonner  par  rapport  à  x. 
D'ailleurs,  le  polynôme  f(x)  est,  au  plus,  du  degré  m  —  1. 
Si  donc,  pour  identifier  les  deux  membres  de  la  nouvelle 
égalité,  on  égale  les  coefficients  des  mômes  puissances  de  oc, 
on  aura  m  éqiuitions  du  premier  degré,  entre  m  inconnues, 

405.  Application.  —  Soit 

x^-^i             A          B          C 
.  — = 1 1 

x(x'  —  \)       X  —  i        X       X  -\-  \ 

Chassant  les  dénominateurs,  et  ordonnant  le  second 
membre,  nous  trouvons 

-CU--B. 


x'-hI 

_(A 

-^B-t-C)x' 

-H(A 

Par  suite, 

• 

A-I-B-+-C: 
A       C 
B 

-0, 

=  1; 

puis 

B  =  — i,    A  =  C  =  1. 

40l(«  Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  est  connu 
sous  le  nom  de  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  Très- 

nelle  dans  laquelle  le  dénominateur  est  du  degré  m,  et  le  numérateur,  d'un 
degré  inférieur  à  m.  Par  exemple, 

1  1  i  a7»-f-l 


X  —  i       X      X'\'\      x{x^—  \y 

donc,  réciproquement,  celte  dernière  fraction  est  décomposable  en  fiac- 
tions  simples. 

2i 
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commode  qihind  le  dénominc')(eiir  F  (x)  est  du  deuxième 
ou  du  troisième  degré,  il  devient  impraiieable  dès  que  le 
nombre  des  fractions  simples  cherchées  surpasse  cinq  ou 
six.  En  outre,  cette  méthode  est  incomplète,  parce  qu'elle 
ne  prouve  ni  la  possibilifé  de  la  décomposition  essayée^  ni 
V impossibilité  de  toute  autre  décomposition  :  en  effet,  rien 
ne  démontre,  a  priori,  que  les  inconnues  A,  B, ...,  K,  L 
seront  finies  et  déterminées.  Mais  il  est  aisé  de  la  modifier, 
de  manière  à  la  rendre  simple  et  satisfaisante. 

A  cet  effet,  nous  démontrerons  d'abord  la  proposition 
suivante,  dont  les  applications  soiH  nombreuses. 

409.  Théorème.  —  Deux  polynômes  <p(\)  et  à{\),  du 
degré  n,  qui  deviennent  égaux  pour  n  -f-  1  valeurs  de  x,  sont 
identiques. 

Soient 

y  (x)  =  AqX"  -I-  A,x"'*  H-  •••  -♦-  A,  |X  -i-  A„, 
^(x)=  cfoX"  -t-  ajx""*  -*-•••-♦-  a, _iX  -♦-  a„ 

ces  polynômes.  S'ils  n'étaient  pas  identiques,  c'est-à-dire  si 
l'on  n'avait  pas 

Ao  =  cio,     Ai  =  a|,  ...,     A„  =  a„, 
l'équation 

(Ao  — ao)x"  -t-(A,  — aj)x'-*  h h  (A„  — a„)  =  0, 

dont  le  degré  est  inférieur  à  ?i  -h  1,  admettrait  n  -h  1  ra- 
cines; ce  qui  est  absurde  (tSO). 

408.  Deuxième  méthode.  —  Reprenons  l'égalité  (l)i 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  F  (x);  nous 
aurons,  en  appelant  F^  (x),  FjCx),  ...,  F„  (x)  les  quo- 
tients de  F(x)  par  x  —  a,  x  —  6,  ...,  x  —  /  : 

/•(x)  =  AF,  (x)  +  BF,  (x)  -+-  ... .+-  LF^  (x).  (2) 

D'après  le  théorème  précédent,  les  polynômes  com- 
posant les  deux  membres  de  la  nouvelle  égalité  sontiden- 
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tiques,  s'ils  deviennent  égaux  pour  m  valeurs  (Iex(*).  Or, 

si  Ton  suppose  x=a,  les  polynômes  F^(x),  F5(x), ...,  F„(x) 

s'annulent,  parce  qu'ils  contiennent  le  facteur  x  —  a,  et 

l'égalité  devient 

fia)  =  AF.  («). 

Dès  lors,  les  deux  membres  de  l'ëgalifé  (2)  sont  égaux 
pour  x  =  a,  si  l'on  prend 

\  =  M 

F.  («) 
De  mcme,  l'hypothèse  x  =  b  conduit  à 

F.(fc)' 

et  ainsi  do  suite.  Par  conscqucnl,  pour  trouver  le  numéra- 
teur  de  la  fraction  -^^  correspondant  à  un  facteur  quel- 
conque X  —  g  rfe  F  (x),  on  divise  F  (x)  par  x  —  g  ;  ef ,  eii 
représentant  par  <p  (x)  le  quotient,  on  remplace  x  par  g  dans 

44KI.  Remarques.  —  I.  Il  résulte,  du  théorème  ci-dessus, 
que  si  l'on  donne  aux  coeflîcients  A,  R,  ...,  L  les  valeurs 


'1  - 


Fi(^0     F,f6)  F„.(/) 

déduites  de  cette  règle,  l'égalité  (2)  a  lieu,  quel  que  soit  x. 
11  en  est  de  même,  évidemment,  pour  l'égalité  (1).  Donc 
la  décomposition  proposée  est  possible. 

II.  La  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  ma- 
nière. Admettons,  pour  un  instant,  que  la  fraction  ^^^j  soit 
décomposable  en 

A'  B'  C 


X  —  a'      X  —  6'       X  —  c' 

(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  le  second  membre  est  du  degré  m—  t,  et 
le  premier,  du  degré  m—  \  au  plus. 
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un  des  dénominateurs  x — a',  x — b\  x — c',  ...,  au  moins, 
différant  de  x— a,  x— 6,  x — c, ...  :  soit  x— o'  ce  nou- 
veau dénominateur.  On  aurait 

ABC  A'  B'  C 


X  —  a      X  —  b      X  —  c  X  —  a'      x  —  6'      x  —  c 

Multiplions  les  deux  membres  par  x  —  o',  puis  faisons 
x  =  a';  nous  trouvons  0  =  A';  donc  la  fraction  j^ 
ne  peut  pas  faire  partie  de  la  décomposition  essayée.  On 
prouverait,  de  la  même  manière,  que  Ton  ne  peut  avoir 

f(x)  A'  B'  C 


F(x)       X  —  a      X  —  6       X — c 

les  numérateurs  A',  B',  C, ...  différant,  en  tout  ou  en  par- 
tie, des  premiers  numérateurs  A,  B,  C, ... 

4tO.  Troisième  méthode.  —  Au  moyen  d'une  remarque 
due  à  Euler,  on  peut  se  dispenser  de  diviser  F  (x)  par 

En  effet,  de  l'identité 

F(x)  =  (x-^),(x), 
on  conclut 

r(x)  =  (x-5)v'(x)-f.5>{x); 
et,  en  remplaçant  x  par  g  : 

F'  ig)  =  r  (9)' 

Par  suite, 

G  =  ^^^^ . 

On  peut  donc  modifier  ainsi  Ténoncé  précédent  : 

Pour  lrouve7^  les  numérateurs  des  fractions -^9  -^t'  "•' 

f(   \  * — *     *~    f(xl 

dans  lesquelles  se  décompose  ^g,  on  prend  la  fraction  p^' 
et  on  y  remplace  x ,  successivement,  par  a,  b,  c,  ... 
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411.  Application.  —  Soit 

a'  -h  1             ABC 
= 1 1 

x(x*  —  1)       X  —  i        X       x-f-i 

On  a 

f{x)        x^-^i 

Donc 

I  -\-  I 

A  =  - -  =  1,    B  =  -1,     C  =  U 

o  —  I 

comme  ci-dessus  (405). 

€a«  des  ffacteurM  ésaux* 

419.  Supposons  que  le  dénominarcur  F  (x)  ait  la  forme 
(x — ayF^(x),  F|(x)  étant  le  produit  des  facteurs  simples 
ou  multiples  de  F  (x),  autres  que  x  —  a. 

Si  Ton  considère  la  fraction  ^^_^^^]..^^^),  on  pourra,  d'après 
08  qui  précède,  la  décomposer  comme  il  suit  : 


(x  —  o)  F,  (x)       X  —  a       Fi(x) 

Ap  étant  une  constante  cl  fi  (x)  un  polynôme  entier.  En 

effet,  on  aura  d'abord  (408),  K^F^y  ^^»  ^'""  ^"^""^ 
côté, 

X  —  a 

est  un  polynôme  entier,  attendu  que  /"(x)  —  ApFi(-x)  s'an- 
nule pour  X  =  a  (•»«)  (*). 

(•)  Le  numérateur  f{x)  peut  être  de  dogré  plus  élevé  que  le  déuomina- 
leur  (x— •a)F,{x)  :  ceUe  circonilance  n'influe  en  rien  sur  la  possibilité  de 
la  décomposilion  indiquée. 

On  volt,  en  outre,  au  moyen  de  Tégalité  (4),  que  la  fraction  ^^^  est  irré- 
ductible, ou  que  les  polynômes  /i  (x),  Fi(x)  sont  premiers  entre  eux. 
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Cela  étanl,  divisons  par  (x  —  ay~^  les  deux  membres 
de  Tégalité  (3);  nous  trouvons 


(x  —  aYh\(x)       (x  — a)"       (x— aj^-'Etlx) 

On  voit  donc  que  la  fraction  proposée  est  dècomposable  m 
une  fraction  simple,  de  la  forme  **  >p,  et  en  une  nouvelle 
fraction  rationnelle,  dont  le  dénominateur  ne  renferme  plu^^ 
que  la  puissance  (p  —  1  )  du  facteur  x  —  a. 

On  peut  raisonner  sur  eelle-ci  comme  sur  la  fraction 
primitive,  et  Ion  obtient,  successivemenl  : 

AW  -V.  f,(x) 


(x  —  «/-'F,  (x)  (X  —  a)"-  *       (x  —  o)^«F|  (x) 

_AW A,,,                    f,{x) 

(x  —  ay-'F,  (x)  (x  —  ay*  "*"  (x  —  a)"  'F,  (x)' 

/i-iW  A,          /;(x) 


(x  —  a)  F|  (x)      X  —  a       F,(x) 

Par  suite, 

/(x)  A.      .         A,  .        A,        ^  f,(x) 

F(x)       X  —  a       (x  —  a)*  (x  —  a/      F,(xJ 


(5) 


Ainsi,  /a  présence  du  facteur  (x  —  a)',  da««  F  (x),  donne 
lieu  à  p  fractions  ayant  pour  numérateurs  des  cofistantes, 
et  dont  les  dénominateurs  sont  x  —  a,(x  —  a)*, ...  (x — a)'. 
Il  est  bien  entendu  que,  si  Fj^  (x)  est  divisible  par  (x — 6)', 
on  obtiendra,  pareillement,  des  fractions 


Bj  B,  B, 


a:  — 6     (x  — fc)'  (J  — 6)'' 

et  ainsi  de  suite. 
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Occupons-nous  de  la  reclieiTlic  des  numérateurs  Aj, 

4t8«  Première  méthode,  —  En  multipliant   les  deux 
membres  de  Tégalilé  (5)  par  F(jc),  et  posant,  pour  abréger, 

^(x]  =  Aj(.r— «)"-« -H Aî(x— a)"-* -*-...-♦- A^_,(x  —  a)-HA^,  ((>) 

nous  trouvons 

puis,  en  prenant  les  p  —  1  premières  dérivées  : 

r  (x)  =  Y(x)Fi  (x)  +    M'(x)F.(x)  -h  etc.  (*), 
/"  (x)  =  T  (x)  Fi' (x)  -+-  2Y' (x)  F;(x)  -+-  Y"  (x)  F,  (x)  -^  etc., 
r{x)  =  M  (x)  Fr(x)  -»-  34  '  (x)  F;'(x)  -*-  3m  "  (x)  F;  (x) 
-t-H'"(x)F,(x)-hetc., 

Dans  les  p  égalités  ainsi  formées,  remplaçons  x  par  n; 
ces  égalités  se  réduisent  à  : 

/•(«)  =  H  HF. (a), 

/•'(a)  =  H'(«)F,(a)-^H'(a)F,((0, 

f"{a)  =  Y  (a)  ¥';  [a)  -h  2  »  '  (a)  Fi  (a)  -f-  h  "  (a)  F.  (a) , 

Mais,  par  la  formule  (6)  : 

^(a)  =  A^,     Y'(a)=I.A,_4,     m  "(a)  =  2.  I.  A,  „ 
M"'(a)  =  5.2.i.Ap_3,  ...; 

donc,  finalement  : 

/•(cr)  =  A,F.(a),  \ 

/•'(a)==A,Fi{a)-4-I.A,_.F.((i),  [    (7) 

f"{a)  =  A^Fi'ta)  -4-2.1.  A^,F;  (a)  -+-  2 .  i .  A,  ,F,  (e/) , 


(*)  Il  est  inutile  de  développer  les  dérivées  de  (x  —  ayfp{x),  parce 
quVIles  s*3onulCDt,  aussi  bien  que  cetle  fonction ,  poiir  x  =  a. 
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La  première  équation  donne  A^,  la  deuxième,  \^_i;  et 
ainsi  de  suite. 

4t4.  Remarque,  —  Le  polynôme  F|  (x)  ne  contenant 
pas  le  facteur  x — a,  F,  (a)  est  diiférent  de  zéro  :  les 
valeurs  de  A^,  A^.,,  Aj,_,,  ...,  sont  finies  et  déterminées. 
En  outre,  comme  f(n)  n'est  pas  nul,  la  valeur  de  A^est 
différente  de  zéro  ;  donc  la  fraction  ,j^z^^  existe  nécessai- 
rement. 

415.  Deuxième  méthode.  —  En  multipliant  par  (x— a/ 
les  deux  membres  de  l'égalité  (5),  prenant  les  dérivées 
successives  et  faisant  x  =  a,  on  trouve  des  équations  que 
Ion  peut  écrire  sous  la  forme  abrégée 


F. 


77  I     —  ô  .  2  .  1 .  A|,_5 ,  ... , 


et  qui  font  connailrc,  séparément  y  les  numérateurs  A,, 
Ap  1,  A^_s,  ...  Malheureusement,  le  calcul  des  dérivées 
successives  de  la  fraciion  i^  est,  presque  toujours,  fort 
compliqué. 

4tO.  Troisième  méthode.  —  Dans 

F,(x) 
A^  -4-  A,  .,  [x—a]  +  ...  -f-  A,(x  — «)"-*  -4-  (x  — ei)'^' 

remplaçons  x  par  a-f-z  :  le  second  membre  se  transforme  en 

Ap  -+-  A„_.z  -4-  A„_sz'  -+- H  A^z^-*  -+-  s''  ;^- ^-     (8) 

F,(a  -+-  z) 

D'un  autre  côté,  en  développant  les  deux  termes  delà 
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fraction  p^,  par  le  Théorème  de  Taylor,  nous  pouvons  la 
mettre  sous  la  forme 

— —    -^ 


F.(a)-4--F;(a)-+-— F;'(a) 


Cela  fait,  divisons  le  numérateur  de  la  nouvelle  fraction 
par  le  dénominateur,  en  ordonnant  le  quotient  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  z,  et  en  limitant  ce  quotient 
au  lerme  en  2' *  :  nous  aurons,  au  lieu  de  la  fraction  ér^i' 

une  expression 

z^Fiz) 
Bo  -4-  B,z  4-  B^*  -f-  ...  -4-  B.  iz"-*  -+-  — — ^—  >        W 

F|  (a  H-  z) 

¥{z)  étant  un  polynôme  entier.  Identifiant  les  développe- 
ments (8)  et  (9),  nous  trouvons 

A^  =  uq,     Ap_i  =  IJi,  ...,     i\|  =  l'p^i  \  ). 

Ainsi,  les  numérateurs  des  fractions 

Ap  Ap_|  A| 

(x  —  aY       (x  —  «)''-*  X  —  a 

sont  les  coefficients  successifs  du  quotient  de  f  (a  -f-  z)  par 
F|  (a  -h  z),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  z. 
419.  Quatrième  méthode.  —  Reprenons  Tégalité  (5), 
mise  sous  la  forme 

/•(x)=F,(x)iA,-+-A^,(x-a)-4-...H-A,(x-a)''-*[ 

-4-5.(x)(x— a)". 

(*)  Les  fonctions  (8),  (9)  sont  dpux  développements  de  la  fraction  ^^; 
donc  elles  doivent  être  égales,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z.  Si 
Ton  fait  2=0,  elles  se  réduisent  à  A^  et  à  Bq;  car  F,  est  différent  de  zéro; 
donc  Ap  =  Rq.  Retranchant  membre  à  membre,  supprimant  le  fadeur 
commun  2,  et  faisant  2=0,  on  trouve  Ap-^  =  Bj;  etc.  Absolument  comme 
si  les  fonctions  étaient  entières  (4«9). 
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1°  Remplaçant  x  par  n,  nous  iroîivons 

A,  =  — » 

comme  précédemment. 

2"  Si  Ton  transpose  A,F,  (x),  le  second  membre  est  divi- 
sible par  x— a;  le  premier  membre  jouit  donc  de  la  même 
propriété;  et,  en  conséquence, 

A  ^»  <") 

Q,(x)  représentant  le  quotient  de  f(x)—  \F^(x)  p^vx—a. 
3"  De  même,  si  Ion  fait 

X  —  a 
on  a 

A-_»  = : 

'         Fi(«) 
et  ainsi  de  suite. 

418.  Remarque.  —  Ces  diverses  méthodes  doivent  don- 
ner les  mômes  valeurs  pour  les  inconnues  A^,  A^.,, ...,  A|; 
car  la  décomposition  de  la  fraction  ^-|^  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière  (*). 

419.  Application.  —  Décomposer  '\'^'^\^^  <?»  frac 
ttons  simples. 

Nous  nous  occuperons  seulement  des  fractions  corres- 
pondant au  facteur  (x  —  iy  du  dénominateur. 
Première  méthode. 

x^^x—i  A|  A,  As 

-elc; 


a:(x-^1)(x— I)»       x—\       (X— I)*       {x—if 

(*)  Cette  proposition  se  démontre,  Hans  le  cas  général,  à  très-peu  près 
comme  dans  le  cas  particulier  oU  F  (a?)  n'a  que  des  facteurs  simples.  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  la  démonstration. 
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a:*-+-  X  —  1  =  [A j  (x  —  1  )'  -♦-  Aj f ar  —  1  )  -»-  Aj]  (x*h-x)-i- etc.; 
2x-*.i=[A,(x— l)'-hA,(x— 1)-»-A5](2x-4-1) 
-4-  [2A, (x—  1) -+-  A,] (x*  -t- x)  -f-  elo.; 
2=2|A,(x— 1)'-f-A,(x— I)-4-A;J 
-+-2[2A,(x— 1)h-A,]{2x-4-1) 
-♦-  2A,(x*-t-x)-*-elc. 

Pour  x==  1,  ces  trois  égalités  se  rédiiisenl  à 

i  =  2A3,     3  =  5A3  -+-  2Aj,     2  =  2A5  H-  6Aî  -f-  4A,  ; 
donc 


Deuxième  méthode. 

x'-4-X  \  A4  Aj  A; 


x(x-f-1)(x— I)»      X— 1       (x  —  \f       {x  —  \f 

x'  H-  X  —  i 


etc.; 


X*-l-X 


A|  (x  —  1)*  -+-  A4(x  —  I)  -4-  A3  -H  etc.; 


(x*  -f-  x)* 
ou 

2x  -4-  1  ,         . 

=  2A4  (x  —  1  )  -+-  Aj  -f-  etc.; 


(x*  -4-  x)* 
(x'  -+-  x)'  2  —  (2x  -+-  1)  2  (x'  -4-  x)  2x  -4-  1 


(x*  -4-  X)* 
ou 

2 ^ - 

(x*  -4-  x)' 

Faisant  x=1,  nous  trouvons 


=  2Ai-4-otc., 


=  2A,-+-  etc. 


i  5  7 

^'=2'     ^'=^4'     ^'^"S 
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Troisième  méthode.  —  En  rcmplaçaiu  x  par  1  H-  z  dans 
'  "t*""*»  OD  a  d*abord  1"^"*"*"V.  Par  la  division,  on  trans- 
forme  celte  fraction  en 

Z'  -4-  -  «* 

13         7.8  8 


2       4  8  2 -+- 3j3 -t- jc' 

Donc 

1  5                    7 
A.Œs— >     Ai  =  — »     A|  = • 

2  4  8 

Quatrième  méthode. 
x*-HX—  l  =  (x'-4-x)[A5^A,(X"  l)-i-A4(x  — 1)*]+-; 

I 

A,  =  -. 

5 
A«  =  -  • 

4 


X  -4-  2       5 

Q,(x)  = 


2  4^  3X-4-4 


X— I  4      ' 

7 

A,  = 

8 


Caa  lies  ffacleam  ImaslBalrea. 


4tO.  Dans  ce  qui  précède,  rien  ne  fail  supposer  que  les 
racines  de  réquation  F(x)=0  soient  routes  réelles.  Si, 
parmi  ces  racines,  il  s'en  trouve  d'imaginaires,  les  facteurs 
correspondants  auront  la  forme  {x  —  a — (3  i^ —  1 1 ,  et 
donneront  lieu  à  des  fractions 


A|  A] 


X_a  — pi/—  1         (x  — a  — pi/—  l)* 

dont  les  numérateurs  seront  imaginaires 
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En  admeltant  que  les  polynômes  f(x)f  F  (x)  aient  tous 
leurs  eoeffieients  réels,  on  peut,  ainsi  qu'il  suit,  faire  dispa- 
raître les  imaginaires,  ou  plutôt  se  dispenser  de  les  intro- 
duire dans  le  calcul. 

491.  Facteurs  imaginaires  simples.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  où  I  équation  F  (x)  =  0  admet  une  racine 
imaginaire  simple ,  a  h-  (3  V —  1 .  Puisque  cette  équation 
a  ses  coefficients  réels,  elle  admet  la  racine  conjuguée 
a —  ^V —  1  (•8t).  Nous  aurons  donc 

f(x)  A  n  r,  [x) 

F(x)      a._«_pl/Zrr      x-a  +  pl/^ï      F«W 

en  désignant  par  F,(x)  le  quotient  de  F(a;)  par  (œ— «)*-i-(3*. 
De  plus  (409), 

A= >         D  = • 

F'(a  -f-  pi/—  J)  F'(a  —  pi/—  0 

Enfin,  si  Ton  réduit  A  la  forme  fx  -h  vV —  1  (»Oft),  la 
valeur  de  B  sera  fx  —  v  V —  1 .  Nous  pouvons  donc  écrire, 
au  lieu  des  fractions  simples  considérées  tout  à  Theure, 


yV/— 1  a  — vl/— i 


X— a  — pi/— i         X  — a  -4-  pl^— 1 
fx  (x  —  a)  H-  S'P  Mx  -♦-  N 


=  2 


(x  -  a)'  -+-  p«  (x  —  a)'  -h  p« 


M  et  N  étant  des  constantes  réelles. 

Par  conséquent,  la  somme  des  fractions  simples,  corres- 
pondant aux  facteurs  conjugues 

X  — a  — pl/^,     X  — a-+-pl/—  i, 
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est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  un  binôme  du  pre- 
mier degré,  à  coefficients  réels,  et  pour  dénominateur  le 
trinôme  (x  —  a)*  -+-  ^'. 

A99»  Facteurs  imaginaires  multiples.  —  De 


[(x  -  «)»  +  f\\\  (x)       (X  -  a)'  -h  p*       F.(x) 

on  conclut,  absolument  comme  au  n^  Ait  : 

M M,x  -f-  N, 

[(X  -  a)'  -+.  p'J'F,  (x)       [(X  -  «)'  ^  fy 
Mp  |X  -♦-  Np_,  M,x  -♦-  N,         f>  (x) 

■*"  [(X - «)'  -h  p*]-*  "^  '••  ■*"  (x-«)'^p*  "*■  FJÔÔ 

Mp,  Np,  -M^i,  IVp_i,  ...  étant  des  coefficients  réels. 

4tS.  Calcul  des  coefficients.  —  On  l'effectuera  par  la  pre- 
mière méthode  (Ai»);  e'est-à-dirc  qu'après  avoir  multiplié, 
par  [(x— a)*  -h  p2]''F|(x),  les  deux  membres  de  l'égalité  (1 1  ), 
on  prendra  les/>  —  1  premières  dérivées  (*),  en  négligeant 
le  terme 

[(x-«)'-.?']'^|; 

et,  dans  les  p  équations  ainsi  formées,  on  fera 


X  =a  -H  p\/ —  I  : 

cette  substitution  donne  2/)  équations ,  d'où  Ton  conclut, 
successivement,  M^,  N,,  puis  M^,,  N^_i,  puis  M^,,N^sr" 
Ordinairement,  ce  calcul  est  très-prolixe. 
étû*  Application.  —  Soit 

M_       _  ^__ 

F(x)         ( j«  -^  1  )»"(x«  -«-  X  H-  1)»* 
C)  Il  est  bien  entendu  que  si  p=  1,  l'égalité  (10)  suffit. 
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La  fraction  doit  se  décomposer  en 


X*  -+-  X  -4-  1  (x*  -f-  X  -4-    I  )' 

Pour  délerminer  les  numérateurs  des  irois  premières 
fractions  simples ,  nous  avons  d'abord 

^  ==  y  (jr)  (x*  -f-  X  -f-  1  )'  -♦-  etc., 
on  posant 

Y(x)  =  (M,x  H-N^lx^-t- 1)*  -+-  (MîX-4-N,)(x*-4-  1)-f-M5X-*-N3; 

puis  y  en  prenant  les  deux  premières  dérivées  : 

0  =  2y(x)(x*  -^x  -4-  i)(2x  -^  1)  h-  h'(x'  -hx  -h  1)*  h-  etc., 
0  =  2y(x)  [2(x*  4-  X  -^  1)  -4-  (2x  -4-  !)'] 
-f-  4y'(x)  (x*  -+-  X  -h  i  )  (2x  -i- 1  )  -4-  M  "(x)  (x*  -+-  X  -I-  1  )*  -+-  etc. 

D*ailleurs, 

m'  (x)  =  4(M.x  -+.  N,)(x^  -t-  1)x  -H  Mj(x«  -♦-  1)* 
-f-  2(M4X  ^  Nj)  X  H-  iM,(x«  H-  1)  -+■  M5, 

H"(x)==4(M,x-t-N0(3x*-t-l) 

-+-  CM,  (x*  -H  1)  X  -+-  2  (Mjx  -+-  N,)  -f-  4MjX. 

Si  actuellement  nous  remplaçons  x  par  l^ —  1,  nous  dé- 
duirons, des  six  dernières  relations,  les  équations  suivantes  : 

0  =  2  (M,  V/^^ -4- N5)  l/^  (2 1/^^ -f- i  ) 


—  2  (m,»/— T  ^  N,)t/^^—  M3, 

+  4 [2(M,V/=T ^-  nO\/^=T+  M,]\/:^(2l/^  -H 0 
+  8(M,\/=1  h-  n,)  -  2  (M,»/=T-i-  N,)  -  4M»\/^=^, 
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d'où  1 011  tire  enfin  : 

M5=0,  N5==  — 1,  M,=  — 2,  N,=— I,  M=— 4,  N,=2. 
On  trouve ,  par  un  calcul  semblable  : 

P,  =  0,    Q,  =  -l,    P,  =  4,    Q,  =  2. 

Par  conséquent  y 

\  2x— 1        2xH-i  I 

=  —  2 


2x^-4                     \ 
^  2 

x'  -♦-  X  -♦-  1  (x'  -H  X  -♦-  I)' 

4t5.  iittfre  méthode.  —  Soit,  pour  abréger, 

(x  —  a)'  -H  p'  =  x'  -4-  ax  -f-  6. 

1"  L'égalité  (il)  peut  être  écrite  ainsi  : 

/•(x)  -  F,  (x)  (M,x  -4-  N,)  ^ 
x'  -I-  ax  -♦-  6 
F,  (x)  [Mp.iX  -4-  N,_i  -♦-  (Mp_,x  H-  N^,)(x'  -*-  ox  -h  6)  -♦-  ••• 
-^{SUx  H-  N.)  (x«  -4-  «x  -*-  6)»»-*]  -h  (x«  -♦-  «X  -♦-  6)'-*/;  (x). 

Le  second  membre  est  un  polynôme  entier  Q|.  Si  donc 
M,,  Np  ont  des  valeurs  convenables,  le  premier  membre 
doit  se  réduire  è  Q^.  Effectuant  la  division,  on  trouve 

/•(x)  -  F,  (x)  (M,x  H-  N,)      ^  A,x  -4-  B, 

1 r =  Vi  -+-  -i .  • 

x'  -f-  ax  -4-  6  x'  -+-  ax  -+-  6 

Par  conséquent,  les  coefficients  M^,  N,  sont  déterminés 
par  les  équations  du  premier  degré  : 

A,  =  0,    B,  =  0. 
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2*  L'égalité  (12)  devient 

a;*  -H  ox  -♦-  6 

F,(x)[M,_^  -f- Np_,-*-  -  -I-  (M,x  -i-  N,)(x« -4- ax  -♦-  6)^] 

-*-  (x*  -f-  dx  -H  by^^flx). 

Répétant  le  même  raisonnement  et  le  même  calcul ,  on 
voit  que  si  Ton  trouve 

Qi  —  F,  (x)  (M,_|X  -♦-  N^_,)  A^  -♦-  Bt 


x'  H-  «X  -H  6  X*  -+-  ax  -H  6 

les  coefficients  Mp_„  N^.i  sont  donnés  par  les  équations 

A,  =  0,    B,^=0; 
etc. 

4)9<l.  Application.  —  Reprenons  Tégalité 

i  =  (x*  -+-  X  -H  i)«[M5X  ^  Ns  -f-  (M^  -H  N0(«'  -^  I) 
^(M,x-»-N,)(x« +!)«]-♦-..., 


considérée  ci-dessus. 

1'  La  fraction 

1       {x* 

-^x-t-i)»(M,x-t-N,) 

X* 

-♦-1 

(«-i-l)*{M^-i- 

N,)  + 

4— «'(MjX-i-N,) 

=  _(x-t-l)«(M,x-<- 

N,)- 

•  (M,x  -+-  N.)  -h  ~ 

MjX  -4- 

N, 

Pour  qu'elle  se  réduise  au  polynôme 

Q^  =  —  (a  ^  1)«  (M5X  -+-  Ns)  —  (M,x  -^  N,), 
on  doit  prendre  M,  ==  0,  Ns  =  —  1 . 


23 
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11  résulte,  de  ces  valeurs, 

Q^  =  (x  ^  i)»  -♦.  i  =  x'  H-  2x  ^  2. 

2**  La  fraction 

x«  -♦-  2x  H-  2  —  (x*  -I-  X  -^  «)•  (M,x  -f-  N») 


=  i  _  (X -*- OMM»x -^  N,) 


x'-t-i 

2x-i-  1— x*(M^  +  N,) 


=  i  —  (xH- l)«{M,x-^N,)  — (M^H-N.) 


x»-«-i 

2x -♦- i -H  M,x  4- N, 


x«-f-4 
Elle  se  réduit  à 

Qi  =  i  ~  [(X  +  i)«H-  i]  (M,x  H-  N,), 

si  Ton  suppose 

M,=  — 2,    N,  =  — i. 

Par  suite, 

Q,  =  2x» -+- 5x« -+- 6x -+- 3. 

3"  La  fraeiion 

2x'  -*-  ox'  >4-  6x  -^  5  —  (x^  -4-  X  H-  1)*  (M,x  -^  NQ 

x^-v-  i 

4x  —  2  ~  x'  (M|X  -4-  y,) 

x*-f-i 

^  ^  4x  —  2  H-  MiX  -+-  Ni 

=  2x  +  5  -  [(x  -1- 1)'  +  l](M,a;  -t-  N.)  +  — — -^ ' 

Conséqiiemmcnt, 

M.  =  -4,    N,  =  2n. 

(*)  Les  calculs  précédenls,  et  tous  ceux  qu'exige  la  décoinposiiion 
d'une  fraction  rationnelle  quelconque,  sont  susceptibles  de  simplifications 
nombreuses,  dans  le  détail  desquels  nous  ne  pouvons  entrer;  le  lecteur 
les  apercevra  facilement. 


2X-+-5  -(x-4-  i)*(MjXH-N4) 
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êMV.  Remarque.  —  Au  lieu  d'opérer  conformément  aux 
principes  exposés  ci-dessus ,  il  est  souvent  plus  commode 
de  recourir  à  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  (AM), 
surtout  quand  Féquation  F(x)=0  a  toutes  ses  racines  ima- 
ginaires. Soit,  par  exemple ,  la  fraction  ji~^ .  Après  avoir 
décomposé  le  dénominateur  en 

(x'-Ha:l/2-4-  l)(x*  — x\/2-^^l), 
on  pose 

i  Mx-4-N  PX-+-Q 


^-*-^       x'-4-x»/!2-^  i       X*  — xl/2-^1 

Chassant  les  dénominateurs,  et  identifiant  les  deux  mem- 
bres, on  a 

0  =  M-^P,    0  =  N-*-Q-*-(P  — M)V/J, 
G  =  M  -f-  P  -+-  (Q  —  N)  l/â ,     i  =  N  -^  Q  ; 

ou,  plus  simplement, 

i 
M-i-P  =  0,     M  — P  =  — 3,     N  — Q  =  0,     N-*-Q=i. 

1/2 
Ces  équations  donnent 

M  =  -i-,    P  = —,    N=:Q==^. 

21/2  21/2  2 

Par  conséquent, 

1  1        /  X  -4-  1/2  X  —  1/2 


x*-+-i       2l/2\x'-Hx\/2-+- i       X»  — xI/2h-1 
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I.  Théorème.  —  En  représentant  par  a|,  a,,  ...,  a^,  b^, 
^2  9  — >  b„_,,  des  quantités  quelconques,  on  a,  identiqîiement, 

y."  (gp  —  fct)  {Op  —  tP  »•»  (tfy  —  fc.-0  _  Q  ... 

A  (a>  —  fli)  («p  —  ot)  -  («p  —  On) 

II.  Théorêmb.  —  5otenl  a,  b,  c,  ...  k,  1  de^  gtianitfés 
quelconques,  inégales;  et  soit 

f{x)  =  (x  —  o)  (x  —  6) ...  (x  —  /)  : 

a-'        6"-'                f-* 
1"  1 H  •••  H =  0; 

rw    f'{b)        fil) 

/■'(«)      /■'{5)  /-'(O        ' 

^  r(o)    ^ 

/e^  exposants  a,  (3,  j^,  ...  X  étonf  déterminés  par  Véquaiion 

III.  Théorème.  —  5of7  f(x)=(x  — a)(x— b)...(x — 1)  : 
le  reste  de  la  division  de  F  (x),  par  f  (x),  est 

F(o) 


AWS 


{x-a)r  (a) 


(*)  Il  esl  évident  que  le  déDoroinaleur  ne  doil  pas  contenir  le  facteur 

(**)  Par  exemple ,  la  fonction  fractionnaire 

a»  6»  c» 

(ô^^^o^)  "*"  (6  — a)(6-c)'*'(c  — a)(c  — 6) 
est  identiquement  égale  à  la  fonction  entière 

a»  -♦-  i»  -♦-  c'  -♦-  (6  4-  c)  a»  -4-  (c  H-  a)  6»  -+-  (a  -4-  6)  c»  -♦-  abc. 
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INFINIMENT  PETITS  ET  DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE  1. 

DES   INFINIMENT   PETITS. 


Délliiltloiis. 

fl.  On  appelle  infiniment  petit  une  quantité  variable, 
très-petite,  qui  a  pour  limite  zéro  (*). 

W*  Si  plusieurs  infiniment  petits,  a,  P,  y, ...  dépendent  les 
uns  des  autres,  on  donne  le  nom  d'infiniment  petit  prin- 
cipal à  celui  que  Ton  regarde  comme  arbitraire. 

S.  Si  les  rapports  ^,  -,  ...  ont  des  limites  finies,  diffé- 
rentes de  zéro,  les  quantités  (3,  y,  ...  sont  considérées 
comme  étant  du  premier  ordre. 

{')  Od  devrait  dire  :  quantité  iNoépiNiMENT  petite.  Celte  dénomination, 
soavent  attribuée  à  Cauchy,  éiait  connue  dès  1702,  comme  le  prouve  le 
titre  suivant  :  Essai  dune  méthode  pour  trouver  les  touchantes  des 
courbes  mécaniques,  sans  supposer  aucune  grandeur  indéfiniment  pe- 
tite, par  M.  de  Tschirnhausen. 
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4.  En  général,  ^  ayant  pour  limite  une  quantité  Gniet, 
différente  de  zéro,  on  dit  que  (3  est  de  l'ordre  n, 

&•  Plus  généralement,  si  a,  (3,  y^  ...  sont  du  premier 
ordre,  le  produit  des  n  facteurs  a,  (3,  y, ...  est  de  rordren, 

••  Applications.  —  1"*  Un  rectangle,  dont  les  côtés  a»  ^ 
sont  du  premier  ordre,  est  du  deuxième  ordre. 

2^  Soit  X  un  arc  inOniment  petit  principal  :  alors  sin  x 
et  tg  X  sont  du  premier  ordre,  parce  que  ^^  et  ^  ont 
pour  limite  Tunilé;  mais  1  —  cos  x  est  du  deuxième  ordre; 
car 

2sin«- 
,.     1  — -  cos  X       ,.  2       \ 

lim =Jira — s=-. 

X*  X»  2 

3"  On  sait  que,  x  étant  un  petit  arc,  on  a 

0  <  X  —  sm  X  <  -  x% 


ou 


X  —  sin  X       i 

^*  «.5  ^^  fi 


De  là  résulte  que  le  rapport  ^"^""^  tend  vers  une  limiie 
qui  ne  surpasse  pas  |  :  on  peut  même  démontrer  quelle 
est  égale  à  |.  Donc  x  —  sin  x  est  infiniment  petit  du  troi- 
sième ordre. 


SabstICvtlon  dec  InflnlmeBl  petite. 

7.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  entre  deux 
infiniment  petits  de  même  ordre,  a,  (3,  est  égale  à  la  limite 
du  rapport  entre  deux  infiniment  petits  a^,  |3| ,  qui  diffè- 
rent des  premiers,  de  quantités  infiniment  petites,  «a,  Pv 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  a,  (3. 
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En  effet ,  de 
on  tire 

1  H 

oc        a|  -^  OC]        <Xi  0E| 

1  H 

p. 

puis,  à  cause  de 

1101-=  0,     liiu^=0: 

«I  pi 

oe  ttj 

lim  -  =  Jim-  • 

P  P. 

9.  Corollaire.  —  <x,  P  étant,  par  exemple,  du  premier 
ordre , 

lim  -  =  Imi  -: —  =  lira ;  etc. 

p  sinS  !(«-+■?) 

••  Théorème  II.  —  La  limite  de  la  somme  de  quantités 
positives,  infiniment  petites,  dont  le  nombre  augmente  indé- 
finiment, est  égale  à  la  limite  de  la  somme  d'autres  quan- 
tités infiniment  petites,  dont  les  rapports  avec  les  premières 
ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 

Soient 

«Il        «îj       Q'Sï   —1  «n 

les  premiers  infiniment  petits;  et 

Pu        pi»        Ps»  •••>  Pn 

les  seconds,  tels  que  les  rapports 


,       ^î    ...  ,    9 

P.        P»  Pn 
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aient  tous  pour  limite  Tunité.  D*après  un  théorème  connu, 
la  fraction 

Si  -+-  y^  '¥'  •••  -♦-  ot^ 

est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
fraclions  précédentes;  donc  elle  a  pour  limite  Tunité. 

tO.  Théorème  III.  —  Dans  la  recherche  d'une  limite d£ 
rapport  ou  d'une  limite  de  somme,  on  peut  substituer  l'un 
à  l'autre  deux  infiniment  petits,  a,  (3,  quand  leur  rapport 
a  pour  limite  l'unité. 

Ce  théorème  est  évident  par  les  deux  premiers,  dont  il 
est  le  résumé. 

tt.  Théorème  IV.  —  La  différence  entre  un  arc  infini- 
ment petit  XCM  et  sa  corde kHf 
^   est  un  infiniment  petit  d'un  or- 
dre supérieur. 

Soient  a,  c  les  longueurs  de 
ces  deux  lignes.  Si  la  différence 
a  —  c  n'avait  pas  la  forme  as, 
s  étant  infiniment  petit,  il  en  résulterait 

a  —  c  >  ak,  (i) 

k  étant  un  nombre  constant,  supérieur  h  zéro.  Appliquant 
cette  inégalité  aux  diverses  parties  d'un  arc  fini  ACC'C'B, 
on  aurait  donc 

a  —  c>ak,    a'  —  c'>a'k,    a"— c"  >  o"A,  ...; 

d'où 

A  ^  P  >  AA, 

A  étant  la  longueur  de  ACC'C'B,  et  P  le  périmètre  de  la 
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ligne  brisée  AMM'B.  Celte  dernière  inégalité  est  absurde; 
car,  par  définition,  A=  lim  P  (*).  Donc  l'inégalité  (1)  est 
fausse  ;  et  l'on  a 

a  —  cs=ae, 
ou 

lim  -==  i, 
a 

it.  Remarque.  —  LVqualion  lim  *'°-  =  1  est  comprise 
dans  le  théorème  précédeni. 

ts.  Théorème  V.  —  La  dislance  coynprise  entre  l'une  des 

extrémités  d'un  arc  infiniment 
petit  et  ta  tangente  menée  à  l'au- 
tre extrémité,  est  un  infiniment 
petit  d'un  ordre  supérieur. 

En  effet,  M>  =  csin  M'MT; 

et  les  deux  facleuis  du  second 

membre  sont  infiniment  petits. 

14.  Théorème  VI. —  Dans  la  recherche  de  la  tangente,  on 

peut  remplacer  le  second  point 
E  M' d'intersection  de  la  sécante 
MM',  par  un  point  m  non  si- 
tué  sur  la  courbe,  mais  dont 
ta  distance  à  M 'soil  infiniment 
petite  par  rapport  à  MM'. 


^  m 


JVl' 


On  a 


mW  . 
sin  M  =  TTTTTsm  m; 
MM 


et,  d  après  Thypothèse,  lim  SS^=  0;  donc 


lim  sin  M  =  0. 


(*)  Élémenfs  de  Géométrie,  2«  édit.,  pp.  169  et  suivantes. 


346  CALCUL  DIFFÉRCNTIEL. 

Ainsi,  à  la  limite,  les  directions  Mm,  MM'  coîncidenl  : 
chacune  d'elles  se  confond  avec  la  direction  de  la  tangente 
en  M. 

15.  Théorème  VII.  —  Si  une  courbe  C  est  déduite  d'une 
courbe  C,  de  manière  qnà  chaque  point  M  de  celle-ci  cor- 
responde un  point  P  de  la  première;  la  distance  entre  deux 
points  M,  M'  de  C,  et  la  distance  entre  les  points  corrti- 
pondants  de  C,  sont  du  même  ordre. 

Soient  x,  j/,  X,  Y  les  coordonnées  des  points  M,  P: 
y,  X,  Y  sont  des  fonctions  de  x.  Les  coordonnées  de  M' 
sont  ac  -I-  Ax,  y  H-  Ay ;  et  les  coordonnées  de  M'  :  X4-AX, 
Y-hAy. 

De  plus,  les  axes  étant  supposés  rectangulaires  : 


MM'  =  ( Ax)«  -4-  {mj)\     PP'  =  (aX)'  -f-  (A Y)». 

D'après  des  formules  connues  (Alc,  !••)  : 

Ay  =  Ax(y'-*-  f),     AX=Ax(X'-*-fi),     aY=  Ax(Y'  +  ft); 

y' y  X',  Y'  désignant  des  dérivées,  et  e,  e|,  £3  des  inflnimeni 
petits. 

On  conclut,  de  ces  diverses  valeurs, 

/pp;y__fx^H-f,)«  +  (r  +  FO\ 

\MM7  i  H-  (y'*  -H  f)'        ' 

puis 

PP' 


MM'        y      i-^  y" 


Ainsi,  la  limite  du  rapport  entre  PP'  et  MM'  est  tint 
qiuintité  finie,  différente  de  zéro;  ce  qu'il  fallait  démon- 
trer (*). 

{*)  Cesi  seolement  pour  des  points  particuliers  que  les  dérivées  X', 
Y',  y*  deviendraient  inOnies  ou  nulles. 
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^/C— 

Pl. 

^r^'l^^^  ---' 

nk          n" 

••->--.^ 

!••  Problème  I.  —  Tr(mver  la  tangente  en  un  point  P 

du  lieu  des  projections  d'un 
point  donné  y  0,  «tir  les  tan- 
gentes  à  une  courbe  donnée  AB. 
(Ce  lieu  est  ce  qiron  appelle  la 
podaire  de  ÂB,  relalivement  au 
pôle  0)  (*). 

^  La  tangente  en  P  est  la  li- 

mite de  la  sécante  PP'.  Mais,  d  après  le  Théorème  VI, 
on  peut  remplacer  le  point  P'  par  un  autre  point  dont  la 
distance  à  F  soit  infiniment  petite,  relativement  à  PP'  ou  h 
MM'  (Th.  VII).  A  cet  effet,  menons  Mp  parallèle  à  MT'  : 
pP'=M9  est  infiniment  petit  par  rapport  à  MM'  et  PP' 
(ts).  Or,  les  points  P,  p  sont  situés  sur  la  circonférence 
qui  aurait  MO  pour  diamètre;  donc  la  tangente  cherchée 
se  confond  avec  la  tangente  à  cette  circonférence.  De  là, 
cette  propriété  remarquable  :  la  normale  en  P,  à  la  podaire j 
passe  au  milieu  N  de  MO. 

tV.  Problême  II.  —  Trouver  la  tangente  au  point  P  du 

lieu  décrit  par  le  sommet  d'un 
angle  MPN,  circonscrit  à  une 
courbe  AB. 

En  menant  Mp  parallèle  à 
MP',  Np  parallèle  à  N'P',  on 
pourra  substituer  le  point  p  au 
point  P'.  Donc  la  tangente  en 
P,  limite  commune  de  PP'  et 
de  Pp,  se  confond  avec  la  tan- 
gente à  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  MNP. 


(*)  RéciproquemcDt,  ÂB  est  Vanti-podaire  de  Fautre  courbe. 
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19*  Problème  III.  — 


Construire  la  tangente  TMT' 
en  un  point  M  d'une 
ellipse  AB,  dont  le$ 
£1  foyers  sont  F,  F'. 

Menons  la  sécante 
MM'S,  puis  les  rayons 
vecleurs  FM,  FM', 
F  M,  F  M'. 

Par  la  définition  de 
rdlipse, 


ou 


FM  -4-  FM  =  FM'  -t-  FM', 


FM  — F'M'=FM'— FM. 


Les  angles  en  F  et  en  F'  sont  infiniment  petits;  si  donc 
Ton  abaisse  MC  perpendiculaire  à  FM',  M'C  perpendi(!U- 
laire  à  FM,  les  projections  FC,  F'C,  des  rayons  vec- 
leurs FM,  F'M',  ne  difTèrenl,  de  ecux-ci,  que  de  quanlilcs 
du  deuxième  ordre  («,  2**);  donc  I  égalité  précédente  peut 
être  remplacée  par 


ou 


F'M  —  F'C  =  FM'  —  FC , 


MC'=  M'C. 


Gonséquemment,  les  triangles  rectangles  MC'M',  M'CM' 
sont  égaux  (*);  de  même  que  les  angles  aigus  C'MM', 
CM'M.  Ainsi 

/imF'MM'  =  /i/wFM'M, 
ou 

FMT  =  FMT'  ; 

propriété  connue. 


(*)  C*est-à-clire,  tendent  à  devt'nir  égaux. 
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t9.  Problème  IV.  —  Sur  la  normale  ME  à  une  courbe 

AB,  on  porte,  à  partir 
du  point  M  9  une  lon- 
gueur constante  MP=a; 
ce  qui  détermine  une 
courbe  CD.  Qtielle  est  la 
tangente,  en  P,  à  cette 
ligne? 

M'E  étant  la  normale 
en  M'y  traçons  les  cor- 
des MM',  PF  :  il  s^agit 
de  trouver  vers  quelle 
limite  tend  la  direction 
PP'.  Menons  MÇ  égale  et  parallèle  à  M'P:  MGFM' est 
un  parallélogramme;  donc  GP'  est  égale  et  parallèle  à 
MM'.  Si  Ton  projette,  sur  PE,  ces  dernières  droites,  on  a 
HQ  =  MR,  ou 

PQ  —  PH  =  MR. 

D'après  le  Th.  IV,  PH  et  MR  sont,  au  moins,  du 
deuxième  ordre  :  il  en  est  donc  de  même  de  PQ,  tandis 
que  PP'  est  du  premier  ordre  (Th.  Vil).  Et  comme 


cos  EPP' 


PQ 
pp  ' 


/imcosEPP'  =  0,ou 


/imEPP'=1^ 


Ainsi,  MP  est  une  normale  commune  à  AB,  CD.  Pour  cette 
raison,  on  dit  que  ces  deux  courbes  sont  parallèles. 

90.  Problème  V.  —  D'un  point  donné  0,  Von  mine,  à 
une  courbe  donnée  AB,  t/n  rayon  vecteur  OM,  sur  lequel 
on  prend  MP  égal  à  une  droite  donnée,  a  :  le  lieu  du  point  P 
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est  une  courbe  CD,  appelée  conchoïdb  rf*  AB  (*).  Celaposéy 

on  propose  de  con- 
struire la  tangente, 
en  P,  à  la  conchcide. 
Menons  la  droite 
OMT',  les  cordes 
MM',  PP';  puis  pro- 
jetons les  points  M,  P, 
sur  OM'P',  en  R,  S. 
Dans  les  triangles  rec- 
^  langlesPSP',MRM': 


t«M'  = 


MR 
RT' 


/» 


/c  ou,  en  négligeant  des 

infiniment  petits  du  deuxième  ordre  (Th.  I)  : 

PS  MR 


tgP'  = 


OP'—OP 


tgM'  = 


OM'  —  OM 


Mais ,  à  cause  de  OP  =  OM  H-  a,  0P'=  OM'-h  a  : 

OP'^OP  =  OM —OM; 


donc 


ig  P'  _  PS  _  OP 
rg~M^~MR""OM' 


ou ,  par  le  Théorème  I  : 


OP 
tgOPV  =  —  igOMT. 
^  OM  ® 


(*)  Par  analogie  avec  la  conchoïde  ordinaire  (Manuel  des  Candidats, 
tome  II,  p.  3â6).  Observez  que  la  courbe  AB,  directrice  de  CD,  est  ane 
concboîde  de  CD. 
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Soient  MN  la  normale  à  AB,  cl  ON  perpendiculaire  au 

rayon  vecteur  OMP.  On  a 

OM 
tgOMT  =  lgOiNM=— ; 
®  ^  ON  ' 

en  sorte  que  I  égalité  précédente  devient 

tg  OPV  =  5^  tg  ONP. 

Ainsi,  les  angles  OPV,  ONP  sont  égaux.  Et  comme  OP  est 
perpendiculaire  à  ON,  PV  est  perpendiculaire  à  OP.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Les  normales  aux  points  correspondants  M,  P,  et  la  per- 
pendiculaire à  OMP,  menée  par  le  pôle  0,  se  coupent  en 
t/n  même  point  N. 

Ce  point  étant  déterminé  par  les  données  de  la  question, 
on  trace  NP,  puis  PV  perpendiculaire  à  NP  :  PV  est  la 
(angente  demandée. 

I.  Théorème.  —  Si  h  est  un  infiniment  principal,  la 

quantité 

f[x  -H  2A)  —  î2/(x  -*-  A)  -♦-  /"(x) 

^st  infiniment  petite  du  deuxième  ordre, 

II.  Vérifier,  au  moyen  des  propositions  démontrées 
ci-dessus  (Prob.  I,  II),  les  propriétés  suivantes  : 

La  podaire  de  l'ellipse^  par  rapport  à  un  foyer,  est  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe,  comme  diamètre; 

La  podaire  de  la  parabole,  par  rapport  au  foyer,  est  la 
tangente  au  sommet; 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit ^  circonscrit  à  l'el- 
Kpse,  est  une  circonférence. 
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III.  Construire,  par  points,  Tanti-podaire  d*une  courbe 
donnée. 

IV.  Anti-podaire  de  Fellipse,  le  pôle  étant  au  centre  f). 

V.  Théorème.  —  1"  Les  anti-podaires  d'une  suite  de 
caiichoîdes  ayant  même  directrice  et  même  pôle,  sont  des 
courbes  parallèles; 

2®  Les  podaires  d'une  suite  de  courbes  parallèles  sont 
des  conchoïdes, 

VI.  Théorème.  —  Si  une  courbe  ACB  roule  sur  une  ligne 
fixe  DCE,  en  entraînant  un  point  M;  la  normale,  efi  M,  à 
la  ROULETTE  décrite  par  ce  points  passe  par  le  point  de  con- 
tact C  des  deux  courbes  données. 

Vil.  Théorème.  —  Si  une  droite  finie  AA'  s*appuie,  par 
ses  deux  extrémités,  sur  deux  lignes  CD,  CD',  en  entraî- 
nant un  point  M  ;  la  normale,  en  My  à  la  ligne  décrite  par 
ce  point,  passe  par  le  point  de  concours  des  normales  en  A, 
A',  aux  directrices  CD,  CD'.  (Chasles.) 

VIII.  Théorème.  —  Si  une  droite  D  se  meut  dans  un 
plan,  les  tangentes,  aux  trajectoires  des  points  de  D,  sont 
tangentes  à  une  parabole.  (Chasles.) 

IX.  Théorèbk.  —  Si  une  courbe  C  se  meut  dans  un  plan, 
les  tangentes,  aux  trajectoires  des  points  de  C,  sont  tan- 
gentes à  une  anti-podaire  de  C. 

X.  Théorème.  —  Lorsqu'une  courbe  ACB  roule  sur 
une  droite  fixe  DCE,  en  entraînant  un  point  M,  la  roulette 
décrite  par  ce  point  a  même  longueur  que  la  podaire  de  ce 
même  point  M ,  relative  à  la  courbe  mobile.     (Steiner.) 

(*)  L*équaliOD  de  cette  courbe ,  trouvée  par  Torlolini ,  est 

[4  (a«  —  o«6«  H-  &•)  —  3  (a«a;«  -»-  fr*y*)]»  = 
[9a«(26«  -  a»)  a?»  -♦-  96« (2a«  -  6*)  y«  —  4  (a«  -^  6* j  (2a«  -  6«)  {26«  —  a»)]» 
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fi.  Définitions  et  notations.  —  Soît  j/  =  /*(x);  soient 
Ax,  Ay  les  accroissements  de  la  variable  et  de  la  fonction. 
On  a  démontré  (Alg.,  19)9)  que  At/=Ax(y'+e)>  e  s^annu- 
lantavec  Ax.  Par  conséquent,  eAx  est  au  moins  du  deuxième 
ordre.  Au  conlraire  (pourvu  que  y^  ne  soit  pas  nulle),  y'Ax 
est  du  premier  ordre.  Cette  partie  principale  de  la  différence 
de  y  est  appelée  différentielle  :  on  la  désigne  par  dy.  Ainsi 

dy=y'Ax.  (1) 

M.  S\y  =  x,  auquel  cas  j/'^l»  on  a  dy=a£kxs=sày, 
MaiSy  si  y  était  prise  pour  variable  indépendante,  on  aurait 
dx=Ay=Ax.  On  peut  donc  convenir  de  remplacer  con- 
stamment Ax  par  dx;  ce  qui  donne,  au  lieu  de  régalité(l), 

dy  =  y'dx.  (2) 

Ainsi  :  1®  La  différentielle  de  la  variable  indépendante 
est  l'accroissement  infiniment  petit  attribué  à  cette  variable; 
2*  /o  différentielle  de  la  fonction  est  la  partie  principale  de 
l'accroissement  de  la  fonction;  3^  la  dérivée  d'une  fonction 
est  le  rapport  entre  la  différentielle  de  la  fonction  et  la  dif- 
férentielle de  la  variable. 
98.  Interprétation  géométrique.  —  AB  étant  la  courbe 

.T      qui  a  pour  équation  y=f(x), 
et  MT  étant  la  tangente,  on  a 

PP'=AX  =  rfx,      QM'=AI/, 

QR  =  y'dx  =  dy. 

De  plus, 

QM'  —  QR  =  Ay  —  y'dx 
=  (y'  +  c)  dx  —  y'dx  =  frfx. 

23 
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Conséquemment ,  la  différence  entre  les  of^donnéeida 
points  correspondants  de  la  courbe  et  de  la  tangente  est,  au 
moins,  du  deuxième  ordre. 

94.  Remarque.  —  Au  lieu  de  regarder  j|  comme  un 
simple  rapport,  on  admet,  quelquefois,  que  cette  notation 
est  un  symbole,  destiné  à  représenter  lim  jj;  et  alors,  pour 
ne  pas  confondre  ces  deux  acceptions  de  ^,  on  figure  ainsi 
la  seconde  :  \j^\.  Mais  les  définitions  que  nous  avons  adop- 
tées (91,  99)  rendent  inutile  celte  diversité  de  notations. 

95.  TiiÉORÊiiE.  —  En  général,  et  quelle  que  soit  la  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  y'  est  égale  au  rapport  des 
différentielles  de  y  et  de  \. 

En  effet,  si  j/  et  x  sont  fonctions  d*une  variable  indé- 
pendante u,  de  manière  que 

t/  =  F(M),     x=f{u). 


on  a  toujours 


puis 


sy      At/    ^x 

àX        lU  '  lu  ' 

,.     '^V        .     ^V  ^x 

lini  — L.  =  iini  -±  :  lim  — , 

SX  A M  su 


OU 


y==F(M):^/(«). 
Mais,  u  étant  la  variable  indépendante  : 

(lij  ==  F'  {il)  du,     dx  =  ©'  (f/)  du  ; 
donc  enfin 

te.  Fonctions  invei^ses.  —  Si  lequalion  y  =  f(x)  est 
résolue  par  rapport  à  x,  on  a  x  =  vp  (j/);  puis,  par  le  théo- 
rème précédent, 


Ainsi  pf^:,)^'^)^i: 

le  produit  des  dérivées  de  deux  fonctions  inverses  est  égal  à  I. 
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•7.  Dérivées  et  différentielles  partielles. — Soit  z=F(x,  y); 
xeiy  étant  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  t.  On 
a  trouvé  (Alc,  t»0) 

AZ  =  (Fi  -4-  a)  AX  -H  (Fy  -+-  p)  Ay,  (5) 

a,  j3  étant  des  infiniment  petits,  de  même  que  Af,  Axy 
ày  et  Aj3.  En  étendant  la  définition  de  la  différentielle  (9i), 
nous  aurons  donc 

dz  =  Fjrfx  -*-  F//y, 

ou  plutôt 

,        dz  .        dz     ' 

dz  =-T-  dx  '\'-r-  du.  (4) 

dx  dy    ^  ^  ' 

Dans  cette  équation  fondamentale,  les  deux  parties  du 
second  membre  sont  des  différentielles  partielles;  le  pre- 
mier membre  est  la  différentielle  totale  de  z.  En  outre,  la 
notation  dz  a  trois  significations  différentes  :  on  vient  d'ex- 
pliquer celle  qui  se  rapporte  au  premier  membre.  Quant 
aux  deux  autres ,  le  numérateur  de  ^  représente  la  partie 
priticipale  de  Faccroissement  que  prendrait  z^  si  y  était 
constant;  etc.  Un  peu  d'attention  suffit  pour  empêcher 
toute  confusion  entre  ces  diverses  quantités,  bien  qu'elles 
soient  représentées  de  la  même  manière. 

tS.  Remarque.  —  En  reprenant  la  démonstration  du 
théorème  auquel  nous  venons  de  renvoyer  (Alg.,  t)VO),  on 
reconnaît  que  l'équation  (3)  subsiste  quand  x  et  j/,  au  lieu 
d'être  des  fonctions  de  r,  sont  variables  indépendantes;  il 
en  est  donc  de  même  pour  l'équation  (4).  Dans  le  premier 
cas,  celle-ci  équivaut  à 

dz       dz  dx       dz  du 

I 1»  /y,\ 

di        dx  dt        dy  dt  '  ^*  ^ 

et  cette  nouvelle  équation  exprime,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  le  théorème  dont  il  s'agit. 
M.  Interprétation  et  démonstration  géométriques,  — 
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Supposons  que  la  surface  dont  Féquation  est  z  =  f(xy  y) 

^  soit  coupée  par  quatre 
plans,  dont  deux  soient 
parallèles  à  zx,  et  les 
deux  autres,  parallèles 
à  zy.  Les  tangentes  HS, 
MT,  aux  sections  MA, 
M  B,déterminent  le  plan 
tangent  enH(*);etcelui- 
ci  coupe,  suivant  un  pa- 
rallélogramme MSmT, 
^  le  parai lélipipède  pro- 
jeté en  PQP'R.  Soient 

PQ  =  àx  =  dxy 
PR  =  ^y  =  dy: 

je  dis  que  wP' — MP, 

accroissement  de  rordonnée  mP  du  plan  tangent,  ou  accrois- 
sement de  l'ordonnée  MP  de  la  tangente  Mw  à  la  secHon 
MM',  est  égal  ^^dx-h^dy. 

En  effet  :  ^^  ^*  ^ 

^  dx 

(y  étant  supposé  constant); 

dz  , 
KT  =  z-^-r-dy 
dy 

(x  étant  supposé  constant). 

Mais,  d'après  une  propriété  connue, 

QS  -+-  RT  =  MP  -^  iwP'  =  «  -^  mP'; 


donc 


dz  ,        dz   ^ 
2z  -H  ~-dx  -^  -:r-dy=z 
dx  dy 


ihP', 


ou 


dz  ^        dz 

m?'  —  z  =  "-  ax  H-  -T-  dy. 
dx  dy 


(*)  Traite  élcmiataire  de  Géométrie  descriptive,  2<>«  partie,  p.  !  I 
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CHAPITRE  III. 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


FoaetlaBS  eipliellea. 

K  Si  Ton  applique  la  notation  différentielle  aux  règles 
du  Calcul  des  dérivées  (Alg.,  Cbap.  VII),  on  trouve,  immé- 
diatement, les  théorèmes  exprimés  par  les  formules  sui- 
vantes : 

!•  d  (u  +  t;  —  w)  =  du  -^  dv  —  dw; 

2*  d  (m?)  ==  udv  -+-  vdu; 

5»  d(viVf.,.u„)  =  UiUi...u^dVi-^UtUi.,.u„dut-h  ••• 

,     ,/u\       vdu  —  udv      „     ,,    V  —I. 

4»  d  -  = r- —  >    î^*  à  (»")  =  n«i— yi/; 

c/u  du 

6»  d(log.ti)  =  M— ;         ?•  rf(ltt)  =  — ; 

u  u 

8*  c( (a')  =  a'Iarfar;  9*  d  (e*)  =  e'rfx; 

etc. 
Si.  Si  j^  =  F(u,  t?),  on  a  («i) 

rfw  =  -r^  rftt  -+-  -r  dt?. 
^       du  di? 
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St.  Remarque.  —  Soient  y  =  F  (w,  x) ,  ii  =  ^  (x). 
Il  en  résulte,  par  la  formule  précédente, 

dy=       du  -*-  -r-  dx. 
du  ax 


AF(p(*K*) 


Ici,  ^  n'est  pas  la  même  chose  que  y'=  lim  ^^ 
Cette  dernière  dérivée  est  la  dérivée  totale;  Tautre  est  une 
dérivée  partielle;  ou,  comme  on  le  dit  quelquefois  (Alg., 
tfttt),  la  dérivée  par  rapport  à  la  lettre  x.  Pour  éviter  toute 
erreur,  on  peut  écrire,  au  lieu  de  la  formule  précédente. 


"-î^-Ê>- 


La  même  convention  donnerait 


'^^  =  v'  =  '^^-  —  ^(^]n 

dx      ^       dudx       \dxr^' 


•  Exemple.  j/  =  u  sin  x,  ii  =  1x. 
On  tire,  de  là  : 


puis 


rfy  du       \        /rfy\ 

-7^  =  smx,     --  =  -,     l-^l  =t/cosflr; 

du  dx      x       \dxJ 


dy       sin  X 

y  '  =  -^  = H  I X .  cos  X. 

dx         x 


{*)  Depuis  an  certain  nombre  (l*années,  divers  Géomètres  désignent,  de 
la  manière  suivante,  les  dérivées  partielles  de  ^  a  /(jp,  y)  : 

Si  Ton  adopte  cette  notation,  la  dernière  formule  devient 

dy  __    ^_^^ydM       Dy 
dx  du  dx      tix 
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En  effet,  si  Ton  remplace  d*abord  u  par  I  jt,  ce  qui  donne 
y  =  I  x .  sin  rr  9  on  trouve 

y  =  — sin  X  -*-  Ix .  cos  x. 

84.  Autre  remarque.  —  Si  y^  fonction  de  x,  est  donnée 
par  une  équation  de  la  forme 

y=F{x,y), 

on  doit,  pour  éviter  toute  équivoque,  écrire  ainsi  le  résultat 
de  la  différenciation  des  deux  membres  : 

dF  (IF 

Cette  nouvelle  équation,  résolue  par  rapport  à ^  =  2/' 
donne 

dx 
^  ^         dF' 


FonellOBa  Implicite*. 

S&.  Dérivées  totales.  —  Si  Ton  a  une  seule  équation, 
F  (x,  y)  =  0,  il  en  résulte 

dF  .        f/F  , 

-7-  ax  -4-  *;-  ay  =  0; 

dx  dtf    '' 


(*)  La  relation 


.       à\t  dy 

dysi—'dx-h  r-dy 
dx  dy 


serait  inintelligible  ou  absurde. 
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puis  d? 

dy  dx 

résultat  déjà  démontré  dans   la  Théorie  des  dérivées 
(Alg.,  t&4). 

sa.  Pour  plus  de  généralité,  considérons  le  cas  où  Tod 
donnerait  n  —  1  équations  entre  n  variables;  et,  pour  fixer 
les  idées,  supposons  n=4;  de  manière  que  ces  équations 
soient 

F(x,y,ti,t;)  =  0(i),  f  (x,y,u,t?)  =  0  (2),  ^(flp,y,u,!;)=0  (3). 

En  les  différenciant  complètement,  on  a 

d?  dF  d¥  d? 

-r-  dx  -4-  -—  dy  -H  -T-  rftf  -♦-  T"  ^^  =  ^> 
dx  dy  du  dv 

dv  do  df  d9 

-^  dx  -^-rdy  -h  -r-  du  -♦-  -r- dr  =  0 , 

dx  dy  du  dv 

d^  d^  d^  d^ 

—•  dx  -♦-  -—  dy  -H  -7-  dti  -H  -r-  dv  =  0. 

dx  dy  du  dv 

De  ces  équations,  homogènes  et  du  premier  degré  par 
rapport  aux  différentielles,  on  peut  tirer 

dx      dy       du       dv 

A,  B,  C,  D  étant  de  certains  déterminants.  Par  suite, 
-^  =  -.  Le  second  membre  est  une  fonction  de  x,  y,  u,  t?. 
Si  Ton  peut  résoudre  les  équations  (1),  (9),  (3)  par  rap- 
port à  y,  ti,  v,  on  exprimera  ^  en  fonction  explicite  de  x. 
S9.  Exemple: 

a'-4-xy=tn?  (4),    x' -h y*  =  m* -f- î;*  (5),    x-f-y  =  ii  —  v  (6). 
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Différenciant,  on  trouve 

*''y  "^  yrf^  =  wrf»  -♦-  vdu ,    xdx  -h  ydy  =  udu  -i-  vdv , 

dx  •¥-  dy  =  du  —  dv; 
puis 

(x  —  y)  {dy  —  dx)  =  {u  —  v)  {dv  —  du) , 

OU 

(x  —  y)  {dy  —  rfx)  =  —  (X  -f-  y)  {dx  -4-  dy). 

Par  suite,  ^=3  —  |.  Pour  vérifier  celte  valeur,  il  suffit 
d'observer  que  les  équations  (4),  (5),  (6)  donnent 

(i«— t?)*— (u*-i-v»)-H2tit?=(xH-y)»— (x'-4-y*)-*-2(a*-4-xy)=0, 

ou 

2xy  -H  o*  =  0. 

9S.  Dérivées  partielles,  —  Supposons  que  Ton  demande 
les  dérivées  joar^teUe^  de  deux  fonctions  u,  v,  relativement 
à  deux  variables  indépendantes  x,  y.  Le  nombre  des  équa- 
tions doit  alors  se  réduire  à  detuc.  Soient 

t(x,y,v,t?)  =  0,  (7) 

*(a:,  y,ii,t?)  =  0  (8) 

ces  équations.  Si  on  les  différencie  en  supposant  y  œn^ 
stanie,  on  trouve 

^rfx-f-4îdti^^dv  =  0,  ~^-(ix^$rfii-*-$rft?  =  0;(9) 
dx  au  dv  dx  dx  dv 

et,  par  conséquent, 

dx  du  dv 


df  d^      d^  d\ft       df  dfp       d^  d^       df  d^      df  d^ 
dudv      dvdu      dvdu      dxdv      dxdu      dudx 
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puis 


du       dv  dx 

d'f  dfff 
dxdv 

df  dii> 
dv       dx  du 

df  d^ 
du  dx 

dx       df  dip 

df  dp 

dx       df  d^i 

df  r/f 

du  dv 

dvdu 

du  dv 

dvdu 

Une  simple  permutation  donnerait  ensuite  ~el^- 
SU.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  d'opérer  comme  nous 
venons  de  le  faire,  on  peut  différencier  complètement  les 
équations  (7),  (8)  et  conclure,  des  équations  différentielles 
ainsi  formées,  les  valeurs  de  duy  dv,  en  fonctions  de  dx, 
dy  (8S)  :  les  coefficients  de  ces  dernières  quantités  seront, 
respectivement,  les  valeurs  de  ^»  ^»  ^»  ~.  En  effet, 

du  du  dv  dv 

du  =  --dx  -*-  r-rtv,     dv  =  -7-  r/x  -♦-  —- av. 
dx  dy  dx  dy 

II.  Les  valeurs  de  du  et  de  dv^  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (9),  diffèrent  y  complètement,  de  celles  qui  satisfont 
aux  équations 

df  df  df  n       '^^  7        ^^  t       ^'^  j        A 

--rfii  -+-  -—rttt -4-  -7-0^  =  0,  -T-dy-^  --du  -f---ar  =0, 
dy  du  dv  dy  du  dv 

lesquelles  supposent  x  constante;  ou  plutôt,  dans  ces  deux 
systèmes  d'équations,  les  mêmes  notations  ont  des  signiG- 
cations  différentes.  Pour  éviter  toute  erreur,  on  pourrait 
écrire  ainsi  les  relations  (9) 

df       df  du      df  dv  dp       d^  du      d^  dv 

dx      du  dx      dv  dx         *   dx      du  dx      dx  dx 

{*)  Cette  remarque  est  une  confirmalion  de  celles  qui  ont  été  faites 
plusieurs  fois. 
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I.  Difiërencîer  les  fonctions 
,      96         228 

X X  H 

25  125        12     , 

i.-        ,        ^5_  4cosx7/x\ 

^1  =  -  sin*x  cos'x — —  cos'x— 3  cos  x --— -r  I  Hg  ^  ' 

5  15  2  sm'x      2    \     2/ 

4xsinx — cosx      4xsinx — 2cosx       8 
««= = 1 — , 1 (xliçx-i-I.cosx). 

Résultats  : 

Sx*  X 

^y  =  7^ 75^-^'    rfiy,=  col'xr/x,     rfy,  =  — ~dx, 

(5x  —  4)'  cos'x 

IL  Différencier 

1/1        1\  2psinx 

V= —  ( 1  arc  tff 

2p  \m       ni  m -*- n -¥- {m  —  fi)cosx 

2<]f  sin  X 


2a  \m      ni 


arc  tg 


2y  \m      ni  m  —  /i  -♦-  (in  -♦-  n)  cos  x 

en  supposant 

»i'  =  a  H-  6  -+-  c,     w'  =  o  —  6  H-  c, 

/wi  —  nV  ,       /m  -♦-  nV     ^ 

Résultat  : 

dx 
dy  = 


a  H-  6  cos  X  -♦-  c  cos  2x 
III.  Différencier  les  fonctions 

ii=='Cosx  cos^  cos  z  —  cos  X  sin  y  sin  z  —  cos  y  sin  z  sin  x 
—  cos  jc  sin  X  sin  y. 
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2x  -4-  y  —  x'y  xy 

1  —  xy 
«s  =  apc  C08 


Résultats  : 

du  =  —  sin  (x  -♦-  y  -*-  z)  (dx  -^  dy  -+-  dz), 
,  2dx  dy 

1  -»-  X*      i  -♦-  y' 
j^^  ^   y  (i  -*-  y«)  dx  -I-  x(i  -»>  x')  dy 

(1  H.  x«)  (1  -4-  y»)  l/i  -4-  X»  -f-  y'' 

dx  dv 

i  H-  x'      1  ■+-  y 

IV.  Au  moyen  des  équations 

x"  -t-  y*  -♦-  z'  -f-  5  (x  -I-  y  -H  z)  =  0, 
y'  -^  «'h-  (»  -♦-  3  (y  -I-  «  h-  /)  =  0, 
2*  -4-  <*  -*-  x'  -+-  5  («  -H  t  -I-  x)  =  0, 
former 

dx       dy       dz 

iU       dt       di 

V.  On  donne 

arc  cos  x  +  arc  cos  y 


z  = 


x  = 


arc  sin  x  h-  arc  sin  y 

— ,        w  = ; 


et  Ton  demande  la  valeur  de  ^• 
VI.  On  donne 

z  =  arc  sin  x  -4-  arc  sin  y. 


y= 


e^t^       ^       e*  -+-  c-'' 


et  l'on  demande  la  valeur  de  $• 
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Résultat  : 

--  =  0. 
dt 

VII.  Sachi 

int 

-.{X 

que 

u  = 

-*-  y)\/x^  H-  y'  1 .  arc  tg  (x*  -«-  y*), 

évaluer 

i  /    du         du\ 

^\y X  — ]• 

u\    dx         dyl 

Résultat  : 

y  — X 

y -4-  X 
YIII.  Des  équations 

xH-yH-z-f-ii  =  a,  x"-4-y*-*-z'-4-M*=6',  x'-*-y'-t-z'-h «'=«', 

déduire 

dx       (/y       dz 

du      du      du 

IX.  Trouver  les  valeurs  de  dx,  dy^  dz,  en  supposant 
x-*-y-4-iz=l(M-f-t?),  y-4-z-*-ti=l(v-f-x),  «-♦-«-♦•»  =  l(x-+- y). 

X.  Au  moyen  des  équations 

r  =  a(\  —  c ces t/),    u  —  c sîn  u  =  n^, 

exprimer  ^  en  fonctions  de  r  et  des  constantes  a,  e,  n. 

Résultat  : 

dr      an 


-^  =  _V/oV  — (a  — r)*. 
at        r 

XI.  Théorème.  —  Soient  t=f(x,  y),  u  =  F(x,  y);  d'où 
x  =  (p(i,  u),  y  =  ^(t,u).  On  o 

fdf  dF      df^\  /^^_  ^?  ^\  ^ 
\dx  dy^  dy  dxl  \dt  du      dudtl 

(MÔBIUS.) 


566  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  IV. 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  SUCCESSIVES. 


»§•• 


40.  On  a  VU ,  dans  la  Théorie  des  dérivées  (Alg.,  lA*)» 
qu'étant  donnée  une  fonction  2/ ,  de  la  variable  indépen- 
dante X,  on  peut  chercher  les  dérivées  successives  de  cette 
fonction,  dérivées  que  Ton  représente  par  y',  y",  ...  j/"'. 
Pour  appliquer  à  cette  question  la  notation  différentielle, 
supposons  que,  dans  les  diverses  fonctions  y,  y' y  y", ...  on 
attribue  k  x  le  même  accroissement  h=dx  :  c'est  là  ce  que 
Ton  entend  quand  on  dit  que  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante  est  constante  (*),  Cette  différentielle  a  néan- 
moins pour  h'mite  zéro.  Il  résulte,  de  cette  hypothèse  (M)  : 

dy^y'dx,  dy'=y"dx,  dy"=y-'dx, ...  d^— )=y-)rfx.  {«) 

Différenciant  les  deux  membres  de  la  première  égalité, 
on  obtient,  eu  égard  à  la  deuxième,  et  parce  que  dx  est 
constante  : 

d{dy)  =  (dy')dx  =  y-{dxy; 

ou,  pour  plus  de  simplicité  dans  la  notation, 

d^y  =  y"dx\  (i) 

De  même,  en  différenciant  les  deux  membres  de  cette 
formule,  on  trouve 

(*)  Ici,  comme  dans  la  plupart  des  cas,  le  mot  conslante  signifie  :  indé- 
pendante de  X. 
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AA&is 

d{d^y)  =  d[ddy)  =  dY. 
donc 

ify  =  y'"dx^;  (3) 

et  ainsi  de  suite.  En  général, 

d"y  =  y^''^dx'*.  (n) 

41.  Remarque,  —  Les  différentielles  successives ,  dy, 
fpy^  cPy^  ...,  sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
du  deuxième  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.,  à  cause  des 
facteurs  dx,  dx*,  dx',  ... 

Par  exemple,  t;  étant  le  volume  d'un  cube  dont  laréte 
est  X,  la  différentielle  première  de  v  est  la  partie  princi- 
pale de  Av  ==  (x  -4-  dxy  —  x^  ;  c  est-à-dire  que 

dv  =  3x'dx  : 

le  second  membre  représente  la  somme  des  volumes  de 
trois  parallélipipèdes  rectangles,  à  bases  carrées,  ayant 
chacun  dx  pour  hauteur.  En  second  lieu,  la  différentielle 
première  d'un  de  ces  parallélipipèdes  est 

[(x  -+  dxf  —  X*  —  dx*J  dx  =  2xdx'; 
donc 

d.dv  =  d^v  =  Cxdx*. 
Enfin, 

d^v  =  Cf/x*. 

Il  est  visible  que  d^v  représenle  la  somme  de  six  parai- 
lépipèdes  à  bases  carrées  :  chacun  d'eux  est  un  infiniment 
petit  du  deuxième  ordre  ;  etc. 

49.  Les  relations  (2),  (3), ...  (w)  conduisent  à  celles-ci  : 
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Dans  chacune  de  ces  fractions,  les  deux  termes  sont 
des  infiniment  petits  de  même  ordre;  ce  qu'on  exprime  en 
disant  qu'ils  sont  homogènes.  Cette  homogénéité  est  néces- 
saire; car  si  les  deux  termes  étaient  d'ordres  différents,  la 
fraction  serait  constamment  nulle  ou  constamment  infinie  : 
elle  ne  serait  donc  pas  une  fonction  de  x. 


F«MetloB0  4e  deux  ▼artaUes  lm4épem4«Ble«i 

4S.  Soit  u=f(x^  y),  X  Qiy  étant  deux  variables  indé- 
pendantes. Nous  avons  trouvé  (99)  la  formule 

,        rft*  _       «f tt  , 
du  =---aa;-*-  v«yi 
dx  dy 

dans  laquelle  ^  et  ^  représentent  les  dérivées  premières 
de  ti.  Chacune  de  ces  quantités  est  une  fonction  de  x  et 
de  y,  dont  on  peut  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  x,  ou 
par  rapport  à  y. 

1*  D'après  les  conventions  établies  plus  haut. 


\dxl       d^u  \dv} 


dyl       d^u 


dx  rfx*  dy         dy* 

2"  La  dérivée  de  ^,  relative  à  y,  c'est-à-dire    \   ',  se 
représente  ordinairement  ainsi  :  ^^. 
3*  De  même, 

dl-] 
\dyl        d^u 


dx  dxdy 

l.   Théorème.  —  Les  dérivées  successives  -rr"*  S- 
sont  égales  entre  elles. 
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Afin  d*établir  cette  proposition  importante ,  remarquons 
d^abord  que 

,  du  du 

a —  A  — 

d^u  dx      ,.        dx 

=  --— =  liiii 


Mais 


donc 


dydx        dy  ày 

du  ^df(x,y) 
dx  dx 

dx  dx 


car  l'accroissement  de  la  dérivée  d'utie  fonction  est  égal  à 
la  dérivée  de  V accroissement  de  celte  fonction;  ou,  ce  qui 
est  équivalent  :  la  différence  des  dérivées  de  deux  fonctions 
est  égale  à  la  dérivée  de  la  différence  entre  ces  fonctions 
(AlG.,  196). 

Maintenant, 

J_  <^[/'(^»y-^^y)  — A^>y)]  ^  _± ^y J. 

Ay  dx  dx 

car  Ay  est  indépendante  de  x  et  de  dx.  Nous  avons  donc 

dît  r/-(x,y-+-  Ay)— /(x,  y)- 

A  -— -  a 


r/(x,y-f-  ^y)—l(x,yn 

,.        dx       ,.        L  Ay  J 

lim =:^Iim      —      — 

Ay  dx 

On  va  voir  que  la  limite  de  la  dérivée  d'une  fonction  est 
égale  à  la  dérivée  de  la  limite  vers  laquelle  tend  cette  fonc- 
tion. Conséquemment, 

dx         L  Ay  J  \dyj 

lim = _-£ =  —r-> 

Ay  dx  dx 
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OU  enCn 

(Pu        éPu 


dydx      dxdy 

êA*  Pour  démontrer  le  dernier  lemme,  considérons  une 

suite  de  courbes  telles  que  AMB, 
représentées  par  y  =  f(x9  a),  a 
étant  un  paramètre  variable.  Soit 
amb  la  position-limite  de  AMB, 
répondant  à  a==a.  Menons  les  tan- 
gentes MT,  mt  :  celle-ci  est  la  po- 
sition-limite de  la  première.  Les 

coefficients  angulaires  de  ces  droites  sont  -^^^^  "^r^î 

donc 

df{x,  a)      dlWm  f(x,  a)] 

dx  dx 

4II.  Supposons,  maintenant,  qu'il  s'agisse  des  dérivées 
n**^  d'une  fonction  u,  prises,  successivement,  par  rapport 
à  diverses  variables  indépendantes  x,  ,v,  z,  s,  t,  ...  On  a 
ce  théorème  général  : 

Le  résultat  de  plusieurs  dérivations  successives  est  indé- 
pendant de  l'ordre  dans  lequel  on  opère. 

La  démonstration  se  décompose  en  plusieurs  par- 
ties (*)  : 

l^  On  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  dernières  déri- 
vations. 

Par  exemple, 

d'il  d'il 

= (Ij 

dxdydzdsdt      dydxdzdsdt 

(*)  Celte  marche  esl  semblable  à  celle  que  Ton  suit,  en  Arithmétiqne, 
pour  établir  la  proposition  relative  à  Tinterversion  des  facteurs  d'un  pro- 
duit. 
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So'^d5i3ï=?-  Comme  (44) 


dxdy      dydx 

les  deux  membres  de  Tégalité  (1)  sont  identiques. 

2^  On  peut  intervertir  l'ordre  de  deux  dérivations  con- 
sécutives quelconques. 

Je  dis  que 

d'ti  d'il 


(2) 


dxdydzdsdt      dxdzdydsdt 
En  effet,  d'après  le  premier  cas  : 

d*u  d*t# 

dydzdsdt      dzdydsdt  ' 
donc 

\dydzdsdtl  \dzdydsdtl 

dx  dx 

3*  On  pct«^  intervertir  y  d'une  manière  quelconque,  l'ordre 
des  dérivations. 

Celte  proposition  générale  résulte,  évidemment,  de  celle 
que  nous  venons  de  démontrer  (to).  Ainsi,  u  étant  fonc- 
tion de  X  et  de  y,  on  a 

d^u  d^u  (Pu 


dydx^      dxdydx      dx^dy 
De  même ,  u  étant  fonction  de  Xyy,z: 

d*w  (Pli  d'à  d'il 


dz^dy^dx       dydz^dydx      dy^dz^dx      dydzdxdzdy^ 
etc. 
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BifféreBlIclles  mueteamîrrm.  —  C«mlln«attoB. 


49.  De 


dx  dy 


on  conclut,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable  indé- 
pendante : 

Mais 

donc 

OU  à  cause  du  théorème  ci-dessus  : 

(Pu  =  —  rfx»  -+-  2  -— -  rfjf/f/  -+-  -T-,  dy'.  (:i) 

f/x*  t/xrt</  «y 

Telle  est  Texpression  de  la  différentielle  deuxième  de  t*.  Si 
Ton  passe  à  la  différentielle  troisième^  on  trouve 

H-   -T— T-rdx -*- -T-idy  I  dt/% 
\dxdy*  dy*   .^y    :^  ' 

ou 

d«M  .  _      ^    d»tt     ,  , .        -    d*M     .    ,  _      d'w  .  ,   ,.. 
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La  loi  des  résultats  est  visible,  et  Ton  a,  généralement, 

a"M  =  —  ax"  H dx*'~*au 

c/x»  i  r/x-*rfy  ^  . 

49.  Cette  formule,  que  Ton  vérifie  aisément,  peut  être 
écrite  sous  la  forme  symbolique  : 


(du  ,        du  ^  Y 


dy 

pourvu  que,  dans  le  développement  de  la  puissance,  on 
remplace  du^  par  (f  ti. 

On  trouve  de  même,  u  étant  fonction  de  trois  variables 
indépendantes  : 

/du  ,         du  ,        du  .  Y 
d^u  =  l-T-ax  -♦-— -rfv  -*-  -;-dz\  • 
\dx  dy  dz      J 

49.  Supposons  que,  u  étant  fonction  de  x  et  de  y,  ces 

quantités  soient  fonctions  d'une  variable  indépendante  t. 

Nous  aurons  encore 

du  du 

dx  dy   -^  ^  ' 

mais,  dx  et  dy  n'étant  plus  des  accroissements  arbitraires 
et  constants,  les  formules  (2),  (3), ...  seront  remplacées  par 
d'autres,  plus  complexes  que  celles-ci.  En  effet,  la  nou- 
velle valeur  de  d'u  doit  se  composer  de  l'ancienne,  aug- 
mentée  d'une  partie  qui  provient  de  la  variation  de  dx  et 
de  dy.  On  a  ainsi,  au  lieu  de  la  formule  (2)  : 

hPu  ,  .  (Pu 


(Pu  d^u       \ 


\rfjc'  dxdy  (hf       .        ,.^. 

dy    ^1 


I 

L 
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De  même  9 

(<Pu  (Pu  dfu  éfu 

(d^u  éPu  (Pu  éPu         ] 

((Pu  (Pu  (Pu  (Pu         \ 

(du  ^        du  „\ 
^[Tx^^'-^TyH^ 

OU 

(d^u  (Pu  (Pu  (Pu      \  \ 

c/x'  dx^dy        ^      dxdy*       ^     d^  ^  I  \ 

[d^u  (Pu  (Pu  1 1 

/du  „        du  ^  \. 

-H      -7-cPx  -f--r-cPt/). 

\dx  dy    ^1 

On  voit  que  les  résultats  se  compliquent  rapidement. 

60.  Remarque.  —  Si  Ton  divisait  par  dfi  les  deux 
membres  de  l'équation  (2^*'),  on  aurait  l'expression  de 
la  seconde  dérivée  de  u,  relativement  à  la  variable  indé- 
pendante t.  De  même  pour  (3^*^),  si  Ton  divisait  par  dt^. 

61.  ApplicxLlion.  —  Soient 

t«  ss  sin  X  +  cos  t/,    X  =  cos^i    y  =  sin  I. 

Les  formules  (2^)  et  (3^")  deviennent  d'abord,  à  cause 
des  dérivées  nulles  : 


^  .      (dxV  IdyV 

-=-smxy-cosyy      ^ 


(Pli 

cPx  dfy 

■■¥■  cos  X sin  V  — ' 

rf«*      ^  dt* 
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dFu 

le 


Mais  : 


cosx(^)Vsiny(|)* 

^   .       dxtPx       ^  du(Py 

dt  dt*  ^  dt  de 

cPx  d^y 

df  ^  d^t 


dx  cTx  (Px 

^y  ,    ^y        ^  .    ^y 

-î-=-t-cos<,      -rr  =  —  sin(,      -—  =  —  cos(; 
dt  dt*  dt^ 

donc  : 

—  =  —  sin  X  sin*  t  —  cos  y  cos*  t  —  cos x  cos  f  -^  sin  y  sin  t, 

d^u 

-— -=cosxsin'f +  8invcos'(  —  3  sin  x  sin  <  cos  I 

-f-  3  cos  y  cos  f  sin  (  +  cos  x  sin  f  -4-  sin  y  cos  (. 

Pour  vérifier  ces  résultats,  écrivons  ainsi  la  valeur  de  u  : 

u  =  sin  (cos  t)  +  cos  (sin  I)  ; 

nous  aurons  : 

du 
ti'  =  —  =  —  sin  «  cos  (cos  t)  —  cos  t  sin  (sin  (), 

d^u 

u"  =  -TT=  —  COS  t  cos  (cos  0  —  sîu*  t  siu  (cos  0 
dt*  \       /  V        / 

-H  sin  t  sin  (sio  0  —  cos*  (  cos  (sin  t), 

(Pu 

!!'"=■—=  sin  t  cos  (cos  t)  —  cos  t  sin  t  sin  (cos  t) 

—  2  sin  t  cos  <  sin  (cos  t)  -t-  sin'  (  cos  (cos  t) 
+  cos  t  sin  (sin  Q  +  sin  t  cos  f  cos  (sin  t) 
-4-  â  sin  { cos  t  cos  (sin  t)  -^  cos'  t  siu  (sin  f); 
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OU  encore  : 

-— =  —  costcosx  +  sinfsînv  —  sin^fsinx  —  cos*(oosv> 

-     =  sin  f  C08  X  H-  cos  fsin  y  —  3  cos  (  sin  t  sîii  x 
df  •      ^ 

-f-  3  sin  t  cos  f  cos  y  +  sin'  (  cos  x  +  cos'  i  siny; 
comme  ci-dessus. 


dérivées  •■eeemlve*  des  f«Metl«Ba  Impllclloi. 

69.  Soit  d'abord 

F(x,y)  =  0,  (I) 

X  étant  la  variable  indépendante.  On  tire  de  là 

d¥      dV         ^ 

dx      dy^  ' 

Appliquant  à  cette  équation  (2)  la  règle  des  fonctions 
composées  (Alg.,  tftS),  on  a 

(TF       ^?     ,       rf'F  cTF   ^      rfF   „      ^ 

ou 

rPF  d*F     ,     rf'F    „      d?   ,, 

rfx'         dxdy'^       dy*^        dy^  ^  ' 

A  son  tour,  cette  équation  (3)  donnerait 

d?¥        «PF      ,        r  cPF     ;       fPF     ,,       d*F     ,  T 

'd?'^di*dy'^  '^^Id^^  ■*"  rfxrfy'  ^'  '^1^^  J 
/  rf»F        d'F     \     ,        cTF  ( 

/WF        rf*?    \     ,      rfF   ,„ 
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et  aÎDsi  de  suite.  Il  est  clair  que  les  équations  (2),  (3),  (i)» ... 
déterminent,  successivement,  j/',  y",  y'", ... 

ftS.  Considérons  le  cas  où  Ton  aurait  deux  équations 
entre  y,  la  variable  indépendante  x  et  une  variable  u; 

savoir  : 

/"(x,  y,  i/)==0,     f  (x,  y,  ti)==0.  (5) 

Ces  relations,  traitées  comme  Téquation  (1),  donnent 

df      df   ,     df    ^      ^       dv       rfp    .     d© 
ox       dy  du  dx      ihj  du 

puis  : 
ox'      dxdt/  axdu  \ttxay       dy^         dydu     I 

df  ,,     /  dy        dV    ,     dy    \   ,     d/- 

df/  Vdxdfi       dydtt  dw*     /  du 

^f        d'?     ,       d«3P  /  d'?        d«y    ,        ^?      ,\    , 

3-7-+-  z—rV  "*-•!— i-"-*-  -7— r  "*-~r;y  -*-  T~ir*'    y 

aj       dxay  dxau  \dxdy      dy*  dydu     I 

dy  \dxdu      dydu  du^    }  du 

etc. 

Ces  équations  dérivées,  du  premier  degré  par  rapport 
à  y',w',  y",  w", ...  feront  connaître  y'  =  ^,  y"=^,  abso- 
lument comme  si  les  équations  (S)  avaient  été  résolues. 

Dérivée*  parileiles  ■■eee«ilvefl« 

M.  Si  z  =  f(x,y)  est  Téquation  d'une  surface,  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires,  on  représente  ordinaire- 
ment, par  Pf  q^r^  Sf  ty  les  dérivées  partielles 

dz     dz      d^z       d^z       d^z 
dx     dy     dx*     dxdy     dy^ 
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Au  moyen  de  eette  notation ,  les  formules  (1)  et  (2),  du       | 
n"*  49,  sont  remplacées  par  î 

dz  =  pdx  -*-  qdtfj    d^z  =  rdx*  -¥-  ^dxdy  -h  tdy^. 

ft6.  Lorsque  z  est  une  fonction  implicite  de  x,  y,  donnée 
par  une  équation  telle  que 

F(x,y,z)  =  0,  (6) 

on  peut  y  de  la  manière  suivante,  trouver  les  valeurs  de 
ces  dérivées  partielles. 

En  premier  lieu,  si  Ton  suppose  y  cotistant,  on  a 

d¥      rfF 

et,  par  conséquent , 

d¥ 

dx 

P=-^;  (81 

dz 

puis,  par  un  changement  de  lettres  : 

</F 
dy 

dz 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  Téquation  (7),  en  y 
regardant  p  et  z  comme  fonctions  de  la  seule  variable 
indépendante  a^t  et  ^*  ^,  comme  fonctions  de  x  et  de  s. 

Nous  aurons  (jk») 

d^¥         d'F         d*F   ,      dF 

dP^'d^.^-^d?^-^!^''-'  ^''^ 
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De  même,  si  Ton  suppose  x  constant,  on  conclut,  de 
réqualion  (7), 

rf*F        (PF  cPF  (P¥  rfF 

Enfin,  une  simple  permutation  donne,  au  lieu  de  Téqua- 
tion  (10)  : 

d'Y      ^  (PF  rf«F   .      c/F 

Si  Ton  remplace  p  et  ç  par  leurs  valeurs  (8),  (9),  il  ne 
restera  plus  qu'à  tirer,  des  équations  (10),  (H),  (12),  les 
valeurs  de  r,  «,  t. 

MUm  Application. 

P  (a:,  y,  z)  =  ayz  -4-  bzx  -h  cxy  —  m'  =  0. 
Il  résulte,  de  cette  équation  : 

rfF  rfF  dF 

—  =6z^ey,    _=cx  +  cu,     _=ay4.6x, 

«PF       ^  rf«F  iPF 

5i^==''  5^=''  d?='' 

(JPF  (PF        ^  cPF 


«'y*^^                      rf^rfx  rfxcfy 

puis  : 

bz  -\-  cy  ex  -+-  az 

p  = -^>  7  = —, 

ay  -4-  6x  ay  H-  bx 

26p  -♦-  (ay  -4-  6x)  r  =  0,  ^aq  -♦-  (ay  -♦-  6x)  (  =  0 , 

c  H-  ap  H-  6qr  H-  (ay  -4-  6x)  «  =  0; 

et  enfin  : 

bz-^cy  abz                         az  -♦-  ex 


r 


=  26: r^»     «  =  2- : — »     e=2a 


(ay  -f-  6x)*  (ay  -+-  6x)'  (ay  -4-  6x)* 
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ftV.  Àuire  méthode.  —  Si  Ton  prend  les  différentielles 
suceessives,  complètes^  de  Téqualion  (6),  on  a,  comme  au 
n*  49: 

rfF   ^  rfF  ,  rfF   , 

-—  ax  -I-  -r-  ay  -h'-t-  «z  =0, 

ax  ay  dz 

(PF  d»F  rPF  dF 

rfx*  rfy^    -^        rfz«  dz 

d»F  d'F  <PF 

-•-2-7— "-dwdz-f-  2-— --dzdx  -4-  '2——-dxdy  =0; 
aiyaz  azax  rtxrfi/ 

ou 

dF  f/F  dF 

-dx  ^-dy  -».-(pdx.^,d^)=0, 

_dx«.--dy'-*.-(pdx^9dy)« 

[d'F  d'F       n  d'F        , 

-— —  du  -f-  -— —-  dx  I  (prfx  -+-  ody)  +  2  ,    ,    dxdy 
dydz   ^       dzdx      J  '^  '  '^^         dxdy       ^ 

dF 

-♦-  — -  (rdx*  -f-  Isdxdy  -¥■  (dy*)  =  0. 
dz 

Mais,  Xy  y,  étant  des  variables  indépendantes,  les  accrois 
êements,  dx,  dy  sont  arbitraires;  donc  les  dernières  équa- 
tions se  partagent  en 

dF       dF  __         dF       dF     __ 

dx       dz  ^     dy       dz 

d«F       d'F    ,  d'F           dF 
d7'^d7^-^'d^P-*-d-z''==^' 

d*F             d«F  d*F             d»F        dF 

dz*  '^^      dydz  '  dzdx  '      dxdy      dz 

d^F      (PF   ,  d'F           dF 

d^'-*-d?'"^7î;dï^■*-d^'=^' 
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et  celles-ci  ne  différent  pas  des  relations  obtenues  par  le 
premier  procédé  (*). 

68.  Supposons  que  Ton  donne  les  équations 

et  proposons-nous  d'en  déduire  les  dérivées  partielles 

dz      dz     d^z       (Pz       d^z 
dx     dy     dx*     dxdy     dy^ 

sans  éliminer  la  variable  auxiliaire  u. 

Si  Ton  différencie  complètement  ces  équations,  on  a 
d'abord,  pour  le  premier  ordre  : 

dx  dy    -^       du  ^    ' 

0  =  ^^  dx-^^dy  '^^du,  (15) 

dx  dy  du 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  que  ^  et 
~  =  p  représentent  des  quantités  différentes  :  c'est  pour 
éviter  toute  confusion  que  nous  écrivons  ^^  et  non  ^' 


dx  dx 

Éliminant  du,  on  trouve 

'IL 

dy  df  xjdx  dy 

du 


dz  =^  ~- dx  -\"— dy -—dx  h dyl. 

dx  dy  dv  xjdx  dy      J 


Cette  valeur  de  dz  doit  être  identique  avecpcîx-hgdj/; 
donc,  dx  et  dy  étant  indépendants  Tun  de  l'autre  : 

d/;  d^ 

dx      dx  d'Y  dy       dy  dp 

du  du 

(*)  U  est  visible  que  les  deux  méthodes  s*étendeut  à  des  dérivées  d*ordre 
quelconque. 

(**)  La  valeur  trouvée  pour  p  justifie  la  remarque  ci-dessus. 
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&••  Si  Ton  différencie  les  équations  (H),  (iS),  on  a  : 

rfx«  dy'^      du" 

■4-  ^[-r-T-dxdy  -+-  T-^dydu  -h -p-^  atiox  J  -4-  -7-cfH, 
\axay  ayat<  atiax  /       au 

c/x«  rfy»    ^        du* 

/  d*©    ,    ,  rf*?     ,    ,  «^P    ,    .  \       <*?  » 

-H  2    ,    ,   axay  -♦■  ,    ,    dydu  -+•  ,    .   dudx]  -+■  -r-oni. 
\axay  ayau  auax  /       otf 

Éliminant  du  et  dHi ,  on  mettra  la  valeur  de  (Pz  sous  la 

forme 

Adx'  -+-  2Bdxdy  -4-  Cdy'; 

de  sorte  que  (54) 

r=A,    «==B,    «  =  C. 

•••  Application, 

z  s=  x'  -I-  y'  -^  îi',     11  =  X  -•-  y. 

On  tire,  de  ces  équations  : 

dz  =  2xr/x  -I-  2ydy  -4-  Suc/u, 
(Pz  =  2dx*  -+-  ±ly*  -¥-  2du*  -+-  Si/d'il , 
du  =  dx  -\-  </y,     d*ti  =  0  ; 
puis 

p  =  2x-4-2f/,     7  =  2y-4-2u,     r  =  4,     «  =  2,     1  =  4. 


1.  Trouver  les  différentielles  successives  de 

xy 

z  =  arc  Ig  -^       —  (*). 

\/\^x*-hy* 

{*)  La  valeur  de  la  différentielle  première  a  été  iDdîqaée  ci-dessos, 
p.  364. 
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II.  Calculer  directement  les  dérivées  partielles  ,p,q,ry 
s  y  /  de  la  fonction  précédente. 

III.  Étant  donnée  la  fonction 


u  =  x\/(o»  — y»)(a'  — 2») 

—  xyz, 
vérifier  que 

du^y-- -.      du.  y- rfw.y— 

dx  dy  dz 

IV.  Des  équations 

cos  X  -I-  cos  y  -4-  cos  jT  =  0,     sîn  x  -+-  sin  y  +  sin  z  =  0, 
déduire  les  valeurs  de 

rfx""'''     rfx""     '     r/x'~^'     dx»" 
Résultat  : 

y'=1,      y"  =  0,      Z'=l,      2"=0. 

y.  De  réquation 

Ay»  -H  SBxy  -+-  Cx»  -*-  2Dy  -4-  2Ex  -4-  F  =  0, 

tirer  y"=  cp  (x),  et  prouver  que  ep  (a)  -+-  cp  (6)  =s  0 ;  a,  6 
étant  les  racines  de 

Cx*  -4-  2Ex  -H  F  =  0. 


1 
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VL  Quelles  sont,  pour  «  =  0,  y=:0,  ies  \'aleurs  des 
dérivées  partielles  jo,  7,  r,  «,  ^,  déduites  de  l'équation 

X»  -h  y'  -4-  x*  —  dxyz  =  a*? 
Réponse  : 

p  =  0,    7  =  0,    r  =  0,    «  = ,     1  =  0. 

a 

VII.  Au  moyen  de  la  formule  de  Leibniz  (*),  prouver 
que 

— ^ — ]— ^  =  i.2.5...nX 


VIIL  Former 


en  supposant  u  =  \/x'^  h-  y^. 
IX.  Déduire,  des  équations 


_(.y  — ?(«)]'  .y  — fW 


>      X  -♦-  a  = 


les  valeurs  des  dérivées  ;>,  9,  r,  « ,  /  ;  et  prouver  que  pç  =  z. 

X.  Théorème.  —  Si 

r  =  «X  -t-  yç.(a)  -+-  ^(a),     0  =  X  -f-  y/ (a)  H-  f  («), 

on  a 

ri  =  ««. 

XI.  En  partant  de  Téquation  is  =  l.cosx  —  l.eosy, 
former  la  quantité  (1  -f-  p*)  (  —  2pç«  H-  (I  -*-  g«)  r. 

(*)  Page  140. 
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CHAPITRE  V. 

CHANGEMENTS  DE  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


PrélintoAlre*. 

•1.  La  formule  fondamentale ,  dy  =  y*dx^  trouvée  en 
supposant  x  variable  indépendante,  subsiste  si  Ton  prend 
pour  variable  indépendante  une  quantité  quelconque  ti, 
dont  X  est  fonction  (tA).  Si,  par  exemple,  y==x*  et 
x  =  l/tî,  d'où  y  =  ti^  les  deux  valeurs  de  dy  :  ioifidx  et 
2ttrfw,  sont  égales  entre  elles;  et  la  dérivée  y'  =  4x',  est 
égale  aussi  à  -^  =  4ti  V^. 

Cette  concordance  ne  subsiste  plus  quand  il  s*agit  des 
différentielles  d'ordre  supérieur. 

Par  exemple,  cPy==12xMx^  diffère  complètement  de 
G(*y=2dw*.  En  effet,  la  seconde  valeur  est  2(2xdx)*=8x*(/x*. 

•t.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette  diversité  de 
résultats.  Lorsque  x  est  variable  indépendante,  dx=^const\ 
donc  cPx=0.  Au  contraire,  u  étant  variable  indépendante, 
(/*«==  0.  Si  donc,  en  partant  de  la  formule  rf?y=4x'(/x,  on 
veut  parvenir  à  la  seconde  valeur  de  cPy,  on  doit  différen- 
cier dy  en  supposant  dx  variable  et  d^u  =  0.  On  trouve 
ainsi 

»       »     - .  *        , .-               dw*          ,    —      f/w*  ,  . 

^y=l!2xVji*-+-ijiVj=  12w. ^u\   V . =2rftt'; 

résultat  exact. 


I.  On  voit,  par  cette  simple  application,  qu'il  est  essen- 
tiel de  savoir  transformer  vne  formule^  trouvée  en  suppo- 
sant X  variable  indépendante,  de  manière  à  la  rendre  appli- 
cable au  cas  d'une  variable  indépendante  quelconque,  u  : 

95 
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c'est  là  ce  qu'on  appelle  effectuer  un  changement  de  variable 
indépendante. 

€••  d'vae  «evle  variable* 

•4.  Formules  générales.  —  Soient  y\  y",  y"\  ...  les 
dérivées  successives  de  y,  x  étant  variable  indépendante. 
On  a  toujours 

^       dx  ^  ' 

Si  Ton  différencie  les  deux  membres,  et  que  Ton  divise 
ensuite  par  dxy  on  trouve 

„      dx(Py  —  dyd^x  .^. 

A  son  tour,  cette  relation  (2)  donne 


.'" 


rfxVy  —  dxdytPx  —  ùdxtPyt^x  -4-  ody  (rf'x)' 


:!/ 

dx' 

etc. 

•&.  Application. 

Soit 

p  ~ 

(*) 


cette  formule,  comme  on  le  verra  plus  loin,  représente  le 
rayon  de  courbure  d'une  ligne  plane,  rapportée  à  des  coor- 
données rectangulaires.  Remplaçant  y'  et  y"  par  leurs  va- 
leurs, on  trouve 

(rfx«  -f-  dy^y 


dxdhj  —  dydfx  ' 


(S) 


et  cette  nouvelle  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la  variable 
indépendante.  Si,  par  exemple,  on  veut  passer  aux  coor- 
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données  polaires  ti,  a>,  et  prendre  &>  pour  variable  indé- 
pendante,  on  fera 

X  =  ti  cos  0,    ^  =  ti  sin  »  ; 

et,  par  conséquent  : 

dx  =  cos  <x>du  —  u  sin  ada^ 

dy  =  sin  uclti  +  u  cos  aadb»^ 

d?x  =  cos  »cPm  —  Î2  sin  oduda  —  u  cos  a»rf«', 

cPy  =  sin  cocTu  +  2  cos  u>duda  —  u  sin  «sdtf'; 


puis 


Donc 


dx*  ■+-  dy*     =  du'  -*-  mV»', 
clxd'y  —  (fycPx  =  ^du*d»  —  ueTtido)  -f-  tt'rf«'. 

p  = ^ (6) 


Telle  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  ligne  rap- 
portée à  des  coordonnées  polaires, 

•••  Remarque.  —  On  aurait  pu  conclure,  de  la  rela- 
tion (4),  la  formule  particulière  (6),  sans  passer  par  la  for- 
mule générale  (5).  En  effet,  de 

,      dy      sin  tadu  -4-  u  cos  uAa 

dx      cos  odu  —  u  sin  udu 
on  lire 

(cos  adu  —  «  sin  »rf»)'  y"dx 

=  (cos  odu  —  ti  sin  ado) d  (sin  <w/u  +  u  cos  adu) 

—  (sin  ttdu  +  u  cos  urf»)  «{ (cos  odu  — 1«  sin  adu)  ; 

etc. 

•9.  Autre  application.  —  Transformons  la  formule  (5), 

de  manière  à  prendre,  pour  variable  indépendante,  la 

quantité  s  définie  par  Téiquation 

ds*  =  dx*  -♦-  dy\ 
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La  différenciation  donne 

0  =  dxiPx  H-  dytPy. 

Par  conséquent,  on  peut  éliminer  une  quelconque  des 
différentielles  ctx,  dPx,  dy^  d^y;  et  écrire,  sous  plusieurs 
formes,  la  valeur  de  p.  On  trouve  un  résultat  plus  élégant 
en  prenant 

p  — 


(dxd^y  —  dyd^xf 
et  en  ajoutant  au  dénominateur  la  quantité  nulle 

(dxd^x  -4-  dyd^yf. 
Il  résulte,  en  effet,  de  cette  combinaison, 

ou 


2^py      /cTyV 


•9.  Revenons  aux  formules  générales  (1),  (2),  (3),  ... 
et  supposons  que  y  soit  variable  indépendante.  Alors 
rf'y  =  0,  d3y  =  0,  ...;  donc 

•^       dx       -^  djT-         -^  dx* 

etc.;  ou  bien,  en  appelant  x\  a",  x'",  ...  les  dérivées  suc- 
cessives de  X,  par  rapport  h  y  : 

\  x"  .      ox"'  — x'x"' 


"  -.'" ,   .. 


î/=-7'    y= — ^'   y  = — VI 

X  X  X 


K  Remarque.  —  Supposons  que  x,  y  représentent  des 
lignes.  Alors  y'^lim  f|  et  x'=lim  ^  sont  des  rapparis, 
c'est-à-dire  des  grandeurs  de  l'ordre  0.  Par  suite,  y"  et  x" 
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sont  de  Tordre  —  1;  y"'  et  x"  de  Tordre  — 2,  etc.  H  en 
résulte  que  les  dernières  équations  sont  homogènes  ;  ce  qui 
doit  être. 

90.  Si  9  dans  la  formule 

P= r, —  '  W 

y 

on  remplace  y*  par  p,  y"  par  — ^,  on  trouve 

résultat  dé  même  forme  que  le  précédent  (*).  En  effet,  dans 
le  cas  des  coordonnées  rectilignes,  il  est  indifférent  de 
prendre  x  ou  i/  pour  variable  indépendante. 

ChaaireaieMtfi  de  variables  daaa  le*  dérivées  partielles. 

91.  Supposons  qu'étant  donnée  une  équation 

on  veuille  la  transformer,  en  prenant,  comme  variables 
indépendantes,  les  quantités  u,  v  définies  par 

On  peut  employer  deux  méthodes  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  p,  9,  r,  «,  <,  en  fonction  de  u  et  de  t?  (**). 
71.  Première  méthode,  —  La  dérivée  partielle  p  est 

{*)  A  cause  de  la  puissance  ^,  on  peut  convenir  de  prendre  p  positi- 
vemenl. 

(**)  Les  calculs  suivants  ont  une  complète  analogie  avec  ceux  que  nous 
avons  développés  ci-dessus  (ss,  ftt). 
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égale  à  dz  :  dx^  y  étant  supposée  constante.  On  a  donc, 
simultanément  9 

dz  .        dz  . 

du  dv  dy  du 

p  =  ': j »     0  =  -p-rfii -4- -^dr. 

dx  ,        dx  .  du  dv 

-7-0M  -♦-  -—  (II? 
du  dv 

Éliminant  le  rapport  ^,  on  trouve 

dz  dy      dz  dy 


De  même , 


dudv 

dv  du 

''       dxdy 

dxdy 

dudv 

dvdu 

dz  dx 
dv  du 

dz  dx 
dudv 

dxdy 
dudv 

dxdy 
dv  du 

(7) 


(«) 


En  second  lieu ,  r  =  dp  :  dx,  y  étant  constante.  Il  fau- 
drait donc  différencier  complètement  la  formule  (7),  diviser 
le  résultat  par  ^dt<+^  dt;,  et  éliminer  encore  ^.  On  cal- 
culerait, d*une  manière  analogue,  s  et  t. 

VS.  Seconde  méthode,  —  On  a 

dz  dz 

dz  =  pdx  H-  orfy  =  --  dtt  -H  -7-  dr , 
^  ^  '^       du  dv 

dx  dx  dy  dy 

dx=3-— dti  H-  -T-dv^     dy  =  '-^du  •+-  -z-dv; 
du  dv  du  dv 

donc 

/dx  .        dx  .\  [dy  .        ày     \       dz  dz 

p   —  dii  H-  —  dv)  -f-  a   -^  du  -*-  -p-dr  I  =  -T-dii -f- --dr. 
\du  dv     I  \du  dv     /       du  dv 
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Cette  équation,  dans  laquelle  du  et  dv  sont  arbitraires^ 
se  décompose  en 

dx         dy       dz  dx         dy       dz 

dw         dw       dtf  di?  dv       dv* 

équations  d'où  l'on  tire  les  valeurs  (7),  (8). 

Semblablement,  x  Qiy  étant  considérées  comme  fonc- 
tions de  u,  t?  : 

(Pz  =  dpdx  -♦-  dqdy  -+-  pdfx  h-  qd*y 

=  rdx*  -¥-  3i8dxdy  h-  tdy*  h-  ptPx  h-  qrcPy 


d*z 

du* 
du* 

-H 

dfz 
dudv 

dudv 

d'z 
-^dv*"^''' 

CPX: 

d^x 

du* 
du* 

-^ 

d*x 
2 
dudv 

dudv 

(Px 

«Py^ 

du* 

-♦- 

dudv 

dudv 

Substituant  y  puis  égalant  les  coefficients  de  du',  de  dudv 
et  de  dv^9  on  aura  trois  équations  du  premier  degré,  entre 
les  inconnues  r^  Sy  L 

94.  Application.  —  Soit  donnée  Téquation 

d^z      d'z  __ 

1?'^  dy*^^' 
ou 

les  nouvelles  variables  indépendantes  étant  les  coordon- 
nées polaires  ti,  &). 
A  cause  de 

x=u  cos  «,    y  =  u  sin  w , 

on  a  d*abord ,  d  après  les  formules  ci-dessus  : 

dz  dz 

p  cos  o  -4-  o  sin  a  =  -7-9     —  pu  sin  w  H-  ott  cos  »  ==  -j-  ; 

du  oai 
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d*où 


dz 


îdz 


dz 


\dz 


p=---COS« —  8111  «,       <?=-— -SinwH ---COSft». 

du  uda  du  uda 


Différenciant,  on  trouve 


rdx 


'^'^  =  (S 


du 


d^z    .         *  <*«  ,  \ 
aiia»  tf  a»      / 


Van  M   c/ft»  M  (f  io'  M  OM(/«        / 


«<2x 


du 


(ta r-ua]  Sin  » 

duda  u  du     I 


Idz  ,        I  rfz  ,        \d'z  ,       \    d^z       \ 

-H    —a-ï r-p««/H j—aûiH — p-r/tilcos». 

\du  vr  du  u  dJ^  u  duda     J 

Remplaçant  dx,  dy  par  leurs  valeurs ,  et  égalant  les 
coefficients  de  du  et  de  du,  on  tire,  de  ces  équations  : 

d^z  \  dz  \    d^z 

rcos«-4-  «sintf=  -— cos»h — r--sin« ~— -sin  «, 

du  u  au  u  dud» 

d^z  dz   .  i  iPz  ,  i  dz 

- — — cos« — -sin« —-sina — 

duda  du  ttdo  udta 


MrsinB-4-i/«cos«==  - — ;-cos« — -sin« -—sin» ~  cose, 

cPz    .  \  dz  \    d^z 


«ces «H-    ^sina= 


-r-r   Sin  « -— •  ces  b)  -I -—  COS «, 

du  u  du  u  dada 


d^z    ,  dz  \  d*z  i  dz   . 

us  sm «-+-«<  rosw  =  - — —sin»-»-  -— cos«  h p-iCOs« -r-sin  ». 

duna  au  udvr  ud& 

Multipliant  la  première  relation  prucosco,  la  deuxième 
par  sino),  et  retranchant,  on  a 

d*z       ,  «Pz    . 

tir  =  u  -r—  cos  «  —  2  -p-;-  sm  «  cos  » 
du  dud» 


id'z 


.:«>« 


2dz 
u 


dz 


H —  sm"  «  H —  —  sm  «  cos  a  -*-  -j- 

u  au  u  du  du 


sin*  «. 
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De  même, 

lit  =  Il  ——  sin* «  -+-  2-; — p  sin  «  cos  «  h cos'  « 

du  dmUt  u  dùT 


âd^:  dz 

-  — -  sin  M  cos  »  -»-  -p 
u  du  du 


Sin  û)  cos  »-»--:-  COs'  to. 


La  transformée  de 

r  -+-  (  =  0 
est  donc 

d*z       \  d^z       dz 

flj^H--—  -4-—  =  0. 

du*       1/  a»'       aa 

96.  Remarques.  —  I.  Les  quatre  équations,  entre  r,  «,  t, 
n*équivalent  qu'à  trois  équations  distinctes. 

IL  On  simplifie  le  calcul  précédent  si  Ton  part  des  rela- 
tions 

M  =  V^x'  -+-  M*,      a  ==  arc  ig  -  >     az  =  —  eiu  -h  -—  r/w, 

X  du  db» 

d*z  dh  d^z 

d^z  =  -— •  rfti*  -^  2  ,     ■    f/t/c/w  -4-  ---  c/u)*. 
ail'  atirfw  du* 


ËBJC9fcie^9» 


L  Etant  données  les  équations 

o  (1  —  «')         ci«        r 

r  = >     _— =  —,     a;  =  rcosw,     y  =  rsnia), 

i  -I-  e  cos  M       di       r* 

dans  lesquelles  a,  e,  c  sont  des  constantes,  et  r,  &>,  x,  /y 
des  fonctions  de  la  variable  indépendante  i\  exprimer,  en 
fonction  de  r  et  des  constantes,  les  quantités 

dx     rfe^     f/»x     dfy     (dxy      idyy     [d'xY      (d'yV 

jr  n'  rfF'  rfi^'  id^y  "*"  [tii  '  IdFJ  ■*-  \dê]  ' 
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Résultats  : 

■ 

dy 

-O- 

e{a  — 
are 

dx 

cVa*e*  —  {a 

-rr 

r) 

dt 

areVX- 

-e' 

[«(1- 

-(a- 

dt' 

d'y 
dt* 

c'  l/a'«'- 
at*e        i/J 

\dl)    "*■  U//        a(r^««)lr'"â/ 


II.  Transformer  l'équation 

d'y  X      dy  _        y 


dx'       \  —  X*  dx       \ 


3  =  0. 


en  prenant,  comme  variable  indépendante,  f  =  arccosx. 

Résultat  : 

d'y 

dl*       ^ 

III.  Même  question  pour 

d^u  d^u  du 

(a  -i-  xr--4  -♦.  3  (a  +  x)«  -4 -H  (a  -H  x)-^  -H  6y  =0, 
dx"  dx*  dx 

sachant  que  f  ==  I  (a  -t-  x). 
Résultat  : 

IV.  On  donne  les  équations 

r/*u      cPii      cPti  •       •       •        . 

diï-*-di;î-"d?="'    x'^y'^z'  =  r',    «=,(r); 
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et  Ton  propose  de  transformer  la  première ,  en  prenant  r 

pour  variable  indépendante. 

Résultat  : 

(Pu      2  rfw  ^ 

dr*       r  dr 

V.  Transformer 

(Pu      (Pu      ^w__^ 

en  prenant,  pour  variables  indépendantes ,  les  quantités  r, 
6,  (f,  déterminées  par  les  relations 

X  =  r cos  0  9    ly  =  r  sin  6  sin  f ,    z  =  r  sin  9  ces  f. 

Résultat  : 

d(  '     B—] 

d'iru)        i    (Pu        i       V       de) 
dr*        sitre  df      sm  B         de 

VI.  Transformer  Téquation 

.fPt<        ,cPa        -cPw 

dx"      ^  rfy«  rfz' 

d?u  d^u  (Pu 

j^  yz 1-  zx -*-  xy =  0 , 

dydz  dzdx  dxdy 


en  prenant  : 


Résultat  : 


^  =  py^   y  =  ra,    z  =  ap. 


.dHi        .cPtt        .«Pti 
a* h  ô' 1-  y  • =3  0. 


da»       "^  df 
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III. 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


CHAPITRE  VI. 

SÉRIES  DE  TAYLOR  ET  DE  HAG-LAURIN  (*). 


Théorème  de  Taytor. 

VU*  Première  démonstration.  —  Supposons ,  pour  fixer 
les  idées,  que  f(z)y  f  (z),  f  (z)  et  f"{z)  restent  finies  et 
continues  lorsque  la  variable  z  est  comprise  entre  x  et  x+A. 

Supposons,  en  outre,  que  A  et  B  soient  la  plus  petite  ei 
la  plus  grande  des  valeurs  que  prenne  alors  r*'{z).  On 
aura ,  en  général , 

r'(x)-A>o.  (1) 

Le  premier  membre  est  la  dérivée,  relative  à  jz,  de  la 

fonction 

r(z)-/-"(x)-A(z-x), 

qui  s'annule  pour  z  =  x.  D'ailleurs  cette  fonction  est  crois- 
sante, puisque  sa  dérivée  est  positive;  donc,  pour  z>x, 

r(z)-r(x)~A(z~x)>0.  (2) 

De  rinégalité  (2)  on  tire,  par  le  même  raisonnement, 

(•)  Taylor  (Rrook),  né  à  Edoionton,  en  1685;  mort  «i  1731.  —  Mac- 
Laarin  (Colin),  né  à  Rilmoddan,  en  1698;  mort  en  1746. 
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puis,  de  celle-ci  : 

DonCy  pour  z  =  x  -4-  A  : 

/•(x  +  A)>/-(x)-»-^/'(x)-.-^rW  +  A^. 
La  même  méthode,  appliquée  à  la  limite  B,  donne 

f(x  +  A)<  f(x)  +  ^Z-' (X)  -4- -j^  f" (X) -^B  — 

Remarquons  maintenant  que  A  et  B^  étant  le  minimum 
et  le  maximum  de  f"  (z)  (dans  rinlervalle  considéré), 
toute  quantité  C,  intermédiaire  entre  A  et  B,  peut  être 
représentée  par  /''"(x+  6A),  0  étant  un  nombre  inconnu, 
compris  entre  0  et  1  (Alg.,  t9t).  Donc 

/(x-H/o=/-(x)-f-^r{^)-^7^rw-*-rT^r(xH-«A)î 

%  1  î.  2  1.2.0 

et,  en  général, 

/•(X  -4-  A)  =  /(X)  +  ^  /•'  (X)  H-  il  r  (*)  -^  -  ) 

(A) 

-4- f"  (x)  -+- •  /^+Vx  -H  8A).\ 

1.2...n'    ^  '      4.2...(«.+-i)'      ^  ^) 

11.  Seconde  démonstration.  —  Diaprés  ce  que  Ton  a  vu 
dans  le  cas  où  f(x)  est  un  polynôme  entier  (Alg.,  tftH), 
on  est  conduit  à  poser 

f(x-^h)-f{x)-jr(^)—^n^) — rl3;^"(^)=*»' 

R  étant  le  reste. 
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Remplaçant  x  par  a  —  A,  on  a  d'abord 

«=A«)-/"(«-*)-Jr(«-A)-|^r(«-*)— ■■ 

puis,  en  prenant  la  dérivée  relativement  à  A  : 

R'=f'(*)=r(«-*)-^7r(a-*)-^----*-7^ri«-A) 

1  i.z...n 

c'est-à-dire 

D'un  autre  côté ,  Tégalité  (3)  donne 

?(0)  =  0.  (5) 

Conséquemment,  il  s*agil  de  déterminer  la  fonction  f  (A), 
s'il  est  possible,  par  la  connaissance  de  sa  dérivée  et  par 
la  condition  (5)  (*).  A  cet  effet,  nous  démontrerons  d'abord 
la  proposition  suivante  : 

78.  Leiime  (**).  —  Si  les  fonctions  cp(x),  ?'(x),  i((f\ 
i{/'(x)  restent  finies  et  continues  depuis  x=^b  jusqu'à  Ti=h, 
et  que  la  fonction  ^'  (x)  ne  s'annule  pas  dans  Vintervalk, 
on  a 


^(6)  — ^(a)       ^'[a-+-f(6— o)] 
£  étant  un  nombre  inconnu,  compris  entre  0  eM . 


(fi) 


{*)  Otte  méthode,  analogue  à  celle  qui  nous  a  ser?i  pour  les  déve- 
loppements de  I  (1  db a?)  et  de  arc  (go?)  a  été  Indiquée  par  M.  Scblômilcfa 
{Journal  de  Liouville,  t.  XXHI). 

(**)  Dû  à  M.  Schlômilch. 
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Soit  la  fonction 

F(x)  =  [y(6)-.^{a)]^(x)-[^(6)-^(a)].(x): 

d'après  les  hypothèses  précédentes,  elle  est  continue,  aussi 
bien  que  sa  dérivée,  depuis  x  =  a  jusqu'à  x=b.  Or, 

F(a)=      f(b)Ha)-Hf>)f« 

F(6)  ==  -  f{a)  nb)  -+-  *(a)  ?(6)  =  F(a). 

La  fonction  reprenant  la  même  valeur  pour  x==a  et  pour 
x=6,  F'(x)  s'annule,  au  moins  une  fois,  entre  x  =  a  et 
1  =  6  (*);  ou,  ce  qui  est  équivalent,  Yéquation  F'(x)=0 
a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  b.  Et  comme 

F(x)  =  [f(b)  -  y(fl)]  f  (x)  -  [^(6)  -  Ha)]  f'i^h 

F'(x)=0  équivaut  à 

y(6)^.(a)^./(x) 
^  (b)  —  ^  (a)       ^'  (x)  * 

le  lemme  est  donc  démontré  (**). 
?••  Dans  la' formule  (6),  supposons 

a  =  0,    t  =  /t,    ^(x)  =  x'^*,    f  =  i_e: 
il  vient 

<'i,  à  cause  des  relations  (3)  et  (4)  : 

(*)  Voir,parexemp)eJadéinonslraiionduThéorèmedeRoUe(ALG.,  tvs}. 
(**)  D'après  TéquatioD  fondamentale 

f(x  +  /»)  =  /"(JT)  +  A/'  (a:  -h  e/i), . 
00  a 

fW~f  (a)^f^[fl-4-i(6--o)] 

^(6)-^(a)       f  [a -^  «,(6  -  a)y 

mais  rien  ne  prouve,  a  priori,  que  c^  ==  f. 
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d'où,  en  remettant  x  au  lieu  de  a  —  h  : 


R  =  ^ f- /••*«  (x  -♦-  Bh\ 


(7) 


On  a  donc,  finalement  : 
/■(x  +  A)  =  /-(x)  +  J  /-  (X)  +  il  /^'  (x) 


A«  A*+*  (  I e^*-»*  ' 


(B) 


80«  Remarques,  —  I.  Chacune  des  formules  (A),  (B) 
constitue  le  Théorème  de  Taylor,  Elles  supposent  que  la 
valeur  attribuée  à  a;  ne  ren(|  infinie  aucune  des  quantités 

/•(x),r(a:),  ...r(x). 

IL  Si  y  n  augmentant  indéfiniment,  le  reste  R  tend  vers 
zéro,  la  Série  de  Taylor  est  convergente,  et  a  pour  limilt 
f(x  -h  h). 

III.  On  peut  donc,  sous  certaines  conditions,  développer 
f(x-hh)  en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h. 

IV.  Dans  les  formules  (A),  (B),  9  est  une  fraction  pro- 
prement dite,  incmmue  (*),  De  plus,  p  désigne  un  nombre 
entier,  arbitraire,  mais  compris  entre  0  et  n. 

8t.  Diverses  formes  du  reste.  —  Si,  dans  rexpression 
générale  (7),  on  fait  p  =  n,  p  =  0,  on  trouve  ces  deux 
autres  formes  du  reste,  fréquemment  employées  (**)  : 

R  = , /"+*  (x  ■+-  eh) ,  (8) 

(*)  11  est  presque  superflu  de  faire  observer  que ,  dans  ces  deux  for- 
mules, la  fraclion  6  n*a  pas  la  même  valeur. 
(**)  La  première  a  été  indiquée  ci-dessus  (9S). 
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9f  •  Il  résulte,  de  cette  seconde  valeur  de  R  : 


/■(x  +  A)  =  Ax)  +  J/-(x)H-^r(x) 


fn  (x)  H-  1 L  f***(x  +  »A). 


(C) 


1.2.... n  i.â...n 


•érie  4e  ■««•Laarln. 


8S.  Si 9  dans  les  formules  (A),  (B),  (G),  on  suppose 
0^=09  et  que  Ion  reniplace  ensuite  la  lettre  A  par  la  lettre  x, 
on  trouve  : 


X  _  .  .        x' 


/•(x)  -  m + jr(o) + ^:â^"^^^  "^  '" 


X-        .  x-+«  '^^'^ 


A"  (0)  -^  r^ — ^-^T  f**  {«!), 


1.2 n  1.2...n(n-+-i) 


X X* 


/■(x) = m  H-  -  r  (0) + 1^2  ^"  (®^  ^  "' 

-V  — f  (0)  -H ! '- f^'  («x), 

f[x)  =  m  +  î/-(0)  +  ^  A"  (0)  +  ■  • 


1.2 n'       '  i.2...n 

Chacune  de  ces  nouvelles  formules  donne  le  dévelop- 
pement de /"(x),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X.  La  série,  qui  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  de 
Taylor,  est  appelée  Série  de  Mac-Laurin. 

94.  Remarques.  —  I.  Si  quelqu'une  des  quantités  f(x\ 
/'(x),  /*'(x), ...  devient  infinie  pour  x  =  0,  f{x)  n'est  pas 
développable  suivant  les  puissances  de  x.  Par  exemple,  on 
ne  saurait  développer,  de  cette  manière,  Ix,  parce  que 

I(0)  =  — 00. 

S6 
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Mois  si,  dans  la  formule  (A'),  on  fait 

X  =  r/ ,     A  =  JT  —  a , 

la  quaiuilé  a  étant  choisie  convenablement,  on  trouve 

j:  —  fi  (x  —  aY  \ 

nx,=na)  -^  —^  fia)  -»-  L__J. /■"(«)  ^  ... 

{x  —  a)" 

{x  —  «^"+' 

R  =  -^^ /-^'  la  -♦-  6  (x  —  «)1 

1."J...(/*-+-1)'       L  V  M 

Ainsi,  Ion  pourra  développer  f(^x)  suivant  les  puissances 
(le  X  —  a. 

II.  Celle  formule  (D)  est  précisément,  sauf  la  notation, 
la  formule  (A).  Comme  nous  venons  de  le  dire,  les  Théo- 
rèmes de  Taylor  et  de  Mac-Laurin  n'en  font  donc  vérita- 
blement qu'un. 

Autres  remarquca  «Hr  la  iiérie  de  nae-Laurln. 

Hh.  1.  Tout  développement  de  /"(x),  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x,  est  identique  avec  celui 
qui  résulte  du  Théorème  de  Mac-Laurin.  En  effet,  si  Ton  a 

A  -^  Bx  -4-  Cx«  -4-  Dx'  -^  ...  =  A'-f-  B'x  -4-  C'x*  -\-  D'x»  -f-  -, 

on  trouve  successivement,  en  supposant  x  =  0  : 

A  =  A',    B  =  B',    C  =  C', ... 

Ainsi  deux  développements  d'une  même  fonction,  ordon- 
nés suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable, 
sont  identiques  (*). 

(*)  Celte  propriété  est  rextcnsion  de  celle  qui  est  démontrée  dans 
VAigèbre,  p.  3i2. 
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II.  II  ne  suffit  pas,  pour  qu'une  fonction  soif  dévelop- 
pable  par  la  série  de  Mac-Laurin,  que  cette  série  soit  con- 
vergente :  il  faut  encore  que  le  reste  tende  vers  zéro.  Par 
exemple,  si  Ton  appliquait  la  formule  (A')  au  développe- 
ment de 

/•(x)  =  e  ^ 
on  trouverait 

•/•(0)  =  0,    r(0)  =  0,     r(0)==0,...: 

dans  ce  cas,  on  a  toujours 

R  =  f{x)  =  e"  ^. 

III.  De  là  résulte  que  si  on  voulait  développer,  par  la 
même  formule, 

la  série  aurait  pour  limite,  non  /'(x),  mais  cp  (x). 


CHAPITRE  VII. 

APPLICATIOiNS  DE  LA  FORMULE  DR  MAG-LAURIN. 

Bvvelappcmenta  de  sin  œ  et  cos  x. 
Hm.   Soit 


f[x)  =  sin  X. 
Alors 

f  (x)  =  cos  X  =  sin  Ix  h — 1  » 

f"{x)  =  cos  (x  +  ^J  =.-  sin  (x  -f  -- J 


/•-(x)  =  sin  (j^  -H  -^  ) »     r' (X)  =  sm  |^x  -h ,^— J ; 
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puis 
A0)  =  0,     r{0)^Bin^=^i,     r{0)  =  0, 

r(0)  =  sin  ^=  ^  4, ...,     /•.+-(flx)=sin[ax  +^?^]. 
On  a  donc 

siii  x= 1 ...  zb h  R, 

i       1.Î2.3       4.2.3.4.5  i.2.3...ji 

n  étant  impair;  et,  en  prenant  la  première  forme  du  reste 

a:-+*         .    r        (n-4-l)7rn       ,         x^ 

^  =  .  .^    . sm    ex  H =  dz sinftx. 

i.2.3...(nH-l)       L  2     J  4.2.5...(nH-4) 

89.  La  série 


x»  X» 


1       1.2.3       4.2.5.4.5 

est  convergente  quel  que  soit  x  (Alg.,  19).  De  plus,  si 
Ton  écrit  ainsi  le  premier  facteur  de  R  : 

XX  XX 

T'2         n    «-+-  l' 

on  voit  que,  à  partir  de  n  +  l>x,  les  facteurs  du  nou- 
veau produit  sont  tous  inférieurs  à  1  ;  donc  ce  produit 
diminue  plus  rapidement  que  les  termes  d'une  progres- 
sion par  quotient,  décroissante;  donc  il  a  pour  limite 
zéro.  Et  comme  sin  6x  est  compris  entre  +1  et  —  1,  on  a 
/twR  =  0. 
En  résumé  : 

X         x'  x* 

i       4.2.3       4.2.3.4.6  ^' 
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M.  On  trouve,  absolument  de  la  même  manière, 


x*  X* 


4.2       1.2.3.4  ^  ' 


99.  Si  Ton  suppose 

il  vient  9  à  eause  de 

rW=^,    r(x)=C,..../'"(x)=e': 
AO)=l,  r(0)=1,  r(0)  =  1, /""(0)  =  i,  /^(ex)=e«-; 

donc 


e*=l  -i H 1 I-—-I 1 e  . 

i       i.2      1.2.3  1.2...n      1.2...(n-4-1) 

Le  reste 


l.2...(n-^1) 

Qtt«/fe  que  soit  la  valeur  attribuée  àx,  le  facteur  e^'  est 
fini  et  constant.  Quant  au  facteur 

X****  XX  X 


•  -^    ••■    ~ '  5 


1.2...(n-+-1)       i    2      n-+-l 
il  tend  vers  zéro  dès  que  n  +  1  surpasse  x  (99).  Donc 

lim  R  =  0. 
Ainsi  y  pour  toute  valeur  réelle  de  x , 


X       x' 


1       1.2      1.2.3  ^ 


1 
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r«rai«le  «a  blaénr. 


•••  Au  lieu  de  conelurey  du  théorème  de  Mac-Laurin, 
le  développement  de  (1  +  x)",  nous  allons  ehercher  la 
limite  de  la  série  du  binôme  (Alg.,  19).  Soit  donc 

m         m(jîf-— 1)  iii(fw  — i)(w  — 2)    ,  ... 

^  I  1.2  ^.2.3 

la  variable  étant  comprise  entre  —  1  et  +1,  eosdusive- 
menf  (*). 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a 


.y'=m[ 


^       m  — 1  (,w  — i)(m  — 2)    . 

1  H ^ X  H — ^ X* 


i 


1.2 


]n  (2) 


Si  Ion  observe  que  la  nouvelle  série  se  déduit,  de  la  pre- 
mière, par  le  changement  de  m  en  m  —  1,  on  est  conduit  à 
multiplier  y'  par  I  -4-  x.  On  obtient  ainsi 


y'O-*-^) 


=  m 


f       m-1 


/ 


(m-I)(m-2) 


1 . 2 


iw— I 


,,     (m~1)(m--2)(m-.5) 


i.2.3 

(w-1)(w-2) 


X*4  - 


ou,  par  des  identités  connues, 


ou  encore 


y'(l-+-x)  =  »ïy, 


—  =  tn 

y  4  H-  X 


(3) 


(*)  Dans  certains  cas,  la  formule  du  binôme  subsiste  pour  x  =  ^i- 
{Nouvelle  Correspondance  mathématique,  1. 1,  p.  121.) 

(**)  Cette  conclusion  serait  inadmissible  si  la  série  dérivée  était  diver- 
gente; ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  actuel. 
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Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  1?/;  le  second  est 
la  dérivée  de  mI(l-+-x)H-c.  Daillcurs  x  =  0  doit  donner 
^  =  1;  donc  c=0;  et,  finalement , 

y  =  (lH-xr.  (4) 


•I.  De 

ou  conclut  : 


Dé¥eloppeoienl  de  \{\-hX: 


/•(x)=l(l+x), 


r  (Jc)  =  -^  =  (  t  -4-  x)-',    r  (:c)  =  -  (1  +  X)-', .... 

1  -+-  X 

/•«(x)  =  (--.  1)-'  1.^2 . 5...  («  —  <)  (1  -+-  x)-, 
/^«(ox)  =  (— 1)"1.2...n(1  -H  ex)-»-*; 

puis 

X       X*       x'  x" 

R  représentant 

x"+'  (1  —  0)"x"'*-* 

ou 


(yi-4-  I)  (t  -^  6x)"+'  (i  -h  6x)*+* 

suivant  que  Ton  adopte  la  formule  (A')  ou  la  formule  (B') 

(M). 

•9«  1"  Si  X  est  compris  entre  0  et  1,  lim  R=sO. 
2"  Quand  x  est  compris  entre  0  et  —  1 ,  exclusivement  y 
la  seconde  valeur  de  R  devient,  en  y  remplaçant  x  par  — z  : 


R  =  dbî^: 1-— =  ± 


fz  —  ez\" 

)Z  '   \  I  -^/    '• 


(  I  —  ôz)"+*  I  —  0: 

Donc,  à  cause  de  s  —  Gz  <  1  —  Bz, 

lim  R  ==  0. 
Ainsi,  la  variable  satisfaisant  aux  conditions 

—  \  <x^1, 
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on  a ,  en  série  convergente , 

1(1  ^x)=^-^V^*-...d=^qF  •••(•).         (6) 
1        2        3  fi 


1.  Vérifier  que  Ton  a,  quel  que  soit  x, 

4.5         "*'4.5.6.7^         4  ...9 


sin'x  =  a:' x*  h x' x* 


II.  Appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  au  développe- 
ment de  la  fonction 

y  =  «"••*cos(x  sin  a). 
Résultat  : 

XX*                            X* 
V  =  i  H ces  a  H COS  2«  H COS  5«  -♦-  ••• 

^  i  i.2  1.2.5 

III.  Démontrer  que  le  développement  de  --^t^-j-I  ne 
contient  aucune  puissance  impaire  de  x. 

IV.  Soit 


—  =  1h x'h X*H 1 x' 

c-— I       2  i.2         1.2.3.4  I.2...2» 

Trouver  B|,  65,  B»;  et  démontrer  la  relation 

2n(2n  — 1)  2n  2»  — I 

^■-i'"*"  — ':n: «î»-!-*-  *••  "♦*  "sr^t  = 


2.3  2     ■       2(2n-*-i) 

due  à  Moivre  (**). 

(*)  Cette  formule  a  été  démontrée  dans  V Algèbre  (p.  151). 

(**)  Les  numérateurs  B^,  B,,  B, , ...  sont  appelés  Nombre9  de  Bemoulti  : 
ils  se  présentent  dans  diverses  théories  (Mélanges  mathématiqties,  pp.  110 
et  soivanles). 


APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DE  MAG-LAURIN.    409 

V.  Conclure»  du  développement  précédent,  les  for- 
mules : 

xcola:==1 ?î^(2x)*^--^(2x)*— ...db  -^— (2x)*-=f..., 

i.2^    '      i. 2.3.4^     '  i.2...2n^     '  ^ 

_.fL_=|  +  2(2-i)Ax«-~2(2'--0— ?^a*-^.^ 
smar  i.2  1.2.3.4 

lgar  =  4(4  — 1)— X  — 4'(4*— i) x» -+-  ... 

^  ^  '1.2  ^  '1.2.3.4 

VI.  Au  moyen  du  Théorème  de  Taylor,  démontrer  la 

formule 

A  A* 

arc  Ig  (x  -4-  A)  =  arc  tg  x  h — sîn  y  sin  ç» sin*y  sin  2}» 

1  2 

*•  • .  -, 

H sm  f  sm  3f) , 

dans  laquelle 

y=-_arctg-(). 

z  X 

VII.  Déduire  9  de  la  formule  précédente  : 

«  11, 

-•  =  X  -♦-  sin  X  cos  X  -H  -  sin  2x  cos'x  h —  sin  3x  cos'  x  -*-  •.-, 
2  2  5 

»      X  1  1 

-=-  H-  sin  X  H-  -  sin  2x  -♦-     sin  3x  -♦-  ••.  r*). 

2      2  2  5  ^  ' 

VIII.  Démontrer  que,  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  —  1  et  -f-  I  : 

X  i.      1.5.      1.3. 5 


=  X x'  H X* X* 


V/r^+Tï  2  2.4  2.4.6 

x^    1  /  X  y    1 . 3  /  X  y 

"" ÏhTx  "*"  2  \7Hhx/  '*"274\l  -i-x/  * 

(*)  La  démonstration  résulte,  immédiatement,  delà  valeur  de  (arc  tgx)("), 
indiquée  p.  140. 

(**)  Ces  relations  supposent  0  <  dP  <  ir.  Si,  par  exemple,  on  j  faisait 
«  ss  0,  00  trouTerait  ce  résultat  absurde  :  ^  s&  0. 
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IX.  Vérifier  la  relation 

X.  Si  ta  fonction  y  =  I .  Ig  (  ^  •+-  ^)  ^«'  développable  joii* 

/a  forme 

fl|X  -4-  ajx*  -+-  a,x'  -h  •-, 


on  a 


X  =  u^y  —  ûjf/  -4-  a,y (•). 


CHAPITRE  VIII. 

EXTENSION  DU  THKORÈMK  DE  TAYLOR. 


\.  Afin  de  développer  f(x-^h,  y-hk)  suivant  les  piuV 
sanees  et  les  produits  des  accroissemenls  A,  ky  nous  allons 
appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  à  la  fonciiori 

f{x  -H  ht,  y  ■+-  kt)  : 
si  nous  trouvons 

f(x  -h  ht,  y  -^  kt)  -=  A  -f-  Bf  H-  C/*  h  I)/»  -e  --, 

il  nous  suffira  de  faire  t^  1  dans  cette  égalité. 
A  eel  effei,  posons 

X  -^  Ih  =  tt ,    y  -^  tk  =  v, 
/■(".•0=r(0- 

(*)  La  démonstration  de  celte  remarquable  propriété  repose  sur  b 
Théorie  des  exponentiel  les  imaginaires.  (Lbgendre,  Exercices,  t.  Il,  p.  1i4; 
Gexocchi,  Nouvelles  AnncUes,  t.  IX ,  p.  182.) 
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Il  résulte»  de  ces  abréviations  (ss)» 


i.2...(n-f-1)'^      ^   ' 
et  il  reste  à  former  les  quantités  : 

puis  celles-ci  : 

/(O),   o"(0),...,t"(0),   ^-+'(60. 


1-    '^/^      dfdu      dfih         df         df 
^^      dudt       dv  dt  du         dv 


9 


'••'"-'(S-^,')-(;^-S') 


du*  dudv  rfv* 


0) 


^  '  du"       1  c/m— 'rfv  dv" 

2*  Les  fonctions  /"(ar,  ?/),  /"(m,  r)  ne  différant  que  par  un 
changement  de  leUres,  il  en  est  de  même  pour  les  déri- 
vées de  la  première,  comparées  à  celles  de  la  seconde. 

Mais  il  y  a  plus  :  lorsque  /=0,  les  variables  auxiliaires 
ti,  V  se  réduisent,  Tune  à  x,  Tautre  à  y.  Donc,  pot«r  f=0,. 

dfivyv) _  df(x,y) 
du  dx 

(*)  11  est  bien  entendu  que,  dans  toutes  ces  formules,  la  lettre/' dé- 
signe f{u,  v). 
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«t,  en  conséquence  : 

,  (0)  =  /•(«,  y), 

3*  D*après  les  remarques  précédentes,  on  peut,  au 
moyen  de  /"(x,  y),  former 

^     ^  ^  dx-+*  1  (fx"dy  dj^ 

pourvu  que,  dans  le  résultat,  on  remplace  x  et  y,  respecH- 
twment,  par  x  -f-  9ih  «^  y  -^  Gik. 

i"*  Substituant  ces  diverses  valeurs  dans  Téquation  (1), 
et  faisant  /=!,  comme  il  a  été  dit,  on  a  donc,  finalement: 

M2\     rfx*  dxdy         dyV  | 

i.2.5...n\     dx"  d^"/ 

i.2.3...n(n^1)\       dx-^«  dy^/ ^  ' 

la  seconde  formule  suppose  que  x  el  y  <mt  été  remfia^j 
respectivement,  par  x  -4-  6h ,  y  +  6k. 


(*)  Dans  ces  nouvelles  formules,  /  représente  f(x,  y). 
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ns.  Remarque.  —  A  cause  de  la.  complication  de  la 
formule  (3),  on  Técrit  quelquefois  sous  cette  forme  sym- 
bolique : 


(4) 


i.2...n  \    ax         dyj 

Pour  appliquer  cette  nouvelle  formule,  on  développe  les 
puissances  du  binôme  A^  +  A:^,  et  Ton  remplace,  dans 
chaque  terme  du  développement. 


\dxl  ^    dx»'     \dxl 


par— ,  etc. 


••.  On  trouve,  de  la  même  manière, 


\,^l\   dx 

— ^(' 

1.2.3...»  V 


*^^-£)' 


dx 


A-—  -H  l 

dy 


(») 


i  Ldf      ,df       ,rfA-+» 

i.2.3...(in-i)\    dx         dy        dzJ         \ 

dans  le  dernier  terme,  x,  y,  z  doivent  être  remplacés,  à 
la  fin  du  calcul,  par  x  -♦-  9A,  j^  -h  6A:,.z4-  6/. 
Si,  par  exemple,  n  =  2  : 

/    df         df        df\ 
f(x^h,y^k,z^l)  =  f{x,y,z)^[h--^k~-^l~j 


axay    J 
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•7.  Soil 

f(^^  y)  =  Hxy  u)  ='^^  -^^y- 

On  a 

r/x       X      t/^       y      ilx'  dxdy 

Si  ion  suppose  n=^i  dans  les  formules  (S),  (3),  on 
trouve 

l[x^/0  x^*)J  =  l(xt/K--^--  --h-^- 
'-  -^  X       y       :i  \x       y'/ 


5  L(x -+- e/i)»  "^  (7^-  e*)*J 


Ce  résullat  est  exact;  car 

I[(x  -h  li)(y  ^  A)]  =  l  (x  +  A)  H-  l(y  -h  *), 

I  (x  -+-  /t)  ^  I  jr  -H  -  —  -  --  -H , 

X      :2  x'      3  (X  -f-  ehf 
k       \k^       \        k' 

•8.  Soil,  coinnic  second  exemple, 
d'où  résultent  : 

puis 

siii  (x  H-  A  -4-  1/  -f-  A)  =  2>in  (x  -+-  y)  -4-  (A  -♦-  il:)  ces  (x  -♦-  y) 

i 

(A  -+-  ky  siii  (x  -4-  9A  H-  y  -I-  ôi). 
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Pour  vérifler  celte  relation ,  posons 

X  -+-  y  =  a,     h  -i-  k  =  p; 
alors 

1 

sin  (a  -h  p)  =  sîii  a  -+-  6  cos  a p*  sin  (a  -♦-  6^); 

ce  qui  est  eonfornie  h  la  formule  de  Taylor  (?•). 

Propriétés  dei»  ffonctloim  liouioffèiies. 

99.  Par  extension  de  ee  qui  a  lieu  pour  les  polynômes 
enliers ,  on  dit  que  f(x,  y,z,  ...)  est  homogène,  si 

f{xx,  ly,  iz ,  ...)  =  i7"(x,  y,  z,  ...)  :  (6) 

m  est  le  degré  d'homogénéité. 

D'après  eelte  définition,  |ï^i  est  une  fonction  homo- 
gène, du  premier  degré;  de  même,  sinï-hlx  —  ly  est 
homogène,  du  degré  zéro;  etc. 


u  Cela  posé,  soit  1=  1  -ha  :  Fégâliié  (6)  se  change  en 

l\x  -h  ax,  y  -f-  fy,  r  H-  a:,  ...)  =^  (I  -h  a)'"/  (x,  y,  z,  ...).  (7) 

Le   premier  membre,  développé  suivant  les  puissances 
el  les  produits  des  accroisseinents  «or,  a?/,  oz, ...  devient 

a  (df         iif         df 

a-    /(//•  *//•  df  \* 

].2\e/x         f/y^       dz  I 

Identifiant  cette  série  avec  (1  -h  cCffix^  y,  jj,  ...),  on 
trouve  : 

df        df        df 
Tx'^^Ty'^-^dz'^"'^''^^''^'''"'''  (^^ 
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Idf        df        df  y 

(df        df       df  V 


De  ces  relations  (*),  la  première  et  la  plus  importante 
constitue  le  Théorème  des  fonctions  homogènes,  que  Ton 
peut  énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  homo- 
gène, respectivement  multipliées  par  la  variable  correspon- 
'  dante,  égale  le  produit  de  la  fonction  par  son  degré. 

lOt.  Application.  —  Soit 

'       {y-^zf      (zH-x)»       (x-^yf 
Les  valeurs  des  dérivées  partielles  sont  : 

i  2y  2jg 

i  2z  2x 

i  2x  2y 

(x  -^  yY  ~"  (y  -+-  zY  ""  (z  H-  X)'  " 

Multipliant  par  x,  y,  z,  et  faisant  la  somme  des  pro- 
duits ,  on  trouve 

df       df       df  X  y  z 

'^di'^^'d^'^^Jz^''J^^''l^£f^^ 

conformément  au  théorème. 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  les  premiers  membres  des  égaillés  (9), 
(iO),  ...  sont  écrits  sous  forme  symbolique,  et  quMIs  doivent  être  déve- 
loppés. 
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!•)••  Autre  application.  —  Soit  une  équation 

F(a:,y,  «,...)  =  0,  {W) 

dans  laquelle  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier, 
de  degré  m ,  mais  non  homogène.  Décomposons-le  en  par- 
ties homogènes,  dont  les  degrés  soient  m^  m —  1,  ...  0; 
de  manière  que 

F  (x,  y,  z, ...)  =  U„  -4-  U«.,  -4- .-.  -4-  U|  -f-  Uo. 

Nous  aurons,  par  le  théorème  précédent, 

dF         dF 

^  dx  "^^d — H...  =  mU,«-*- (m  — i)U«_,  H h  U,;    (i2) 

ou  bien,  en  retranchant  du  second  membre  la  quantité 

nulle 

m  (U„  H-  U«_i  H h  U|  -^  Uo)  :     . 

dF         dF 
X  — -+-y^-f-..-=:  — U«_,  — 2U._, iwU.  (15) 

Cette  formule  est  utile  dans  la  Théorie  des  tangentes. 


CHAPITRE  IX. 

EXPONENTIELLES  ET  LOGARITHMES  IMAGINAIRES. 
ExpoBeiiAlelles  Imaylnalrea* 

•  Reprenons  les  formules 

sin  xi= 1 ,  (1) 

1       i.2.3      i.2.3.4.5  ^  ' 

cosx=i-^^^-...,  (2) 

Î7 
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i       i.î2      i.î2.3      i. 2.3.4  ^ 

établies  dans  le  Chapitre  VIL 

Afin  de  voir  nettement  quelle  est  la  relation  qui  existe 
entre  ces  séries,  remplaçons ,  dans  la  troisième ,  x  par 
X  V —  1  :  elle  devient 


iH.fv/3ï_i!-_J^v/:^ 


•"> 


i  i.â     i.â.3  i.â.3.4 

ou 

1 H ...  -I-  1/ —  i  ( H  ... 

i.â      4.2  3.4  \i       i.2.3         / 

=  C08  X  -4- 1/— i  sin  X. 

On  peut  donc  prendre,  comme  définition  de  e^*^,  Féqu»- 
don 

i  i.2       i.2.3  i.â.3^ 

et  Ton  a  la  relation  cherchée,  découverte  par  Euler  : 


ef^^^  :=  ces  X  -I-  V—i  sin  x  ;  (4) 

puis ,  en  changeant  x  en  —  x  : 

e"**^  =  ces  X  —  1/ —  1  sin  x.  (5) 

t#4.  Par  suite, 

ces  X  = j     sin  X  =s : — j 


tgx  = 


V/— 1  e**^  ^- e- 


v^ 


Ces  valeurs  sont  fréquemment  employées  dans  eertaîne 
recherches  (*). 

n  Nous  les  aYOos  déjà  citées  (p.  178). 
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I05.  Les  formules  (1),  (2),  si  Ton  y  remplace  x  par 
xV —  1,  deviennent 

»s(xl/=ï)-4-Ki!l*--^*...:  (8) 

celles-ci  définissent  an  {xV — l)  et  cos  (xV/ — l).  Pour  les 
simplifier^  prenons  les  relations  : 


e*  =  i  -4-  ---♦- 


X       x'         x' 


•  •  • 


i       i.â      i.2.5 

Il  en  résulte  : 

e*  -+-  e""'      ^       X*  X* 


> 


••  • 


f 


••  • 


2  i.2      1.2.3.4  * 

e*  —  e"      X        X*  X* 

2      ""T  "*"  ï^  "*"  1.2.3.4.5  "*" 

et  par  conséquent,  au  lieu  de  (7),  (8)  : 

sin  (x  l/^^)  =  -  (c- —  e-)  l/^^, 

COS  (xl/^^)  =  â  (^  "*"  O- 


(9) 


tlNl.  itemargti^^.  —  I.  Ces  nouvelles  relations  ne  diffè- 
rcnt,  des  deux  premières  formules  (6),  que  par  le  ebange" 
ment  de  x  en  x  V —  1.  Les  unes  et  les  autres  sont  autant 
de  preuves  de  Futilité  des  imaginaires. 

IL  D'après  les  formules  (4),  (5),  la  fonction  e**^~*  a  des 
propriétés  complètement  différentes  de  celles  qui  appar- 
tiennent à  e*  :  l**  elle  est  périodique;  2®  quand  x  augmente 
indéfiniment,  elle  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée. 
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•pératioBfl  sur  leii  exponentielle*  lni«slB<^ireB* 

lOY.  Produits  et  quotients.  —  Quand  les  exposants  sont 
réels,  on  a 

Les  mêmes  règles  subsistent  si  x  et  y  sont  remplacés 
par  X 1/ —  1  et  y  \/ —  1.  En  effet,  d'après  la  relation  (4)  : 

^^rr^  ^jf%/=ï  ^^  ^ç^g  ^  ^  l/— i  sin  x)  (cos  y  •¥■  l/— 1  sin  y), 

^yr=i .  ^>^  ^  cosafH-l/ITTsinx^ 

cos  y  H- 1/ —  1  sin  y 

ou  (Alg.,  9t9,  918)  : 

e'*'^ .  e**^^  =  cos  (x  -♦-  y)  -4- 1/ —  \  sin  (x  -*-  y). 


,«•=1 .  ««v^^ 


:  e»*^^  =  cos  (x  —  y)  -+-  \/ —  4  sin  (x  —  y). 

Les  seconds  membres  de  ces  égalités  représentent ,  res- 
pectivement , 

donc  enfin 

g.v^^^yV^_^H-y)^=7^  (10) 

e«^:c»^  =  c(-»')^.  (H) 

198.  Puissances.  —  II  résulte  immédiatement ,  de  la 
démonstration  précédente,  que 

(e«v^)"'=e«*^,  (12) 

du  moins  si  l'exposant  m  est  entier  positif. 

tos.  Remarque.  —  L'équation  (12)  ne  diffère  pas  de  la 
Formule  de  Moivre  (Alg.,  Mt9). 
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tt9.  Exposants  complexes.  —  Le  symbole  e*^*^^  est 
défini  par  la  série 


i  + 


x-^yV/HT      (x-^yl/~r)'  (x+yl/^T)" 


i  i.2  i.2...n 


■^«    ■  !■  •• 


laquelle  est  toujours  convergente  (8S).  Pour_yérifier  que 
ce  symbole  représente  le  produit  de  e'  par  e^*^^,  cherchons 
la  somme  s  de  la  série. 

Dans  le  développement  de  (x  h-  y  l^ —  1  )",  y'  a  pour 
coefficient 

i.2.3...p.l.2...(w  — p)^*^"^         i;  . 
Si  donc  la  série  est  mise  sous  la  forme  (*) 

Ao  -H  Aiy  -♦-  Ajt/'  -H  ...  -4-  Apy''  h , 

on  a 


~"i.2.3...p;è»^-2.3...(n 


Ap  =  -r-r^ C*. 


p;^  1.2.3...(n  —  p) 
ou  (3) 

1.2.5...p 
Par  suite  y 

< 

OU 

«  =  e'(cosy  -t-l/—1  siny)  =  c*.c>'*^. 

Conséquemment, 

e» .  6»*'^=  e^*'^',  (15) 

et 

^^*^=c(cosy  -4-l/irTsiny).  (U) 

C)  Nous  admettons  Ie,Tbéorème  de  Dirichlet  (Alg.,  st). 
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ttl.  Autre  démonstration.  —  Dans  Tégalité 

"^  i  1.2  i.2.3  '^ 

posons 

ap  =r  p  cos  f ,    y  =  p  sin  f. 

Au  moyen  du  Théorème  de  Moivre,  la  série  devient 
i  +  f.  (cos  o -♦- 1/^ sin  y) -♦- -^ (cos  â? -^  V/^  sin 2.) ' 


»  

— - —  fcos  09  -H  y/ —  I  sin  5?)  -\ — 
1.2.3^        ^ 


P'  ... .     .       P' 


1(16) 


=  i  H-  ^cos  f  -+-  --— -  cos  2y  -♦-  ,  -  ^cos  3?  -4-  — 
1  1.2  1.2.0 

+  \/Zrî  fL  sin  y  -4-  ^sin  2f  -+-  j-|-gs>n  5?  -♦-  -J 

L'application  de  la  Formule  de  Mac-Laurin  donne,  par 
un  calcul  facile  : 

p  p'  p'         ^ 

cf""? cos  (p  sin  f)  =  i -H  7  cos  ç»-+- 7-7- cos  2f-+-  r^-;rC0s3?+-N 

^*^        '  1  1.2  1.2.0 


«  -5 


O  0 

eP~*?sin(psin  f)=       -j  siny  -♦-  — sin2f -1-  ;jp^s»"  5?+- 

Ainsi  régalité  (16)  se  transforme  en 

^ecf +v^./9tinf  ^  e/""?  [cos  (p  sin  f)  -v  V/—  1  sîu  (p  sio  f)j. 

Mais  (108) 

cos  (p  sin  f)  +  V/=Tsin  (p  sin  ç,)  =  c»^P-?; 
donc  _ 

OU  bien  _ 
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119.  Remarques.  —  I.  Les  deux  dernières  égalités  géné- 
ralisent les  formules  (10)  et  (4). 

II.  Si  Ton  propose  de  mettre  le  premier  membre  de 
réquation  (14)  sous  la  forme  normale  a  -+-6V/ — 1,  on  aura 

0  =  6*609  1/,    6  =  6"siny.  (17) 

fis.  Inversement,  on  peut  remplacer  l'imaginaire 

par  une  expression  telle  que  e"*^     .  A  cet  effet,  observons 
que  les  équations  (17)  donnent  : 

c*  = -f- Ko* -4- 6*, 

a  h 

cos  y  = -z=:i  '     sm  y 


Soit  (p  lare,  compris  entre  0  et  ^tt,  déterminé  par  les 
équations 

a  6 

cosf=3 >     sm^  = ;      (18) 

H-  V/o'  -v  6*  -*-  l/a«  H-  6» 

alors 

it  étant  un  entier  quelconque. 
D'ailleurs 

donc  enfin 

Ainsi,  Véqtuitian 

aH.6l/^^=e*HfV^  (20) 

es^  vérifiée  par  une  infinité  de  valeurs  de  y. 
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114.  Dans  celle  même  équalion  (20),  x  h-  j/  \/^i  est, 
par  définition,  le  logarithme  népérien  de  a  +  ôV^^^. 
Aulremenl  dil 

l(aH-6l/^)  =  il{a*-+-6«)-4-(2it7rH-5))\/^,  (i\) 

s* 

Tare  f  ^  moindre  que  Stt,  étant  toujours  déterminé  par  fes 
deax  formules  (18). 

116.  Considérons  quelques  cas  particuliers  de  la  for- 
mule (21);  cl,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  remplaçons, 
dans  le  premier  membre,  la  caractéristique  /  par  la  lettre  l  : 
i  (a  -I-  bV —  1  )  représente  la  valeur  la  plus  générale  de 
x^yV — 1. 

1»  6=0.  L*équation  devient 

>  (a)  =- 1  [a*)  -*-  (SAir  -+-  f) i/"^. 

À 

De  plus,  (p=0  ou  (p=7r,  selon  que  a  est  ^  0.  Donc, 
dans  le  premier  cas, 


>  (a)  =  5 1  (a«)  -H  2  Att  V—ï  ; 
et,  dans  le  second,  )  (22) 

a  (a) =-1  (a«)  -♦-  (2*  ^-  1)  tt  V^^. 

Ainsi,  fotife  quantité  réelle  a  une  infinité  de  logarithmes. 
2**  Si,  avec  6=0,  on  suppose  a  =  H-N,  N  étant  un 
nombre,  on  a  ç=0;  puis 

"  >(N)  =  lN  +  2fcrl/=T":  (23) 
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tout  nombre  a  un  seul  logarithme  réel,  et  une  infinité  de 
logarithmes  imaginaires. 
3°  6=0,  a= — N.  A  cause  de  cos9  =  —  1,  on  trouve 


jL(-.N)  =  lNH-(2A-4-1)7rV/rT.  (24) 

Ainsi  9  les  quantités  négatives  n'ont  pas  de  logarithmes  réels 
(Alg.9  su). 
4"  Soit  N==l  :  les  relations  (23),  (24)  deviennent 

X  (i)  =  2it7rl/=nr,       31  (—  1)  =  (2fc  H-  i)  TC  l/^. 

S"*  Cette  dernière  formule  est  comprise  dans  la  suivante  : 

>(6i/z:î)=ii(6«)^(*  +  i)7ri/zrï.      (25) 

6^  En  particulier, 

i(l/:rT)  =  (A:-*-i)«V/=T.  (26) 

Aj^l^llealloiis  des  iliéorle*  j^réeédentefl. 

tin.  Série  de  Leibniz.  —  Dans  le  cas  où  ac=  ^ ,  Téqua- 
tion  d*£uler  (lOS)  devient 

c'est-à-dire 

cette  expression  de  ^,  sous  forme  imaginaire,  est  contenue 
dans  la  formule  (S6). 
Pour  en  tirer  un  résultat  réel,  Wronski  fait  attention  que 


V/_i — =; 
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donc 


*    ,1:^^^.  («, 


2    \/:rj  i—y—i 

Mais,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  suffi- 
samment petit  : 

i  -^  Z        rz     z^     JT*        n 

1- =2l--i-  — H h  •••  ; 

i— ir         U       3       5  J* 

donc,  d'après  la  définition  des  exponentielles  et  des  loga- 
rithmes imaginaires  9 

car  la  série  est  convergente.  Substituant  dans  réquation(28), 
on  trouve 

9r  \       \       \ 

-  =  i 1 H--; 

4  3      5       7 

ce  qui  est  la  Série  de  Leibniz  (Alg.,  !••). 
1 19.  Problême.  —  Résoudre  l'équalion 

(a  -h  6l/in)«+^^  =  X  -^  y »/^^,  (29) 

X  ef  y  étant  des  inconnties  réelles. 

Afin  de  définir  le  premier  membre,  on  peut  s'appuyer 
sur  les  propriétés  des  logarithmes  imaginaires,  et  écrire 

(an-  pl/3T)l(a  -*-  H/=l)  =  l(x  -Hyl/=1).  (50) 

Si  Ton  conserve  les  notations  précédentes  (114),  on  a 

l(a  H-  61/117)=:  Jl(a«  -*-  6«)  +  (Sfcir  +  rfl/^. 
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De  même, 

en  supposant 

cos  0  = 7-  =  —1 


sin  e  = 


.y  y 


Vx^  -*-  y     p 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  1  équation  (30)  se  décom- 
pose en 

lal(a'  +  6«)--p(2fc7r-Hy)=Ip, 
a  (2*îr  H-  ç,)  -i-  -  pi  (a«  -h  6')  =  2A:'7r  -4-  0. 

On  a  doi;c,  finalement  : 

\ 

0  =  a  (SAtt  ^-  ç>)  -h  -pi  (a*  -*-  6')  —  âA'V, 


(31) 


x  =  pcosO,    y  =  psmd. 

Ainsi,  Inéquation  (29)  admer  une  infinité  de  solutions 
réelles. 

118.  Eocplication  d'un  paradoxe.  —  Si,  dans  les  rela- 
tions (29)  et  (31),  on  prend 

0  =  1,    6  =  0,    a  =  0,    p=i, 
on  trouve 

lp  =  — SAtt,    e  =  — âA-V, 

et,  par  conséquent, 

1^^=e-'*^:  (32) 

ce  résultat  s'accorde  avec  la  formule  (23). 
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Maintenant,  si  Ton  fait  attention  que 

1  =  cos  2«ir  -♦- 1/ —  1  sin  2nir  =  e*"*'*'^, 
on  arrive  à  cette  nouvelle  relation  : 

Ainsi  :  1"  en  élevant,  à  la  puissance  marquée  parV—ij 
rexponentielle  e*"^~*,  on  obtient,  non  la  quantité  unique 
e~''^,  mais  une  infinité  de  valeurs  réelles,  formant  la 
termes  d'une  progression  par  qux)tient; 

2**  La  règle  exprimée  par  la  formule  (e'')"=e'"  ne  sub- 
siste plus  quand  l'exposant  m  est  imaginaire  (*). 


CHAPITRE  X. 
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119.  Fractions  rationnelles.  —  Une  fraction ,  y=%f 
peut  prendre  la  forme  §  pour  une  valeur  particulière  a 
de  X,  sans  cependant  être  indéternainée.  Par  exemple, 

x'  —  3x  -h  2 

^ ?3T- 

devient  §  pour  x=l.  Mais  comme,  avant  de  faire  cette 

{*)  Faute  d*aToîr  égard  à  ce  cas  d'exoeptioo,  on  poomit  coodore,  des 
égalités  exactes  : 

les  égalités  absurdes  : 
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hypothèse,  on  aurait  pu  diviser  les  deux  termes  parx — 1, 
et  écrire  j^==|~?,  il  s'ensuit  que  la  iraie  valeur  cherchée 


cslf. 


D'après  cela,  si  f(x)  et  9  (x)  sont  deux  polynômes  en- 
tiers,  on  les  divise,  l'un  et  l'autre,  par  x — a,  et  l'on  met 
Icxprcssion  générale  de  y  sous  la  forme  tiïl.  Faisant  en- 
suite a:=a,  on  a,  pour  la  iraïe  valeur,  ^-~. 

490.  jRemargrue.  —  Si  la  fraction  ^4^  devient  encore  S 
pour  x=ay  on  divise  les  deux  termes  par  x — a;  et  amsi 
de  suite. 

191.  En  résumé,  si  la  plus  haute  puissance  de  x — a, 
qui  divise  f(x)  et  (p(x),  est  (x — a)",  et  que  /p(x),.9p(x)  soient 
les  quotients  correspondants,  la  vraie  valeur  de  y  sera  ^^  : 
eette  vraie  valeur  est  nulle,  infinie  ou  différente  de  0  et  de 
Vinfiniy  suivant  que  ^(x)  est  encore  divisible  par  x  —  a, 
ou  que 9, est  encore  divisible  par  ce  binôme,  ou  enfin  que 
ces  deux  polynômes  (comme  nous  l'avons  supposé)  ne  con- 
tiennent plus,  simultanément,  le  facteur  x — a. 

199.  Généralisation.  • —  Supposons  que  /"(x)  et9(x) 
soient  deux  fonctions  quelconques,  s'annulant  pourx=a. 
A  cause  de  f(a)=0,  9(a)=0,  on  a  identiquement 

X  —  a 


x  —  a 

ou,  en  supposant  x  =  a-4-  A  : 

f{a'^h)-^f{a) 

h 

^""y(a't-fe)— y(a) 
h 
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Si  h  diminue  iDdéfiniment,  le  numérateur^  d  après  h 
définition  des  dérivées ,  tend  vers  f  (a).  Dé  même, 


lim 


=  ?'(«); 


donc 


limf/  =  ^— TT 


Ainsi,  pour  trouver  la  vraie  valeur ^  y.,  d'une  firaciion 
y  =t|îj,  qui  se  présente  sous  la  forme  f  quand  ^==^Sym 
prend  te  roppar(  -p-j,  cfe*  dérivées  des  deux  termes,  et  fw 

198.  Si  la  fraction  ^  devient  encore  \  pour  x^a»  h 
vraie  valeur  est^?;—;  et  ainsi  de  suite. 

t)i4«  Autre  démonstration.  —  A  cause  de  /'(a)  =  0, 
f  (a)==0,  on  a,  par  le  Théorème  de  Taylor  : 


f{a  -h  A)  =  kf{a  -♦-«*),    ^  (a  -♦-  A)  =  A^  (a  -4-  0|A); 


donc 


f(oH-A) 
IM.  En  général,  si 


lim 


f' {a -h  9ji)^  f' {a) 


/•(a)=0.  /'(a)=0,  r(«HO, ...  f(«H),  y'(a)==0,  ,»=0,... 

et  que  /^'(x),  f^(x)  soient  les  deux  premières  dérivées  qui 
ne  s'annulent  pas  simultanément,  on  a 


/(«  +  *)== 


A" 


/"'  («  +  «A), 


puis 


1.2. 3. ..p 
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f9«.  Interprétation  géométrique.  —  Lorsque  f{x)  cl 

cp(x)  s'annulent  pour  x  =  ay 
réquation 

représente  une- parallèle  AB  à 
Taxe  des  ordonnées ,  et  une 
courbe  CD.  La  fraction  de- 
vient l  pour  x=^a,  parce  que  tous  les  points  de  la  droite  AB 
ont  pour  abscisse  a;  mais  parmi  ceux-ci ,  il  y  en  a  un ,  le 
point  Ry  qui  appartient  à  la  courbe  CD  :  trouver  la  vraie 
valeur  de  la  fraction  y  c*est  déterminer  QR  s»  Hm  PM.  Si 
Ion  fait  abstraction  de  AB ,  on  peut  chasser  le  dénomina- 
teur,  et  écrire 

d'où  y  en  prenant  les  dérivées  : 

y.?'(a)  =  r(«). 

199.  Remarque.  —  Si  Ton  voulait  déterminer  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  cfn  R»  on  devrait  prendre 
la  dérivée  seconde  : 

yf"  {X)  +  2y>'  [X)  +  y"y  (or)  =  f"  W  ; 

et  Ton  aurait 

y.^"(a)-i-2y:/(a)==r(«); 


puis 


puis 


2f'{o) 


2y'«  (a) 


cette  valeur  n*est  que  la  moitié  de  la  dérhée  de  y.  (a  étant 
considérée  comme  une  variable). 
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Aj^pllcatloBs. 

_       .  ^          e  —  2  cos  X  -f-  c~* 
198.  i'^y^ : ,poMrx  =  0: 

sin  X 

(e"  -♦-  2  sin  X  —  e"^\ 
=0. 
COSX  /o 

^^         c"  —  2  cos  X  -4-  e""' 

^  y= li^x 'P»"'-*  =  o  = 

/e'-t-2sinx — e""\       /e'-f-2cosx-t-c~*\ 
\     2  sin  X  COSX     /o     \2(cos'x — siD'x)/o 


*-(r!-)=<- 

\1   -+-  X/n 


Ordre  d'an  Inflnlmeiit  petit. 

190.  La  fraction  ^""^^?t^"^'~',  prise  pour  exemple,  tend 
vers  la  limite  2  quand  ^converge  vers  0.  II  en  seraitde  même, 
évidemment,  pour  la  fraction  *'""^^^*"*"^~';  donc,  x  étant 
considéré  comme  infiniment  petit  principal,  la  fonction 
z=e'  —  2cosx+e~*  est  un  infiniment  petit  du  deuxième 
ordre.  Les  développements  en  séries  conduisent  à  la  même 
conséquence;  car 

C*  -f-  6-'  =  2  1  i  -*- 1 h  —  I  » 

\        1.2      i.2.3.4  y    ■ 

x'  X* 

cosx  =  i 1 ••: 

i.2       1.2.3.4  ' 

et,  par  suite, 


z 


(X*              x'  A 
1 H  ...  ). 
i.2      1.2.5...6  / 


180.  Remarqties.  —  L  En  général,  pour  déterminer 
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Vordre  d*une  fonction  infiniment  petite  y^  on  cherche 
quelle  est  la  valeur  de  m  qui  donne 

lim-^  =  A 

pour  x=0,  A  n  étant  ni  nul  ni  infini  (*). 

II.  Quelquefois  y  remploi  des  séries  est  plus  commode 
que  l'application  de  la  règle  ordinaire  (tti). 

131.  Exemple.  —  Quel  est  l'ordre  de 

y  =x  —  -  sm  X  —  —  tg  X, 

O  D 

X  étant  infiniment  petit  principal? 
On  a 

5xcosx — 2sinxcosx — sinx      5xcosx — sin2x — sinx 
5  cos  X  3  cos  X 

Le  numérateur  égale 

/.        x'        X*  \       L         8a:'       52x»  \ 

3x   i 1 —    2x 1 

\         i2        24  /       \  6         i20  / 

/         x'        X»  \  5     , 

——  I  QC  —  —  -f- •  •  •  I  -f"  •  •  •  =  —  — —  X    -4-  •  •  • 

\  6       <20  /  20 

Ainsi,  y  est  du  cinquième  ordre  (**).  En  même  temps, 

hni  -^  = 

X»  20 

(*)  Celle  règle  résulte  de  la  déûnilion  de  Vordre  d'un  infioiineDl petit  (••). 

(*•)  D'après  cela,  r,  /  désignant  la  corde  el  la  flèche  d'un  petit  segment 
circulaire,  et  t  étant  la  longueur  de  chacune  des  tangentes  aux  extrémités 
de  l'arc  du  segment,  Paire  de  cette  figure  est  donnée,  très-approximative- 
ment,  par  la  formule 

l'erreur  est  une  quantité  du  cinquième  ordre. 

28 
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Valeur*  J.  —  ffnlce. 


189.  L'emploi  des  séries  est  avantageux  aussi  quand  la 
fraction  dont  on  veut  trouver  la  vraie  valeur  renferme  des 
radicaux.  Par  exemple 


y  = 


l/x*  —  X  —  l?^x*  -+-  X  —  2 


devient  J  pour  x=l;  et,  si  Ton  prenait  le  rapport  des  dé- 
rivées des  deux  termes,  une  difficulté  plus  grande  se  pré- 
senterait, les  deux  termes  de  la  nouvelle  fraction  devenant 
infinis  en  même  temps.  Au  lieu  d'appliquer  la  règle  géné- 
rale, posons 

x==  i  -4-  A; 

nous  aurons 


1 -*.*•' 


1 


—  (3 -f- A)' -*- A*  (1  ■+- A)* 

On  pourrait  maintenant,  comme  nous  venons  de  Tindi- 
quer,  développer  (3 -h  A)»  et  (l-hA)«;  mais,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'aller  plus  loin,  on  voit  que  A=0  donne 

i 

Vo 

138.  Soit,  conime  seconde  application, 

cette  fraction  devient  §  pour  x=0.  Or,  pour  les  valeurs 
de  X  sufllsammenl  petites  : 
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1  i 


\  j  2         8 

l/l  -+-  x*=i  -*-  -  x*H — ,  l/i  -H  a;*=  1  -♦-  —  a;* 

3  2 

—  i  1 

\/i  H-  X  =\  -*-  -  X x'  -4-  —  ; 

3         9 


donc 


—  X —     --t--x' -♦-•••  — -+-—    XH 

2  \8      5/  2       \8      3/ 


y  = 


i       /i     i\  ,  i     /i     i\ 

5  \2      9/  5       V2      9/ 


et 


yo=-- 


184.  Dans  le  cas  que  nous  considérons ,  on  peut  quel- 
quefois faire  subir,  à  la  fraction  donnée ,  une  transforma- 
tion purement  algébrique^  propre  à  introduire,  dans  les 
deux  termes  de  la  nouvelle  fraction ,  un  facteur  commun 
rationnel.  Soit,  par  exemple, 


V/xTT— 2 

l/xH-9  — 3 


Si  Ton  multiplie  les  deux  termes  par  l/x-f-4-i- 2,  le 
numérateur  sera  rendu  rationnel;  et,  comme  il  s'annulait 
pour  x=0,  il  sera  divisible  par  x.  De  même,  en  multi- 
pliant les  deux  termes  par  l/x-i-9-i-3,  on  rend  le  nouveau 
dénominateur  divisible  par  x.  En  résumé  : 


l/x  -*-  9  -^  3  _3 

l/x  -♦-  4  -4-  2  ^ 
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FraclloBS  ^. 

ts&.  Soit  y  =  ^  une  fraction  qui  prend  cette  forme 
indéterminée,  lorsque  x  =  a.  Soit  A  la  limite  inconnue 
vers  laquelle  tend  y  quand  x  croit  indéfiniment.  En  gé- 
néral, 

i 

et,  d*après  Thypothèse,  celle  nouvelle  fraction  devient  ^ 
pour  x=a.  Donc,  d  après  la  régie  (iSt), 

^  fi'')  Lf(y)J    /'(«) 

On  tire,  de  cette  équation, 


If'  («) 


f{x- 


Ainsi,  pour  trouver  la  vraie  valeur  d'une  fraction  ■—-  qui 
devient^  pour  x=a,  on  prend  le  rapport  des  dérivées  des 
deux  termes,  et  l'on  y  remplace  x  par  a  :  la  règle  est  la  même 
que  pour  les  fractions  ^. 

tae*  La  démonstration  précédente  est  en  défaut  lorsque 
A=0  et  lorsque  A  =  =t  oo  ;  mais  on  va  voir  que  la  règle 
subsiste  dans  ces  deux  cas. 

1"  Soit  A  =  0.  Prenons 

AW  A  J)  -»•  9?  (^) 

z  = 1-  g  =  ■■  ■  • 

Cette  fraction  a  pour  limite  g^  et  ses  deux  termes  devien- 


INDÉTERMINATIONS  APPARENTES.  437 

nent  infinis  pour  x=a.  Donc,  par  le  théorème  précédent, 
applicable  parce  que  la  constante  g  est  supposée  difierente 
de  zéro  : 


=  0  =  A. 


Ainsi 

2»  Si 
A  =  Hmy  =  ±ae,     lim-=  limi:^=0  =  i-i-i; 


donc 


Appileatlons* 

tS9.   1*         i/  = ^ypourx=x> 

Appliquant  la  régie  (iS&),  on  trouve 

é'  —  e^' 


Hm  2^  =  lira 


e^-Hc-' 


la  même  difficulté  subsiste.  Mais  comme,  d'après  la  der- 
nière formule,  lim  y =lim^,  il  s'ensuit  que  lim  y=^.En 
effet, 

y  =  -, — rrî 

i  — c  ** 

et  les  deux  termes  de  la  nouvelle  fraction  tendent  vers 
runité. 

Ix 

2*  y  = ,  pour  X  =  0. 

colx 
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i 


X  sin'x 


Lim  V  = =  —  lim =  0. 

^  \  X 


sin^x 


Antres  formes  iMdéfermlBéefl. 

189.  I""  0  X  00  se  ramène  à  ^  ou  à  ^.  Soif,  par  exemple, 
y  =  xcoix  :  pour  x=0,  le  premier  facteur  est  nul,  ei  le 
second,  infini.  Mais 

X 

Igx 
donc 

2*  1*  se  réduit  aisément  à  ooXO,  puis  à  J.  En  effet,  si 
j/=m",  etque,  pourx=fl,  on  ailH  =  1,  f=oo,  on  trouve, 
en  prenant  les  logarithmes  :  \y^=vlu;  donc  x=a  donne 
|j^=oo  XO.  Mais,  x  étant  quelconque, 

V 

et  cette  fraction  devient  l  pour  x=a. 
Soit,  par  exemple, 


,  =-(i  -  -^)' 


ou 
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Le  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  esl,  après  sup- 
pression d'un  facteur  commun,  — ^•.  Donc 

lim .  1  y  =  1 ,    lim  //  =  e  ; 

résultat  connu  (âlg.,  tes,  III). 

o"  00  —  00  se  ramène  à  Tune  des  deux  formes  princi- 
pales. Soit 

y  =  sec  X  —  tg  X  :  pour  x  =  --,  t/  =  oc  —  «. 

Or, 

i  —  sin  X 

sec  jp  —  tg  X  = ; 

cosx 

donc 

cosx 

lim  y  =  lim =  0. 

sm  X 


/x  -H  I  X 

y  ==  \  / — :  pour  x  =  1 ,  ty  =  x  —  oo 

V    X  —  i       !/«.  .   ?c w> 


tSS.  Soit  encore,  comme  exemple  de  ce  Iroisième  cas, 

I  X 

l/x  -4-  5  —  ti 

I 

Si  Ton  réduit  au  dénominateur  commun,  on  trouve  d'abord 

__  l/xTT  (U^jr^^5  —  2)  —  xl/x  — 1 
»/x  — i  [l/'x  -4-  5  —  2] 

puis,  en  remplaçant  x  pnr  î  -+■  A  : 

1/ JTÂ  (l/4rT"Â  —  2)  —  (  I -t- A)  l/Â 


y= 


V//.  [1/4  -H  A  —  2] 


2V/2(l..^)'[(i^y-l]-(lH-A)A^ 
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Le  produit 

\        4         32  y  \8         128  / 

-h  -¥-  ( )  A'  -♦-  ••• 

8  Vd2       128/ 


8 
Ainsi 

2l/2r-A^...l  — A* -_i+il/2A* 

—  A  —  ••• 

4 


2A'[iA-...] 


el 

\ïmy  =  y^=QO. 

t4ll.  Remarque,  —  On  serait  arrivé  plus  rapidement 
au  résultat  en  écrivant 

y/g'— 1      x(t/^^^-4-2)     \/^^^^— x(l/IT54-2) 

X  —  1  X  —  i  X  —  I 


IndélcriiiliiatloBs  réelles. 

141.  Tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  fonction  pro- 
posée u  une  vraie  valeur;  ce  qui  n*arrive  pas  toujours.  Par 
exemple,  il  n  y  a  pas  à  chercher  la  valeur  de  séc  x — tgx 
potir  X  infini  :  la  fonction  est  périodique;  donc,  x  augmen- 
tant indéfiniment,  elle  ne  tend  vers  aucune  limite. 

t49.  Enfin,  il  peut  arriver  que  la  fonction  donnée  ait 
une  limite,  et  que  la  fonction  à  laquelle  on  la  ramène  n  en 
ait  pas.  Ainsi,  ^^*'J^^  devient  l  pour  x=dboo  (malgré 
l'indétermination  apparente);  et  la  fraction  |]^T*,  à  la- 
quelle conduit  la  règle  générale,  est  indéterminée  pour 
x  =  ±oo . 


I 

1 
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Des  frAcllouii    - 

f  (a?,  y) 


143.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

a;'  -♦-  2î/  —  5x 


0) 


a;'  —  2y'  —  2y 

Si  Ton  suppose,  simultanément,  x=s2,  !/  =  f ,  on  trouve 
2=5.  Pour  essayer  de  déterminer  la  vraie  valeur  de  z  (en 
supposant  qu'il  y  en  ait  une),  faisons  les  deux  substitu- 
tions successivcTnent  : 
!•  jr=2  donne 

2y-2  y-l  1     ^ 


puis ,  pour  y  =  i  :  r^  =  —  -!. 
2«  y=i  donne 

rc*  —  ox  -t-  2      X  —  I 
X*  — 4       """x-t-â' 


> 


2  = 


puis,  pour  x  =  2  :  «3=^. 

Ainsi,  /^^  detix  t;f*ate«  valeurs  sont  différentes.  Il  y  a  plus  : 
si  Ton  établit,  entre  xeiy^  une  relation  qui  soit  vérifiée 
par  x=2,  î/  =  1 ,  on  peut  trouver  une  infinité  de  vraies 
valeurs  de  z.  Soit,  par  exemple, 

y  —  i  =  a  (X  —  2) , 
OU 

y==z\^a{x  —  2). 

Alors 

a:«  _  ôjc  ^  2  ^  2a  (x  —  2) 

X*  —  2  —  4a  (X  —  2)  —  2a«  (x  —  2)»  —  2  —  2a  (x  —  2) 
^  X  —  1  -4-  2a 

""  X  -♦-  2  —  6a  —  2a*(x  —  2)' 
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en  sorie 


Pour  x  =  2,  cette  fraction  se  réduit  à  i-^^ 
qu'elle  admet  une  infinité  de  valeurs  différentes.  On  doii 
conclure,  de  cet  exemple  particulier,  qu'une  fraction 7^^' 
qui  devient  J  pour  x=a,  y=b,  est  généralement  inë- 
terminée, 

144.  Interprétation  géométrique,  —  L'équation  (I)  re- 
présente une  surface  qui  con- 
tient la  droite  CD,  dont  les 
équations  sontx=2,î/=l. 
Si  Ton  fait  d'abord  a; =2,  on 
trouve  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  CDAE  : 
cette  section,  représenlée  par 


FI 


L-^' 


K 


/i 


/ 


Ji 


•N 


A 


se  compose  de  CD  et  d'une 
K  hyperbole  GH  qui  coupe  CD 

en  un  point  G  dont  l'ordonnée  est  — \,  Au  contraire, 
y=\  donne  la  section  faite  par  le  plan  BCDF  :  cette  nou- 
velle section  se  compose  de  CD  et  de  l'hyperbole  IK.  Enfin, 
si  par  la  droite  CD  on  fait  passer  une  surface  quelconque, 
l'intersection  est  une  courbe  LMN,  coupant  CD  en  un 
point  M;  et,  quand  la  surface  varie,  le  point  M  se  déplace. 
145.  Cas  d'exception,  —  Si,  pour  x=a,  y =6,  on  imuvp 

df   do       df  d? 
dx    dx      dy   dy 

la  fraction  proposée  a  une  vraie  valeur^  égale  à  1,  En  effel, 
à  cause  de  /"(a,  6)  =  0,  9(0,  6)  =  0\  on  a 


f[a-^h,h-^k) 
f>  (a  -♦-  A ,  6  -*- 1) 


do  ,       do  , 
da         (10 
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puis,  comme  les  restes  R,  R|  sont  du  deuxième  ordre  : 

df      df^,    k 

y/        t    I       fx      "• — * — n"**™T 
fia  -♦-  A,  6  -f-  k)       da       du        h 

lim ; — z r-  = ; r  =  >. 

y(a-4- A,  6 -♦- «)       aç>       dv        k 

da      db       h 

Soit,  par  exemple,  la  fraction 

«gartjçy  — 1 


z  = 


TT* 


xy 


qui  prend  la  forme  ~  quand  on  suppose 


ir 


Pour  ces  valeurs,  les  rapports 


y  cos'  X       X  cos'  y 

deviennent  égaux  à  -.  Ce  nombre  esl  donc  la  vraie  valeur 
de  z  (*). 

I.  Trouver  ce  que  deviennent  les  fonctions 

irx  —  i                  TT                              TT  ir 

f/.  = 1 »       Vi  = 


2x'         x(e*^'— 1)       '        4x      2x(c'^'-4-1) 

tg  irx  —  xrx  I  tg  (ax) 


2x'  tg  TTX  1  tg  X 

x(e*-f-1)  — 2(e*  — 1)  6«  — c 


•lax 


(e*  —  ïy  X  —  sm  X 

(•)  De  même,  pour  x=  1 ,  y  =  1,  la  vraie  valeur  de  **^''^~*~'^  esl  I. 
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i  \ 

(i  -+-  x)'  —  c  -♦-  -ex 


y7= r 


pour  x=0. 
Résultats  : 


tt'  7r«  ,r« 


yi=y    'f^^'s'   î^'^T'    ^*""*» 

II.  Quelles  sont,  pour  x=1,  les  valeurs  des  fondions 
X  —  \yô±x:  —  Ux*  -H  \^40x»  -♦-  24x*  —  l^2x»  —  1 


yi== 


3  (9x  _  iO)  -4-  V>'36x  -f-  45x* l^'^Sx*  —  I 


<ff 


T» 


y,=  {2-^x)    «,  y 


X»  —  4x*  ^-  7x  —  2  —  2l/2x  — I 


s 


x«  —  2x  — iH-2l/2x— I 
cos  ox  —  cos  a 

**""  (I— xr   ■ 

Réponse  : 

I      ^A 
^  a*coslaH 1 

y*-h'  ^'='''  ^'=^^'  y^-i-^r  ^.,.2.3...!' 

III.  y  =  x— —  sinx-*-— Igx— -tg-x 

est  du  septième  ordre. 

IV.  Quelle  est,  pour  x=0,  la  vraie  valeur  de  ^,  résul- 
tant de  réquation 

y*  —  96y«  -^  iOOx*  —  X*  =  0? 
Réponse  : 

dx  \/24 


%• 
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CHAPITRE  XI. 

MAXIMUMS  ET  MINIMUMS. 


VoBCllOBs  explicites  d^mné  «enle  Tarialile. 

140.  On  a  vu,  dans  VA  Igèbre  (Ma)  :  1  *"  que,  pour  déter- 
miner le  maximum  et  le  minimum  de  y=^f{x\  on  doit  cher- 
cher les  racines  a,  6,  c, ...  de  Téquation  /*(x)==0;  2**  que 
f{a)  est  maximum  ou  minimum,  suivant  que  f  (a)  est  <  0 
ou  >  0. 

Le  Théorème  de  Taylor  permet  de  généraliser  ces  résul- 
tats. Supposons,  en  effet,  qu'une  racine  a  de  f(x)=0 
annule  r'(*)>r"(^)>  —/*(*)>  ^^^^  annuler  r^\x).  Alors 

f[a  +  A)  =  f(a)  +  _J^1^^— _/-+'  (a  +  eA). 

1.2.D  ..,[n  •+■  i) 

Pour  des  valeurs  de  A  suffisamment  petites,  le  signe  de 
r'(a-h  Bh)  est  celui  def^^a)  ;  car  lim  /*+'(a  h-  eA)=/-+'(o). 
Il  faut  maintenant  distinguer  plusieurs  cas  : 
1°  /^'(a)>  0,  n  pair.  Alors 

/•(a-A)</-{a), 

/i  étant  suffisamment  petit  : 
Il  nV  a  ni  maximum  ni  minimum, 
2*  r"^'(û)<0,npair; 

/•(«  +  h)  <  /-(a) , 
f(a-h)>f{ay. 

ni  maximum  ni  minimum. 
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3»  f*'(a)>0,  n  impair; 

f{a  +  A)  >  f(a) , 

fia -h)  y  fia): 
minimum. 

4»  /*^'(o)>  0,  n  impair; 

r(a  +  h)<f{a), 

f{a  -  A)<  f(a)  : 
maximum. 

En  résumé  :  5i  x  =  a  annule  {'{x) y  f"(x), ...  f"(x),  sam 

annuler  f°'*^(x),  t7  y  a  maximum  ou  minimum  suivant  que 

f**"'(a)  esl  négative  ou  positive^  n  étant  impair.  Quand  n  est 

pair,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

AppllcatlOBa. 

149.  Premier  exemple  : 

y  =  3f. 
Soit 

\x 

Z  =  \y=—; 

X  ' 

doù 

4  — Ix 


x« 


Cette  dérivée  s*annule  pour  x=e;  d'ailleurs  la  fonction 
z  est  croissante  dex  =  Oà  x=l  :ilya  donc  maximum 
pour  x  =  e;  et  il  n*est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la 
dérivée  seconde.  Cependant,  si  on  la  cherche,  on  trouve 

—  x^2x(i  — Ix) 

z  = ; 

X* 

donc,  pour  x=  1,  z''<0;  ce  qui  devait  être.  En  résumé, 
le  maximum  de  y  est 

lVe=i,447  998. 
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tâS.  Deuxième  exemple  :  Çtrc/  chemin  doit  suivre  un 

point  lumineuXf  pour  aller  de 
A,  enB,  dans  le  temps  le  plus 
court  possible?  On  suppose 
que  les  milieux  auxquels  ap- 
partiennent les  points  A,  B, 
sont  séparés  par  un  plan  P, 
et  que  les  vitesses  du  point 
lumineux  sont  a^  b. 

Evidemment ,  le  chemin 
cherché  est  composé  de  deux  lignes  droites.  En  outre, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  le  plan  AMB  doit  con- 
tenir la  normale  MM  au  plan  P. 

Cela  posé,  soient  p,  q,  r  les  distances  AC,  BD,  CD;  et 
a,  p  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction,  inconnus.  Le 
temps  employé  par  le  mobile  est 


\  H 


1  = 


AM 


a 


BM 

T 


a  cos  oc 


6cos^ 


De  plus, 


r  =  ptga-H7tgp. 


On  a  donc,  à  cause  de  dt=0  : 


p  sin  a  .        a  sin  Q  .  pda.        qdQ 


a  cos  a 


6  cos'p 


cos'a       cos'p 


On  lire ,  de  ces  équations , 


sîn  a      sin  p 


a 


W 


Celle-ci  exprime  la  loi  de  la  réfraction,  trouvée  par  Des- 
cartes. 
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i49.  Remarque.  —  Soit  B'  le  point  symétrique  de  B. 

Si  Ton  considère  les  courbes 
B'  représentées  par 

u       V 

a      b 

chacune  d'elles  jouit  de  la  pro- 
priété exprimée  par  Féquation  (1).  Ces  courbes  sont  des 
ovales  de  Descartes  (*).  Parmi  toutes  ces  ovales,  il  yen  a 
une  qui  toucbc  CD  au  point  inconnu  M. 

tdO.  Troisième  exemple  :  Trouver,  sur  la  circonfét^ence 

AB  f  vn  point  dont  la  disttmce  au 
point  donné  P  soit  maximum  eu 
minimum. 

Il  est  évident  que  B,  A  sont 
les  points  cherchés.  Néanmoins, 
la  règle  ordinaire  conduit  à  un 


autre  résultat. 
Soient 


On  a 
d'où 


OA  =  a,    OP  =  c,    PM  =  u. 


«'  =  (X  —  c)"  ^-  y\ 


îi*  =  a'  -f-  â 


du 


2cx. 


a 


Si  Ion  égale  à  zéro ^,  on  trouve  c  =  0;  ce  qui  na  pas 
de  sens.  Cette  difficulté,  signalée  par  M.  Liouville,  tient  à 
ce  que  la  variable  x  n  est  pas  complètement  arbitraire  : 
elle  doit  élre  comprise  entre  —  a  et  -i-a.  Il  en  résulte  que 
si  Ton  considère,  par  exemple,  le  point  extrême  A,  on  n  ob- 
tiendra pas  les  points  voisins  en  faisant  x==a  dz  A;  ce  que 
Ion  a  supposé  (Alcî.,  t«4).  Pour  rentrer  dans  la  théorie 
ordinaire,  il  suffit  de  remplacer  x  par  une  variable  arbi- 
traire. 


(*)  L'eUipse  en  est  un  cas  particulier. 


MAXIMUMS  ET  MINIMUMS.  449 

Soit,  par  exemple,  x==c  +  u  cos  a>.  Alors 

tt'  -♦-  2cti  cos  »  -♦-  c"  —  o'  =  0. 

On  tire ,  de  eette  équation  : 

(u  +  c  cos  »)  u'  —  eu  sin  »  =  0, 
(tt  -♦-  c  cos  «)  t*"  —  2ctt'  sin  »  —  cti  cos  »  =  0. 

ii's=0  donne  sinci>=»0,  c'est-à-dire  a>  =  Oy  <ùs=sn.  En 

même  temps , 

eu  cos  » 


Il  H-  c  cos  » 


eu 

!•  Pour     «  =  0,    1*"  = >  0  :  minimum; 

a  -^  e 

2*  «  =  7r,    ti"  = <0:maxtmiim; 

a  —  c 

ce  qui  est  exact. 

ISl.  Nous  venons  de  traiter  un  exemple  de  ce  genre  de 
questions.  Pour  prendre  un  cas  moins  particulier,  suppo- 
sons qu*il  s'agisse  de  déterminer  le  maximum  d*une  fonc- 
tion u  de  X,  déterminée  par  les  équations 

V(u,x,y,z)  =  Oy  (2) 

A«>ar,  y,  «)  =  0,  (3) 

f(«,a:,y,5)  =  0.  (4) 

En  général ,  il  y  aurait  n  équations  entre  la  fonction  u, 
la  variable  indépendante  x  et  les  n — 1  variables  auxiliaires 

Si,  entre  les  équations  (2),  (3),  (4),  on  pouvait  éliminer  y 
et  z  ;  et  si  Ton  pouvait  ensuite  résoudre  Féquation  finale, 
on  aurait  iis=:^(x);  après  quoi  Ton  poserait  ^=0,  ou 
simplement  (ltt«=0.  Différencions  donc  les  équations  pro- 
posées, en  supposant  du^=0.  Nous  aurons  ainsi  : 

S9 
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dF  d¥  dF 

-rfx^--dy^-rfz  =  0,  (5) 

^dx^^dyH-^rf«  =  0,  (6) 

dx  dy  ^      dz 

--!.dx-4--^rfw-*--7^d«  =  0.  (7) 

dx  d\j   ^      dz  ^ 

Entre  ces  équations  différentielles,  qui  détermineraient 
les  valeurs  des  rapports  ^'  ^,  relatives  au  maximum  de 
u,  éliminons  dx^  dy^  dz;  nous  trouverons  une  équation 

w(v>x,  y,  z)  =  0:  (8) 

en  la  joignant  aux  proposées,  on  pourra,  dans  chaque  cas 
particulier,  calculer  les  valeurs  de  x,  j/,  z,  u,  qui  répon- 
dent à  la  question. 

159.  Méthode  des  multiplicateurs,  —  Au  lieu  d'opérer 
comme  nous  venons  de  le  dire,  on  peut  combiner,  par 
addition,  les  équations  (5),  (6),  (7),  après  avoir  multiplié 
les  deux  membres  de  deux  d'entre  elles  par  des  inconnues 
>,  fx.  Si  Ton  choisit  ces  facteurs  de  manière  à  rendre  nuls 
les  coefficients  de  dx,  dy,  le  coefficient  de  dz  est  pareille- 
ment nul,  et  Ton  a 

dF         df         df  ^  dF         df         do 

dx         dx         dx  dy         dy         dy     ' 

dF  d£  d^_ 

dz  dz  dz 

Ces  nouvelles  relations  peuvent  tenir  lieu  des  équa- 
tions (5),  (6),  (7);  et,  si  Ton  élimine  X  et  fx,  on  retombe 
sur  réquation  (8)  ;  savoir  : 

dF/d/'df^d^dA      ^(^^_^^ 
dx  \dy  dz      dy  dz)      dy  \dz  dx      dz  dx) 


\dx  dy      dx  dy) 
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Wmeiî^wui  de  plasiears  vavtalilcs  f  diépcaJa 


!&••  Soit,  pour  fixer  les  idées,  u=^F(x,  ;/,  z).  Si  u  est 
maximum  lorsque  x=a,  y=by  zs=c,  on  a,  par  défini- 
tion du  maximum, 

F  (a,  6,  c)  —  F  (a  zb  A,  6  =fc  A,  c  rt:  /)  >  0, 

pour  des  valeurs  de  A,  A:,  {  suffisamment  petites.  De  là  ré- 
sulte, immédiatement,  que  les  équations 

dF_         d¥_         dF_ 
dx        ^     dy        '     dz 

sont  vérifiées  par  x=a,  j/  =  6,  jz=c.  En  effet,  (••) 

/  dF        dF       dF\ 
F(a-*-A,  6-1- fc,c-i-/)  — F  (a,  6,  c)  =*-—-♦-*—-+-/  —  U-R; 

\   da        do       dcJ 

et,  si  les  coefficients  de  A,  A:,  /  n'étaient  pas  nuls,  on  pour- 
rait, en  attribuant  à  ces  quantités  des  signes  convenables 
et  des  valeurs  suffisamment  petites,  rendre 

F(a-.A,  6  — *,  c  — /)— F(o,6,c) 
et 

F(o  -♦-  A,  6  -f-  fc,  c  -f-  /)  —  F(o,  6,  c) 

de  signes  contraires  :  F  (a,  6,  c)  ne  serait  donc  ni  un  maxi- 
mum ni  un  minimum  de  F(x,  y,  z). 

t&4*  Autre  démonstration.  —  Soient  d'abord  y=cp(x), 
z=({;(x);  X  étant  la  variable  indépendante.  La  condition 

du 

dx 
devient 

dF      dF  dF 
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Pour  revenir  au  cas  où  y  et  z  sont  variables  indépen- 
dantes, il  suffit  de  supposer  que  (p(x)  et  ip  (x)  soient  des 
fondions  arbitraires.  Alors  Féquation  (9),  devant  avoir  lieu 
pour  toutes  les  formes  possibles  de  (f'(x)  et  de  ^'{x),  >c 
décompose  en 

d¥  dF  dF 

— =0,  :r=o,  — =0.         m 

ax  dy  dz 

CondlUoBs  du  maximum  et  da  mialmam. 

t&&.  Fonction  de  deux  variables,  —  Soit  d*abord 

u  =  F{Xyy). 
Par  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

X  eiy  remplaçant  a  et  6. 

Nous  admettons  que,  pour  des  valeurs  de  A,  k  suffisam- 
ment peu'tes,  le  signe  du  second  membre  est  celui  du  tri- 
nôme 

(PP..  d^F  ,,      cPF„      _ 

dx*  dxdy  dy* 

Pour  n'avoir  à  considérer  qu'une  seule  variable,  rem- 
plaçons k  par  hk  :  abstraction  faite  du  facteur  positif  A^  T 

devient 

cPF  ,  cPF  dPF 

A*  -4-  2 X  H • 

c(^*  cixc^j^         dx* 

Si  ce  nouveau  trinôme  est  négatif  quel  que  soit  X,  F(x,  y) 
sera  97iaxtmum. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  on  doit  avoir,  simultanément  : 

cPF      ^       /cPFV     <PF   (PF  ,,., 
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Telles  sont  les  conditions  suffisantes  pour  qu1l  y  ait 
maximum.  De  même»  les  conditions  du  minimum  sont 

IMI.  Remarques.  —  I.  Si  les  valeurs  a,  6,  de  x  et  y^  qui 
annulent  ^'  ^,  annulaient  aussi  le  trinôme  T,  les  condi- 
tions du  maximum  et  du  minimum  deviendraient  beaucoup 
plus  diflBciles  à  établir  :  il  n'y  aurait  même,  dans  la  plupart 
des  cas,  ni  maximum  ni  minimum. 

II.  Si  Ion  regarde  h  ti  k  comme  des  coordonnées ,  on 
voit  que  Téquation 

d«F,,      «  rf'F  ..      à^ .. 

représente  une  ellipse  proprement  dite.  Ceci  se  rapporte  au 
cas  du  maximum.  Dans  le  cas  contraire,  on  est  conduit  à 
la  relation 

<PF^,      ^  «PF  ,,      «PP.. 

_- A«  ^  2-— r- AA  H--— A«= -^  H  : 

ax*  dxay  dy* 

à  cause  de  j-;  >  0 ,  elle  représente  encore  une  ellipge. 
t&7.  Fonction  de  trois  variables,  —  Soit  maintenant 

En  vertu  des  équations  (1 0),  on  a 

F  (x  -♦-  A,  y  -♦-  fc,  «  -f-  /)  —  F  (ar,  y,  jc) 

2Lax*        ay'        or  ayaz  dzdx  dxdy     J 

Représentons  le  polynôme  par 

Ah*  -♦-  A'k*  -♦-  A'T  -♦-  2BW  -*-  2B7A  ^  2B"Aifc 
=  A*  [A  ^.  A'i«  H-  A'>«  H-  2Bifi  ^  2BV  -«-  2B"i]. 
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Pour  le  tnaoHmum,  le  nouveau  polynôme  doit  être  fiêga- 
tif  quels  que  soient  X  et  (a.  Soit 

P  =  A'a«  H-  2  (Bp  -4-  B")  A  ^-  A"fi»  H-  2B>  -»-  A. 

On  doit  avoir 

A'  <  0,    (Bfi  +  B")*  —  A'  (A'y  ^.  2BV  -*-  A)<  0. 
La  seconde  inégalité  équivaut  à 

(B*  —  A'A")fi*  -♦-  2  (BB"—  A'B')  f*  -h  B"*  —  AA'  <  0. 

Celle-ci,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  fx, 
se  décompose  en 

B*  — A'A"<  0,    (BB"— A'B')*— (B«— A'A")(B'"— AA')  <0. 

Enfin 9  si  Ton  développe  cette  dernière  inégalité»  et  que 
Ton  ait  égard  à  la  condition  A'<Oy  on  trouve 

AB*  -^  A'B'«  ^-  A"B"»  —  AA'A"  —  2BB'B"  >  0. 

Ainsi,  les  conditions  suffisantes  pour  qu'il  y  ait  maiimum 

sont  : 

A'<0,    B«-A'A"<0,  1 

AB«  ^  A'B" -H  A"B''*  —  AA'A"  -  2BB'B"  >  0.    Y 
168.  Remarque.  —  Elles  conduisent  à  celles-ci  : 
A"<0,    A<0,    B'*  — A"A<0,    B">  — AA'<0; 
que  Ton  pourrait  trouver  directement. 

§*••  I.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de 

ti*  =  a:*  -♦-  y'  -+-  z\ 


en  supposant 


X»      y*      X* 

^••*-6Î-^?=^'    a>6>c. 
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Éliminant  z^,  on  a 

puis 

Cetce  valeur  du  rayon  vecteur  est  un  minimum.  En  effet, 
si  Ton  prend  les  dérivées  secondes,  on  trouve 


s 


dfu       ^       f?  d^u       ^  cPu      ^       c 

u a=  I — ■ — >     II  — =  0.     u  —  =  1 : 

dx*  a*         dxdy        '        rfy»  6»' 


donc 


»•  Si  Ton  avait  éliminé  x',  on  aurait  trouvé,  de  la 
même  manière , 

et  cette  valeur  de  u  est  un  maximum.  Enfin  Télimination 
de  y^  conduit  à 

celte  valeur  de  u  n^es^  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 
Elle  donne,  en  effet  : 

dHi      il.      6*\       (Pt/ 
Ainsi 


:«"^tl  ""■?;'     dtedz""    *     d?~6V""?/' 


etc. 

t«l.  Itemargti^.  —  Dans  cet  exemple  très-simple,  il  a 
fallu ,  pour  ne  laisser  échapper  aucune  solution ,  mettre  la 
valeur  de  u^  sous  trois  formes  différentes.  Cette  circon* 
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stance  parait  se  rattacher  à  celle  qui  a  été  signalée  dans 
le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable  (tft#)  :  quand  on 
écrit 

on  ne  trouve  pas  le  maximum  a,  parce  que  x  ne  peut  sur- 
passer a. 

109.  IJ.  Perpendiculaire  abaissée  de  Vorigine  sur  m 
plan.  —  Les  équations  du  problème  sont  (*) 

t<*  =  ac*  -♦-  y'  -♦-  z'  -*-  2yz  cos  a  -♦-  2zx  cos  p  -i-  2xy  cor  r  > 

abc 

Le  minimum  de  u  est  déterminé  par  les  équations  diffé- 
rentielles : 

(x  -♦-  z  cos  p  -4-  y  cos  r  )  dx  -♦-  (y  -♦-  X  cos  r  H-  z  cos  «)  iy 
-♦-  (z  -♦-  y  cos  a  -4-  X  cos  p)  dz  =  0, 

i  I  i 

-  dx  -♦-  V  dy  -♦-  ~  dz  =  0. 
a  b   ^      e 

Si  Ton  emploie  la  méthode  du  multiplicateur  (Ut)t 
on  peut  choisir  X  de  manière  à  rendre  nul  le  coefficient 
de  dx;  après  quoi,  dy  et  dz  étant  des  accroissements  arbi- 
traires, leurs  coefficients  doivent  être  séparément  nuls. 
On  a  donc 

---♦-x-i-zcosp-4-ycosr=0,    •T--*-y-f-xcosr-»-zcos«=0, 

X 

-  -4-  z  H-  y  cos  a  -♦-  X  cos  p  =  0. 

L  élimination  de  X  conduit  aux  équations  de  la  perpen^ 
diculaire  : 

n  Manuel  des  Candidats,  t.  Il,  p.  31. 
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XH-«co8(3-»-yeosr     y-4-«cosr-*-«cosa     z-i-ycosoL-^xeos^ 
A  "^  T  ""  ï 

a  b  '  e 

De  plus  f  chacun  de  ces  rapports  égale  u^. 

t«S«  Remarque.  —  Le  problème  revient  à  déterminer, 
parmi  tous  les  points  d'un  plan,  celui  dont  la  distance  à 
l'origine  est  la  plus  petite  possible  :  c*est  une  question  de 
minimum  relatif.  Or,  si  Ton  cherche  le  minimum  absolu  de 


\a      b      c        I 


u*  étant  la  même  fonction  que  ci-dessus,  on  retombe  sur 
les  équations  précédentes.  Par  conséquent,  la  méthode  des 
multiplicateurs  revient  à  substituer  un  problème  de  mini- 
mum  absolu  à  un  problème  de  minimum  relatif. 

tML.  III.  Mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  donné, 
de  manière  que  le  triangle  formé  par  les  intersections  de  ce 
plan,  avec  les  plans  principaux,  ait  une  aire  minimum. 

L'équation  de  Telh^psolde  étant 

X*      v'     «• 

si  Ion  appelle  9  Taire  du  triangle  déterminé  par  le  plan 
tangent  au  point  (x,  y,  z),  et  que  Ton  fasse 

X*  y*  «' 

-  =  u,     -  =  r,     -  =  !.,  (45) 

réquation  (14)  devient 

M-*- r-»- ii;  =  l;  (16) 

et  Ton  trouve  aisément 

-i?l=J_f^H-*-^).  (17) 
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La  condition  cff  =>0  conduit  à 


ou 


2[?-ië-^^-^?)]''»=o. 


{»«) 


2/»      tp\  du      ^ 

De  plus  y 

du  -i-cfvH-dtosssO. 

Retranchant,  membre  à  membre,  les  dernières  équations, 
après  avoir  divisé  par  X  tous  les  termes  de  la  seconde, 
on  trouve 

(V      w\i      i       ^       (w       u\i       i 
(u       v\i       « 


ou 


TÎ-+--Ï— 7=0,   -i-t--j =  0,   -i  +  TT =  0.(19) 

L  élimination  de  ti;  donne 


V 


(^■^î)=«(i-^r)' 


puis,  à  cause  de  la  symétrie,  et  par  les  propriétés  des 
proportions  : 

u  V  iv  1 


/   g'    \       /   fe'    \       /    c'    \  g»  fc«  c' 


1 h  — 

a«      6*       c* 


—  •  (20) 


a*  -♦-  A       6*  -♦-  i       c'  -V  À 
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Od  conclut  encore,  des  équations  (19)» 


Donc 


2  i  —1—4 


a*  6«  c*  >  >  ;         5 


o*-+-a       b*-hX       c'-*-i       o'-h>       6'-4-a       C*-4-A 

On  a  ainsi,  pour  déterminer  >,  Tune  ou  l'autre  des  équa- 
tions 

1  i  1  4 


a«  6«  c« 


(2i) 


.  -M  •     »       "=2-  (22) 

o"h-;       6*-4->       c'n-i 

Celle-ci,  développée,  devient 

2i»  ^.  (o«  +  t«  ^  c«)  ;»  — ,a«6V  =  0.  (2S) 

Les  équations  (20)  et  (21)  donnent 


i     a*  i     b*  i     c 


1 


2  o*  -♦-  >  2  6»  H-  ;l  2  c*-*- 

puis,  par  les  formules  (IS)  : 


»*  = >     v*== >     2*=— 


2a'-fr-i      "^       2  6*-i-a  2c'-hx 

»•  Soit  d  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 
On  a,  par  une  formule  connue, 


ou 


j^_£/J 4  4     \ 
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OU  encore  9  d*après  Téquation  (21  ), 

tue.  Remarques.  —  I.  Si  Ton  fait  J=^,  on  a,  au  lieu 
de  réqualion  (23)  : 

«'  —  (a*  -♦-  6«  -♦-  €*)  f  —  2a6c  =  0; 

et  alors,  d'après  un  problème  contenu  dans  YArithmitiqw 
universelle  de  Newton ,  t  est  le  diamètre  du  dem-œrd^ 
auquel  on  peut  inscrire  trois  cordes  consécutives,  égales  à 
des  droites  données  a,  b,  c. 
II.  Au  moyen  de  celte  transformation, 

t 

et 

1 


y  =  -  V/^(6c  -♦-  at)  {ca  -h  bt)  (ab  -♦-  et). 

M7.  IV.  Déterminer  les  axes  de  la  section  faite  dans  m 
ellipsoïde,  par  un  plan  diamétral  donné.  De 

«•       V*       «' 
a'        6"       c* 

ox  -4-  py  -»-  r«  =  0,  (25) 

w«  =  x*  -4-  y'  -+-  z\  (26) 

on  déduit,  puisque  u  doit  être  maximum  ou  minimum  : 

a*  6"  r 

arfx  -*-  pdy  -^  ydz  =  0, 

xrfx  -♦-  ydy  -4-  zrfz  =  0. 

La  méthode  des  multiplicateurs  (161)  donne  ensuite 

X  V  z 

—  =  XX  -+-  fta,     -  =  ay  H-  ftô,     --=  u  -f-  ftr.  (27) 
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Si  Ton  combine^  par  addition^  ces  équations  (21),  après 
multiplication  par  x,  y,  z^  et  que  Ton  ait  égard  aux  rela- 
tions données  y  on  trouve 

_  \ 

aHt^fka  h^u^^p  c*u^iiy 

vr — o'  I*'  —  6'  tt'  —  r 

puis,  en  substituant  dans  les  équations  (24),  (26)  : 

^  {ur  —  ay  ^  (ur  —  ay 

Pour  éliminer  fx^,  il  suffit  de  retrancher,  membre  à 
membre,  les  deux  dernières  égalités.  On  obtient  ainsi 

aV  6y  cV* 

équation  bicarrée  :  les  valeurs  de  u^  qui  y  satisfont,  repré- 
sentant les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  (*). 

h  Décomposer  un  nombre  a  en  n  parties  positives 
X,  y,  z,  ...,  de  manière  que  2x^  +  2acj/  soit  un  minimum. 

II.  On  donne  x'=y'^  et  Ton  demande  le  maximum  ou 
le  minimum  de  ;/. 

III.  Trouver  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances, 
aux  sommets  d'un  triangle  donné ,  soit  un  minimum.  Cal- 
culer ce  minimum. 

(*)  Ce  résultat,  qui  reçoit  son  application  dans  la  théorie  de  la  surface 
des  ondes,  est  connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  Sedley  Taiflar,  (Nou- 
illes Anhalbs,  t  XX,  p.  115.) 
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IV.  Tracer  une  anse  de  panier  A.BA',  à  trois  centres  C, 
D,  C\  de  manière  que  le  rapport  des  rayons  BD,  AC,  soit 
minimum  (on  donne  OA=OA'=«,  0B=6). 

V.  Parmi  toutes  les  ellipses  inscrites  à  un  rectangle 
donné,  laquelle  est  la  plus  grande  en  surface?  Laquelle 
est  la  plus  petite? 

VI.  A  une  ellipse  donnée,  mener  une  tangente  telle, 
que  le  segment  de  cette  droite,  compris  entre  les  axes,  soit 
minimum. 

VII.  Au  moyen  des  relations 

x'  -I-  v'  -♦-  a;* 

u  =  — z 7»     X -♦- y -4- z  =  rt,     yz-^  zx  -^  xy  =  b\ 

x'  -*-  y'  -H  z* 

déterminer  le  maximum  ou  le  minimum  de  u. 

VIII.  Trouver  le  maximum  de  u  =  xry''z%  en  suppo- 
sant x-i-y-4-z=a. 

IX.  Sachant  que  x*-hy* — 2x* — 2y*=0,  trouver  le 
maximum  de -^* 

X.  Trouver  le  maximum  de 

X|Xt ...  x„ 


y=== 


(a  -4-  X|)  (X|  -4-  X,)  ...  (x,^,  -H  x„)  (x„  -4-  6) 


XI.  Théorème.  —  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  à 
un  même  triangle,  la  plus  petite  a  pour  centre  le  centre  de 
gravité  du  triangle.  (Euler.) 

XII.  Théorème.  —  De  toutes  les  pyramides  ayant  mime 
angle  polyèdre  au  sommet  et  même  hauteur,  la  plus  petite 
en  volume  a,  pour  centre  de  gravité  de  la  base,  le  pied  de 
la  hauteur  (*). 

(*)  Mélanges  m€UMmatiques,  p.  35. 
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IV. 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES- 


CHAPITRE  XII. 

DISCUSSION  DES  COURBES  PLANES  (*). 


ifcqaaIloBfl  de  la  Unifente  et  de  la  Bermale. 

t«8.  Tangente.  —  Si 

y  =  A^)  (^) 

représente  une  courbe  plane,  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires ou  obliques,  la  tangente  au  point  (x,  y)  a  pour 
coefQcient  angulaire  r(^)=5|(PP-  115  et  353). 
L'équation  de  cette  droite  est  donc 

Y-y=^{X-x).  (2) 

fl«9.  Plus  généralement,  la  courbe  étant  définie  par 

F(x,y)  =  0,  (3) 

(*)  Les  notions  relatives  à  la  tangenie,  à  la  normale,  an  sens  de  la 
convexité,  etc.,  que  nous  réunissons  dans  ce  chapitre,  complètent  la 
Théorie  de  la  discussion  des  courbes  planes^  donnée  dans  les  éléments 
(Toir,  par  exemple,  Manuel  des  Candidats  à  P École  polytechnique,  1. 11, 
pp.  331, 37»,  490). 
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on  a  (S4)  dF 

dy  dx  ^ 

dx^^^dF' 

donc  réquation  de  la  tangenle  devient 

dV  dF 

(Y-y)_.(X-.)-=0. 

ou 

^dF      ^dF         dF         dF 

dy  dx      '^  dy         dx  ' 

tVO.  Remarque.  —  Quand  Inéquation  (3)  est  algébrique 
et  de  degré  m,  on  peut,  au  moyen  du  Théorème  des  fonc- 
tions homogènes  (!••)•  remplacer  le  second  membre  de 
réquation  (i)  par  un  polynôme  dont  le  degré  soit  inférieur 
à  m. 

En  effet,  si  Ton  suppose 

F(x,  y)  =  U„  H-  U,.,  -h  ...  ^  U,  -♦-  Uo, 
on  a  (tôt) 

dF         dF 

—  -♦-  X — 
dy         dx 

191.  Exemple  :  L'équation  de  la  tangente  au  folium  de 
Descartes j  représenté  par  x*  h-  y'  —  3xy=0,  est 

(y«-ap)Y-*.{x*-y)X  +  xy  =  0. 

t99«  Normale.  —  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 
réquation  de  la  normale  est 


ou  plutôt 


y  —  -^  X—  =  —  U«_|  —  2U«_, mlV 


Y 

-y=»- 

4(X- 

dy 

X), 

X  —  X 

Y-y 

dx 

rfF 

dy 
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4^5 


Sous-ton  sente,  soua-norninle. 


198.  L^inspection  de  la  figure  prouve  que  : 


0         T 


TP  =  sau$-tangente\ 
_MP_    dx        J 

PN  =  sous-normale  i 

=  MPtga=y-^. 

dx  I 


(S) 


«en»  de  In  convexité  on  de  In  concnvlté. 

174.  Quand  un  arc  de  courbe  AMB  est  situé  au-dessous 

de  chacune  de  ses  tangentes 


TT',  il  tourne  sa  convexité 
vers  le  haut  de  la  figure,  et 
sa  concavité  vers  le  bas.  Le 
contraire  a  lieu  quand  lare 
est  au-dessus  de  toutes  ses 
tangentes  (*). 

175.  On  a  \'\Xy  dans  un 
cas  particulier  (Alg.,  S79), 
qu'un  arc  tourne  sa  convexité 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas 

de  la  figure  y  selon  que  F  (x)  est  négative  ou  positive.  La 

même  proposition  subsiste  en  général. 

(*)  Si,  par  la  pensée,  on  matérialise  )a  courbe,  de  manière  à  lui  donner 
une  certaiue  épaisseur^  la  convexité  est  le  bord  qui  regarde  la  tangente  : 
c'est  la  partie  bombée.  La  concavité  est ,  conformément  à  l'élymologie,  la 
partie  creuse  de  la  courbe. 

30 
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Soient  x  et  y  =  f(x)  les  coordonnées  du  point  M,  com- 
mun à  ia  courbe  el 
h  la  (angente  TT. 
T  La  différence  en- 
tre les  ordonnées  de 
deux  points  corres- 
pondants est 

MF'  — QP'= 

/îxH-yi)-[/(xKArwl, 


i.:2 


/""(x-+-eA). 


Si  donc  f "  (x)  est  positive,  on  a,  pour  des  valeurs  de  h 
suffisamment  petites,  f(xH-  h)>  f(x)-h  hr(x)  :  dans  les 
environs  du  point  de  contact,  la  courbe  est  au-dessus  de  la 
tangente;  etc. 

t  ve.  Remarque.  —  De  /^'(x)>0,  on  conclut  (Alc,  IM) 
que  f  (x)  croit  avec  x.  Au  contraire,  si  la  courbe  est  con- 
vexe vers  le  haut  de  la  figure,  ('  (x)  décroît  quand  x  aug- 
mente. 


Points  4*liillcxl«ii. 

477.  Ces  points  sont  ceux  où  la  concavité  chamge  de  sens: 

si  Tare  ABI  est  convexe  vers  le  bas 
de  la  figure,  et  que  le  contraire  ail 
lieu  pour  Tare  ICD,  I  est  un  poini 
d'inflexion. 

La  remarque  précédente  con- 
duit à  celte  autre  définition,  que 
nous  avons  déjà  donnée  (Alg., 
879)  : 
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les  points  d'inflexion  d'une  courbe  sont  ceux  où  le  coef/î- 
cient  angulaire  de  la  tangente  devient  maximum  ou  mi- 
nimum. 

t78.  Remarque.  —  D  après  la  première  définition  :  ei% 
un  point  d'inflexion  I,  la  tangente  TT'  traverse  la  courbe. 

II©.  Détermination  des  points  d'inflexion.  —  Les  va- 
leurs de  X  qui  rendent /"  (x)  maximum  ou  minimum  sont, 
ordinairement,  racines  de/^'(x)  =  0  (140)  :  celte  équation 
détermine  donc,  ordinairement  aussi,  les  abscisses  des 
points  d'inflexion  de  la  courbe. 

t80.  Remarques.  —  I.  Si  une  racine  a,  de  /*'(x)=^0, 

annule  f"(x)y  ^"^  P^"^  "^  P^^  correspondre  à  un  point 
d'inflexion.  Par  exemple,  î/=x*  représente  une  courbe  qui 
a  Taspect  de  la  parabole  ordinaire;  et  cependant /*'(x)  =  0 
donne  ar=0;  mais  ce  nombre  est  racine  de  f"(x)==0. 

II.  Plus  généralement,  si  a  annule  f*'(x)y  T^C^)»  •••> 
/**(ac),  sans  annuler  /^*(ac),  il  n'y  a  pas  inflexion  quand  n 
est  impair;  il  y  a  inflexion  dans  le  cas  contraire.  La  démon- 
stration est  toute  semblable  à  celle  que  Ton  a  vue  dans  la 
théorie  des  maximums  (t4IB). 

III.  Quelquefois  les  points  d'inflexion  peuvent  être  dé- 
terminés par  réquation  f\x)  =  QO  :  dans  la  première  para- 
bole cubique j  représentée  par  y==x^,  Torigine  est  évidem- 
ment un  point  d'inflexion;  et  2/"  =  —  |x~*  devient  infinie 
pour  a;=0.  Mais,  si  Ton  change  x  en  y  et  y  en  x,  l'équa- 
lion  de  la  courbe  devient  y  =  x^y  et  la  règle  ordinaire 
est  applicable. 

Blfférentlelle  de  Tare  d'une  courbe* 

ISfl.  Représentons  par  «la  longueur  d'un  arc  quelconque 
AM ,  comptée  à  partir  d'un  point  fixe  ou  origine  A.  Soient  : 
X,  y  les  coordonnées  rectangulaires  de  M;  x-+-Ax,  y-^t^y 
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les  coordonnées  d  un  second  point  M'  de  la  courbe  AM, 
infiniment  voisin  de  M;  As,  raccroissement  MM'  de  AM; 

Cy  la  longueur  de  la  corde 
^— j,      MM'.  On  a 

et  (11) 
donc 


puis,  si  Ion  appelle  t  la  variable  indépendante , 

La  quantité  e  s*annule  en  même  temps  que  At  (11)  (*): 
à  la  limite,  Téquation  devient  donc 


dyV 


ou 


©■=(S^fê) 


ds^  =  rfx'  ■+■  dy\ 


(6) 


quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 

199.  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes.  —  En  les  dé- 
signant par  a,  (3,  on  a,  en  vertu  de  la  dernière  relation 
el  de  la  formule  tg  a  =  ^^  : 


dx  dy 

cosa  =  -— 9     cos  ô  =  sm  «  = -r- 
ds  ds 


(7) 


(*)  On  va  voir,  mais  cela  est  indifférent  pour  la  démonstration,  qœe 
est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre. 
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19S*  Longueurs  de  la  tangente  et  de  la  normale,  —  Si 
Ton  se  reporte  au  n*^  17S,  on  trouve 

y  ds 

MT  ==  tangente  =  — ^—  =  y  -r-  ' 

sin  a         dy 

y  ^^ 

MN  =  normale  = =  y  -.- 

(îOS  a  dx 

194.  Théorème.  —  La  différence  entre  un  arc  infiniment 
petit  et  sa  corde  est  une  quantité  du  troisième  ordre. 
Lare  AMB=«  étant  supposé  assez  petit  pour  qu'il  soit 

convexe,  menons  la  corde  AB=c  et 
'^  les  tangentes  AC,  BC.  Soient  a,  P  les 
angles  ABC,  BAC  :  ces  angles  sont 
infiniment  petits ,  puisqu'ils  s'annu- 
lent quand  le  point  B,  supposé  mo- 
bile, vient  coïncider  avec  le  point 
"^  fixe  A.  La  longueur  s  est  comprise 

entre  c  et  AC-f-  BC;  donc 

«  — c  <  AC-4-BC  — c, 
ou 

sin  p 


fsm  a  -H  sm  ô        1 
8in(a^-Ô)  J' 


sin  (a  -4-  p) 
ou  encore,  par  une  transformation  simple, 

e  sm  -  a  sm  -  d 
«  — c< j 

ces  -  (a  -H  p) 

Le  dénominateur  a  pour  limite  1  ;  les  trois  facteurs  du 
numérateur  sont  infiniment  petits;  donc,  c  étant  pris  pour 
infiniment  petit  principal,  s — c  est  du  troisième  ordre. 
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185*  Remarque.  —  Si  Ton  remplace  Tare  AMB=s  par 
j^  la  circonférence  osculatrice  (*),  on  a 


2p/  24p' 

s  —  c  < 


«» 


24p' 

I.  Discuter  les  courbes  représentées  par 

i 

y  =(x  -4-1)*»  — x*"  — 2x  — in,    «  =  xsin-> 

X 


a:'  — i 


2  1  /x'  - 

y  =«  — jSinx  — -tgx{n>    î^*  =  ^^\/~^ 


/X^  H-  1  ,  /x^  —  1 


x'^-f-i 


y*=  X  db  \/^  "^    >     y  —  X*— 96y»-hl00x'=0  {'H, 

y*-4-  X*— %j/'  — 100x«  =  0,    x*-+-y*  — 2x«— 2y*c=0, 
(aV  -*-  6«t/^)»  =  (a*x«  -*-  ty )%    y*  =  x  =fc  l/x  — xS 


.   /ax« 

y*  =  X  db  l/ax*  -t-  6x  -+-  c,     y*  =  x  dz  y/  


-»-  6x  H-C 


x-*-d 

et  trouver,  pour  chacune,  la  valeur  de  d«*. 
II.  Menées  questions  pour 

y  =  x"  (1  —  x)",    X*"  -t-  y  =  i. 

Vers  quelles  limites  tendent  les  deux  dernières  courbes, 
quand  n  augmente  indéfiniment? 

{*)    Voir  au  Chap.  XIV. 

(•*)    Voir  p.  303. 

(*•*)  Voir  p.  433. 

(****}  Courbe  du  diable.  Elle  se  compose  de  deux  branches  infinies  et 
d'une  sorte  de  huit  dont  la  forme  se  rapproche  de  celle  du  jouel  appelé 
diable.  La  discussion  de  celte  courbe  remarquable  se  trouve  dans  le  grand 
Traité  de  Lacroix. 
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III.  Déterminer  les  poinls  d'inflexion  des  courbes  dont 
les  équations  sont  : 

m 

X  -t-  y  —  2  sin  (y  —  X  —  i)  =  0,  l'y  =  6  -*-  (x  —  a)\ 
y'  =  x±  l/x*  —  2x  -^  3  (*). 


CHAPITRE  XIII. 

SUITE.  -  EMPLOI  DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 


flSH.  Direction  de  la  tangente.  —  Soient  u,  cd  les  coor- 

B  données  du  point  M  d'une  courbe 
AB;  et  w -+-/:,  m  h- A  les  coor- 
données du  point  M'.  En  menant 
MP  perpendiculaire  à  OM',  on 
a,  dans  le  triangle  rectangle 
MPM'  : 


,    ^,,       MP  usiûA 

tg  M  = = 

MT       M -H  A  —  1/ ces  A 


u  sin  h 


k  H — usuv-h 
2  !2 


(*)  Dans  ce  dernier  exemple ,  Téquation  qai  donne  les  abscisses  des 
poinls  d'inflexion  est 

On  peut  la  résoudre  complètement  (Nouvelle  Correspondance  mathéma- 
tique, tome  U ,  pp.  2â1  et  565). 
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puis                                      ,.    sin  A 
■^  u  Iim 

tgV=liintgM'  = 


h 

1  n 

sin'  -  h 

k 

1 

t 

lim 

---H 

—  M 

lim 

h 

2 

h     J 

lira  7 

A 


OU  encore  ,.         rf»  ,. 

tgV  =  «-.  (1, 

189.  Remarque,  —  On  arrive  plus  rapidement  à  celle 
formule  au  moyen  des  intiniment  petits.  En  négligeant  les 
quantités  du  deuxième  ordre,  on  peut  regarder  OP  comme 
étant  égal  à  OM;  donc  tgM'^^.  Mais  Tangle M' diffère 
infiniment  peu  de  M;  donc,  etc. 

199.  Sous-tangente,  sous-normale.  —  Si  Ton  mène,  par 
le  pôle,  la  perpendiculaire  TN  au  rayon  vecteur,  les  seg- 
ments de  cette  droite,  déterminés  par  la  tangente  et  par  la 
normale,  sont  appelés  sotis-tangente  et  sotis-normale.  Donc 

OT  =  sous-tangente  =  OM  tg  V  =  «'  ~j  (i) 

du 

ON  =  sous-normale  =  OiMcot  V  =  -—  =  u\        (3) 

a» 

Cette  dernière  valeur  doit  être  remarquée,  à  cause  de 
sa  simplicité  {*). 

190.  Différentielle  de  l'arc,  —  Le  triangle  MPM'  donne, 

immédiatement, 

ds^  =  du»  -4-  uV«»,  (4) 

relation  à  laquelle  on  arrive  aussi  (sa)  en  partant  de 

ds^  =  dx*  -+-  dy\    ac  =  w  cos  «,    y  =  u  sin  «. 

f  fMI.  Angle  de  la  tangente  avec  Vaxe polaire.  —  L'angle 

a  est  extérieur  au  triangle  OGM;  donc 

u 

a  =  «  -h  V  =  «  -+-  arc  tg  —  •  (5) 

u 

(*)  Il  en  résulte  le  théorème  sur  les  conchoîdes  (!•). 
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^•t.  Points  d'inflexion.  —  Ce  sont  ceux  pour  lesquels 
a  devient  maximum  ou  minimum  (199);  donc  ils  sont 
déterminés  par  Téquation 

rfV  w'«  — t/u" 

a«  u  '  -+-  II" 

ou 

u«  -H  2u"  —  uu"  =  0.  (6) 

^•t.  Remarque.  —  Si  Téquation  de  la  courbe  peut  être 
mise  sous  la  forme  u=-^y  on  a 

m'  =  — ^       —  =  —  1-, 

f  U  f 

a  =  »— arclg—;  (7) 

f 

puis,  au  lieu  de  Téquation  (6), 

t      -+-   ? 

OU  enfin 

y^/'  =  0.  (8) 

MS.  Application.  —  Soit 

i 
11  = ; 


ce  qui  donne 


i 

i  —  -  ces  4« 


4 

y  =  l cos4»,    /=2siD4a7,    f''  =  8cos4u. 

L'équation  (8)  devient 

45 

in cos  4«  ==  0. 

2 
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Les  points  d'inflexion  sont  donc  déterminés  par  les  formules 

Ï6* 


COS  4(0  =  —  ^— >       u  = 

15 


i 
1-*-  — 

15 


Si  Ton  considère  le  premier  quart  de  la 
courbe  y  on  trouve  qu'il  a  la  forme  indiquée 
x'    ci-contre.  Pour  le  point  d'inflexion  I,  la  valeur 
de  4go  est  comprise  entre  ~  ec  |  tt  ;  donc 


8  ^     ^6 


La  formule  (7)  peut  être  écrite  ainsi  : 


lga  = 


? 

f_ 

i  -4- -71g» 

f 


Pour  calculer  cette  valeur,  remarquons  d'abord  que, 
d'après  les  inégalités  précédentes, 

sin4«  =  -H\/l— (— )  ==-H— \/22T,    cos2a=-*-\/— ' 
y  \l5/  15  '  V  30 


tgtf=-t- 


V/5Q  — y/io 
Î7Ï7 


^6         ,       2,. — 


puis 


15 


y/30  _  v/13  8 


15 


tga  = 


1  -4- 


t/17  y/221  V/5&0  — 21 

8(1/50  —  1/15)  "~8t/50  +  9y/15 
17\/13 


t/17. 
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Le  numérateur  est  négatif;  dont  la  tangente  en  I  fait, 
avccOAy  un  angle  obtus.  Au  moyen  des  tables  trigono- 
métrîques,  on  trouve  a==178**47'. 

I.  Trouver  les  points  d'inflexion  des  courbes  représen- 
tées par 

1  1  1 

y_- ,    II—: ,    ||_= , 

18  i  1        !2 

1 cos  — »  1 cos  6u  i cos— « 

6        3  6  2       5 

a*               a  sin  5» 

tt*=— 5    ti  = -*-6nj    u  =  a(tgw  —  i),    t/'=a' 


a  COS»  COSco 

II.   Théorème.  —  Une  courbe  AMB  étant  définie  par 

Inéquation 

F(w,t;)  =  0 

entre  les  coordonnées  bipolaires  u ,  v  ;  si  l'on  prend  les  dis- 
tances Ma,  Mb,  proportion- 
nelles à  -T-y  2^y  et  que  l'on 


du      dv 

achève    le    parallélogramme 
MaNb,  la  diagonale  MN  est 

normale,  ett  M,  à  la  courbe. 

^  ^        III.   Appliquer  cette  con- 

struction à  V ovale  de  Descartes,  représentée  par 

-+-=cr). 

a       b 

IV.  Exprimer  ds^  en  fonction  de  w,  t;  et  de  leurs  diffé- 
rentielles. 

V.  Qiue  deviennent  les  formules  demandées,  si  les  coor- 
données M,  V  sont  remplacées  par  cd,  6? 

n  Cono^We.  Voir  p.  350. 
(••)  Voir  p.  448. 
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CHAPITRE  XIV. 

CONTACT,  OSCULATION  ET  COURBURE  DES  LIGNES  PLANES. 


C«iil«el  el  o«calatl«ii. 


t»4.  Divers  ordres  de  contacts.  —  Soient  f/  =  /'(x\ 

7     y==(p(x)  les  équations  de  deux 
courbes  MA,  MB  ayant  un  point 
A  commun  M.  Il  en  résulte 

==:A[/-'(X)-/(X)  +  .], 

p'"^   s  désignant,  suivant  Tusage,  un 
infiniment  petit,  de  même  ordre  que  A. 

Si  MA,  MB  ont  une  tangente  commune  MT,^(x)==(p'(x); 
donc 

6i  s'annulant  avec  h  :  on  dit  que  les  deux  courbes  ont  un 
contact  du  premier  ordre. 

Si,  axec  r(x)  =  (f'(x),  on  a  r(x)  =  cp"(x),  la  diffé- 
rence des  ordonnés  MT',  M'T'  devient 

il  y  a  contact  du  deuxième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

!•&•  Remarque.  —  Quand  le  contact  est  de  premier 
ordre,  d  ne  change  pas  de  signe  avec  A  :  près  du  point  de 
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contact,  Pune  des  courbes  est  intérieure  à  l'autre.  Au  con- 
traire, ]e  contact  étant  du  deuxième  ordre,  S  change  de 
signe  en  même  temps  que  h  :  les  deux  courbes  sont  sécantes. 
Cette  propriété  est  générale  :  suivant  que  l'ordre  du  con- 
tact est  pair  ou  impair,  les  deux  lignes  sont  tangentes  et 
sécantes  y  ou  simplement  tangentes. 

iMi.  Si  les  courbes  MA,  MB  ont  un  contact  d'ordre  n, 
et  qu'une  courbe  MC  ait,  avec  MA,  un  contact  de  Tordre 
n — 1  seulement,  le  rapport  des  valeurs  correspondantes 
de  d  a  pour  limite  zéro.  Par  conséquent  :  dans  les  environs 
du  point  M,  la  courbe  MB  s'approche  de  M\plus  que  toute 
autre  courbe  MC  ayant,  avec  MA,  un  contact  d'ordre  infé- 

m 

rieur  à  n. 

tll9.  Courbes  osculatrices.  —  Quand  on  dispose  des 
paramètres  contenus  dnns  (p(x),  de  manière  que  Tordre  du 
contact  entre  MB  et  MA  soit  aussi  élevé  que  possible,  la 
courbe  MB  est  dite  osculatrice  à  MA.  Ordinairement,  Vordre 
du  contact  de  MB  avec  MA  est  égal  au  nombre  des  paramè- 
tres, diminué  de  l'unité  :  en  effet,  il  faut  n-hi  équations 
pour  exprimer  qu'il  y  a  contact  d'ordre  n.  Par  exemple, 
comme  l'équation  y^^ax-^-b  renferme  seulement  deux 
paramètres,  la  droite  osculatrice  à  une  courbe  est,  simple- 
ment, la  tangente  à  cette  courbe. 

Cercle  osenlalear. 

t98.  Supposons  que  la  courbe  osculatrice  soit  la  cir- 
conférence représentée  par 

Cette  équation  contient  trois  paramètres;  donc  le  cercle 
osculateur  est  celui  qui  a  un  contact  du  deuxième  ordre  avec 
la  courbe.  Pour  déterminer  a,  p,  p,  il  suffit  d'exprimer  que 
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X,  y,  y'  el  y'  ont  mêmes  valeurs  pour  la  courbe  donnée  ei 
pour  le  cercle  cherché.  D'après  Téquaiion  (1)  : 

X-  a  -f-(t/-p)y  =0,  (2) 

Ainsi,  dans  chaque  cas  particulier.  Ton  devra  remplacer 

î/',!/"parr(x),r(^)- 

On  lire,  des  relations  (2),  (3)  : 

^  -*-  y' 
!/-?  =  --7r-'  (4) 

{\  ^  y")  y'  ,,. 

y 

p  =  =*= — ^; — ;  W 

puis,  en  désignant  par  0  Tangle  de  la  tangente  avec  la 
partie  positive  de  Taxe  des  abscisses  : 

y  —  p  =  qppcose,    X  —  a  =  ±psine; 

ou  bien  : 

jB  =  y  db  p  cos  ô,     a  =  x  :::f:  p  sill  ô.  (7) 

Conséquemment,  en  partant  de  Téquation  d'une  courbe, 
on  peut  déterminer  le  cenire  et  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  à  cette  courbe. 

!•••  Remarques.  —  I.  Le  rayon  p  est  souvent  regardé 
comme  essentiellement  positif  :  on  doit  donc  attribuer  à 
1/(1  H- 2/'^)'  le  signe  de  j/".  Néanmoins,  si  Ton  veut  que 
la  formule  (6)  donne  la  grandeur  du  rayon  et  le  sens  dans 
lequel  il  est  dirigé,  on  peut  convenir  de  prendre  positive- 
ment le  radical;  et  alors  p  est  siiué au-dessus  ou  au-dessous 
de  la  courbe,  selon  que  celle-ci  tourne  sa  convexité  ou  sa 
concavité  vers  le  bas  de  la  figure  (195). 
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II.  Aux  points  d'inflexion,  le  cercle  osculateur  est  rem- 
placé par  la  tangenfe.  En  effet,  le  rayon  p  devient  infini 
lorsque  j/"=0;  et  celte  condition  détermine  les  points 
dont  il  s'agit. 

900.  Expressions  diverses  de  p.  —  A  l'occasion  des 
Changements  de  variables,  nous  avons  trouvé 

ds' 

p  =  ^3-i5 Tir'  W 

suivant  que  la  variable  indépendante  est  quelconque,  ou 
qu'elles  est  &),  ou  qu'elle  est  s. 

A  ces  formules,  on  peut  ajouter  celle-ci  : 


s 


f    (?-^   ?    ) 

que  l'on  déduit  aisément  de  la  deuxième,  en  supposant  (199) 

i 

«  =  -0; 

puis  les  deux  suivantes,  dont  la  vérification  est  facile  : 

dx  dy 


P== 


-(!)  €) 


n- 


! 
i 

à* 


(•)  Si,  pour  l'homogénéilé,  on  écrit  u=-,  cette  égalité  constitue  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

(**)  Elles  m'ont  été  indiquées  par  M.  Mansion ,  professeur  à  T Université 
de  Gand. 
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Application  «as  eoBl^nea. 

••t.  Considérons  d'abord  lellipse  représentée  par 

ay  -4-  t V  =  aW. 

On  tire  de  celte  équation,  en  prenant  x  comme  variable 
indépendante  : 

a^yy'  -♦-  6'a:  =  0 ,    a'y  *  -*-  a'yy "  -♦-  6'  =  0  ; 
puis 

— --^6* 

La  formule  (7)  devient  donc 

^  (gy  ^  6Vf 
a*6* 

Telle  est  la  valeur  générale  du  rayon  du  cercle  osculatewr 
à  l'ellipse. 

M%9.  Si  Ion  élimine  j/^  on  trouve 

,_[a*  — (a«>-6')a''] 
^  "^  aV  ' 

et  il  est  visible  que  p'  est  ^tmmtim  pour  \=±tkf  maxi- 
mum pour  x  =  0;  c'est-à-dire  aux  extrémités  du  grand  axe 
et  aux  extrémités  du  petit  axe.  Pour  les  premiers  points, 

p,  ==  minimum  =— ; 

a 


et ,  pour  le  second , 

P2  ==  maximum  = 


a» 


De  ces  deux  formules,  on  conclut  que  : 

Le  rayon  du  cercle  osculateur,  en  un  sommet  de  l'eUipse 
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est  une  troisième  proportionnelle  au  demi-axe  aboutissant  à 
ce  sommet j  et  à  Vautre  demi-axe. 


)90S.  Transformations  de  la  formule.  —  1°  Si  Ton 
appelle  d  la  distance  OD  du  centre  à  la  tangente  MT,  on  a, 
par  une  propriété  connue , 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  peut  écrire  ainsi  Téga- 
lilé(12): 

2®  Soit  a'  le  demi-diamètre  parallèle  à  MT  :  le  premier 
Théorème  d'Apollonius  consiste  en  ce  que  da'^^ab-  (*); 
donc  la  dernière  formule  se  réduit  à 

a" 
P  =  -.  (13J 

« 

Celle-ci  exprime  ce  théorème,  généralisation  du  précédent: 

Le  rayon  du  cercle  osculateur,  en  un  point  quelconque  M 

de  Vellipse,  est  une  troisième  proportionnelle  à  la  distance 

de  ce  point  au  diamètre  conjugué  de  My  et  à  la  moitié  de 

ce  diamètre  conjugué. 

(*)  Manuel  des  Candidats,  1 1,  p.  429. 

31 
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S"*  Si  l'on  désigne  par  u,  v  les  rayons  vecteurs  aboutis- 
sant au  point  M,  on  a  {*) 


uv 


I        c    \(        c    \        ,       c«  a*-aV-*-6y 


o* 


Mais 

donc 


ou  bien 


aY-^b*3f      aV 


uv 


904.  Construction  géométrique.  —  Menons  la  tangente 
A'R;  joignons  le  point  R,  où  elle  eoupe  la  tangente  MT, 
au  pied  P  de  la  normale  MN;  et  élevons  RQ  perpendicu- 
laire à  PR.  D'après  la  formule  (i  3),  MQ==p.  Conséquem- 
ment,  le  point  C,  symétrique  de  Q  par  rapport  à  M,  est  le 
centre  du  cercle  osculateur. 

tOft.  Autre  construction. —  En  désignant  par  n  la  1od> 
gueur  de  la  normale  MN ,  on  a  (tss) 


n  =  t/l/i-4-y*; 


(*)  Manuel  des  Candidats,  1. 1,  p.  414. 
(•*)  Comme  Ç  =  a'*,  on  a 


uv. 

Ainsi ,  le  demp-diamètre,  perpendiculaire  à  la  normale,  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  deux  rayons  vecteurs. 

De  cette  remarque,  on  déduit  aisément  la  construction  des  CLXes,  au 
moyen  d'un  système  de  diamètres  conjugués,  construction  donnée  par 
M.  Cliasles,  il  y  a  longtemps. 
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donc  la  formule  (6)  devient ,  à  cause  de  y"= — tj  : 


n» 


P  = 


Q' 


ou,  si  Ton  appelle  p  le  demi-paramètre,  égal  à  -  : 


n» 


Aiusîy  dans  l'ellipse,  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  égal 
au  cube  de  la  normale,  divisé  par  le  carré  du  demi-para* 
mètre  (*).  On  peut  donc  construire  p  au  moyen  d'une  troi- 
sième proportionnelle  et  d'une  quatrième  proportionnelle. 

9MI.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  Téquation 

t*  =  , '  (16) 

i  —  e  cos  » 

qui  appartient  à  toutes  les  coniques.  On  en  conclut  : 

i  —  e  ces  M  6  sin  »  6  ces  » 

f  = »    ?= >    ?= ; 

P  p  P 

puis  y  par  la  formule  (10)» 

P  =^(1  —  2«cos  » ^-  e')*.  (17) 

P 

Pour  simplifier  cette  expression ,  on  peut  observer  que, 

la  normale  MN  étant  bis- 
sectrice de  Tangle  FMF, 

on  a 

FN w 

"2c~2a' 


FN  =  -ti  =  eM;    (18) 
a 


(*)  Oo  va  voir  qae  ce  Uiéorème  subsiste  pour  tontes  les  coniques. 


■i 
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5»  Si  Ton  désigne  paru, 
sant  au  point  M ,  on  a  (*  ^  ces  »  -i-  c'). 

(       ""  ^[a  ^  la  formule  (16)  en 

Mais  ^  ""  «•* 


,4r^t<m.^^<^.  -  Si  l'on  désigne  par  6 
J«"«  ,/;  <<,ue  l'on  abaisse  NG  perpendiculaire  à  Mt . 

;' ^9«-FNcos«==«(i-««»"); 

ou  h        ^ 

r^ualion  (16)  : 

"'•'"^  «cose  =  pn.  ^'^^ 

,  ,  donc  Bnalement.  au  lieu  de  la  formule  (14), 

^""cos'e" 
..s.  Con,/r«c«.-o«  géomctr.g«e. -  Celle  qui  résultcde 
,  Lniére  expression  est  fort  simple  :  l^^^^^. 
ver  le  centre  C  du  cercle  osculateur,  d  e/«^er  NP  p«^ 
liai.:  «  la  normale  MN.  p«i»  PC  perpendtculatre  au  r«jo« 
vecteur  FM. 

n  L.  reUUon  (19)  exprime  que.  dans  toute  «'"'■9"'' '«P;;?^^! 
lanonnale,  sur  le  rayon  wrf.ur  «e„,J  «^«if  î""'.l'^^;«Je 
paromi/re.  Ce  théorème  est  dû  à  Éilenne  Pages,  prématurément  «. 

911T  sciences. 


aux  sciences. 
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:<• 


la  courbure  éeu  lignes* 
\ 

m 

.  sens  vulgaire  du  mot  courbe,  on  est  con- 

.  1^  une  circonférence  a  même  courbure  en 

.S;  2*  de  deux  circonférences,  celle  qui  a  le  plus 

i  a  la  plus  grande  courbure.  En  conséquence,  on 

prend,  pour  mesure  de  la  courbure  d'une 

'^  circonférence  dont  le  rayon  est  R,  ^* 

D'ailleurs, 


R 


a 


ACB' 


car 


ACB  =  R». 


ttO.  Rayon  de  courbure.  —  Considérons,  sur  une  ligne 
quelconque  AB,  un  petit  arc  convexe  MM',  dont  les  tan- 
gentes fassent  entre  elles  l'an- 
gle (ù  :  i^est  ce  qu'on  appelle 
.]i   la  courbure  moyenne  de  l'arc 
MM'.  Si  M'  se  rapproche  de 

A  ^'  i^  ^^"^  ^^i*^  ^"^  limite 

que  l'on  peut  représenter  par  ^  :  R  est  le  rayon  de  cour- 
bure, relatif  au  point  M. 

911.  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle  oscula- 
leur.  —  Si  l'on  désigne  par  e  l'angle  de  deux  tangentes  con- 
sécutives, £  est  Yangle  de  contingence.  On  vient  de  voir  que 
^  =  liin|^.  Or,  cette  limite  égale  3;  donc  ^  =  5* 

Gela  posé,  il  est  visible  que 

dy\       f/xcPy  —  rfyrf'x 
donc 


±i 


-■( 


are  tg 


rfxcTy  —  dyd^x 
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I.  L'équation  de  Tellipse»  en  coordonnées  bipolaires, 
étant  u-j-V'^^^ia;  trouver  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure, V  étant  la  variable  indépendante. 

II.  Calculer  les  rayons  de  courbure  des  lignes  représen- 
tées par 

x»  +  y'  =  o'('"),     ^r^l-C),     w»  =  o«  cos  2«  0, 

a        a 

a 

fi) 

III.  L*ellipse  étant  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male en  un  point  M,  calculer  le  rayon  de  courbure  eu  ce 
point. 

IV.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  la  questioD 
précédente,  déterminer  la  parabole  osculatrice  à  Tellipse. 

V.  Théorème.  —  Le  rayon  de.  courbure  de  la  cbainetle, 
représentée  par 

est  égal  au  segment  de  la  normale,  compris  entre  la  courU 
et  l'axe  des  abscisses, 

(*)   Seconde  parabole  cubique. 

(")   Ciwofcto. 

("*)  Hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

C)  Logarithmique. 

(*)    Lemniscatô  de  BemoulU, 

{^)  Spirale  d:Archimède. 

C")  Spirale  hyperbolique. 

C")  Spirale  logarithmique. 
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VI.  Théorème. —  La  distance  d'vn  point  M  d'une  courbe, 
à  la  tangente  au  point  W  infiniment  voisin  de  M ,  est 

â=  — 

VII.  Théorème.  —  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui 
ont,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  donnée,  est  un  cercle, 

VIII.  Théorème.  —  Soient  n,  (ù  les  coordonnées  d'un 
point  M  appartenant  à  une  courbe  C.  Soient  u',  a)'  les  coor- 
données du  point  M'  de  la  podaire  C  de  C,  correspondant 
à  M.  Soient  enfin  p,  p'  les  rayons  de  courbure  de  C,  C,  en 
M,  M'  :  on  a 

i     â     pu' 


u 


w^ 


CHAPITRE  XV. 

DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES. 


9t9«  La  développée  CD  d'une  courbe  AB  est  le  lieu  des 

centres  C  des  cercles  oscu- 


B     M^ 


lateurs  à  AB.  Réciproque- 
ment, AB  est  la  dévelop- 
pante de  CD. 

918.  Théobème  I.  —  La 
normale  MC,  à  la  dévelop- 
pante, est  tangente  à  la  dé- 
veloppée. 
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Reprenons  (i99)  les  équations  qui  déterminent  le  cenire 
C  et  le  rayon  p  : 

(x-a)«^.(y-p)«     =p%  (I) 

(x-«)  H-(y~p)y'=0,  (2) 

i-^y'*  +  (y~P)»"=o.  p) 

Si  Ion  différencie  l'équation  (2),  en  y  regardant  y,  y',  a, 
(3  comme  des  fonctions  de  x  (*),  on  trouve,  eu  égard  à 
réquation  (3)  : 

—        '^  =  0 
dx  dx 

OU 

aoL 

et  cette  relation  exprime  que  les  tangentes  en  M  et  en  C 
sont  perpendiculaires  Tune  à  lautre. 

tI4l.  Théorème  II.  —  Uarc  o-  de  développée^  compté  à 
partir  d'une  origine  fixe  I,  augmenté  du  rayon  pdela  déve- 
loppante, tangent  à  la  seconde  extrémité  de  l'arc  <t,  donne 
une  somme  constante. 

La  considération  de  la  tangente  CM  à  la  développée 
conduit,  immédiatement,  aux  égalités 

da      X  —  a       dp      y  —  p 
da  p  dff  ^ 

d'où  Ton  conclut,  par  les  propriétés  des  proportions  : 

rfa  dp  d<T       {x  —  a)  da  -f-  (y  —  p)  dp 

X  — a       y  — jB        p  p({p 

(*)  Au  D«  cité,  on  a  différencié  Téqualion  (t),  puis  Inéquation  (2),  en 
supposant  a,  i3,|B  constants  :  il  s*agissait  d^une  même  drconférenoe.  Main- 
tenant, au  contraire,  la  circonférence  C  varie  avec  le  point  M. 
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Mais,  si  l'on  différencie  complètement  Téquation  (1),  en 
ayant  égard  à  Féquation  (2),  mise  sous  la  forme 

(x  — a)dx  +  (y  — p)dy  =  0, 
on  trouve 

—  (x  —  a)  da  —  (y  —  p)  dp  ==  pdp. 

Par  suite, 

dff==  —  dp  ; 

et,  en  conséquence, 

j  H-  p  =  const  =  lA. 

9±ik»  Le  dernier  théorème  explique  la  dénomination  de 
eleveloppée,  donnée  a  la  courbe  IB :  si  Ion  fixe,  en  I,  Tune 
des  extrémités  d'un  fil  lA,  puis  que  Ion  enroule  ce  fil  sur 
ia  courbe,  de  manière  qu'il  soit  constamment  tendu,  Tex- 
trémité  libre  décrira  la  développante  AMB. 

En  effet,  à  cause  de  o'  +  p  =  IA,  quand  la  partie  du  fil, 
appliquée  sur  la  développée,  sera  IG,  la  partie  tangentielle 
sera  CM. 

9111.  Remarques.  —  I.  B  étant  le  point  commun  aux 
deux  courbes,  arc  ICB  =  IA. 

II.  A  une  développée  DCB  correspondent  une  infinité 
de  développantes,  simultanément  décrites  par  tous  les 
points  du  fil,  à  mesure  qu'ils  se  séparent  de  la  développée. 
Toutes  ces  développantes  sont  des  courbes  parallèles  et 
équidistantes  (18)  deux  à  deux. 

III.  Toutes  les  développantes  d'un  cercle  sont  des  courbes 
égales. 

Béveloppée  de  l'eUlpae* 

jet 9.  De  l'équation  a5j/*-f-6*x*  =  a*6^  on  tire(»Ol)  : 

6'x  6* 
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puis 
done 


p=L* — vF"J* — -w' 


De  même , 


Par  suite, 


"~  a*  * 

(aaf  H-  (6.9)'  =  c*. 


P) 


Telle  est  Féquation  de  la  développée  de  Tellipse. 
Cette  courbe  a  la  forme  CDC'D\  c'est-à-dire  qu'elle  pré- 
B  sente   quatre  points  de  tt- 

brouêsemenU 

919.  Remarque.  —  DV 
'-^  près  le  Théorème  II, 

D'C  -4-  CA  =  D'B, 

B'  OU 


Or  (»0t)  : 


D'C  =  D'B  —  CA. 

5«         ,  a» 

CA  =  Pi  =— »      D'B  =  p,  =  --  ; 
a  o 


donc 


a 


1      fci 


arc  D'C  =-7 

6       a 


Ainsi,  la  développée  de  l'ellipse  est  rectifiable,  tandis  (pu 
l'ellipse  ne  l'est  pas. 

•M.  Parallèles  à  l'ellipse.  —  L'équation  générale  des 
oourbes  qui  ont  CD'C'C  pour  développée  est  (*) 

(AB  —  9C)«  =  4  (A»  -♦-  3B)  (B«  -+-  SAC); 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  111,  p.  SS3;  Mélençtt 
mathématiques,  p.  S5. 
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OÙ  Ton  a  fait,  pour  abréger  : 

A  =  x«-4-y*  — a'  — 6«— **, 

C  =  aVA». 

Ces  courbes  sont  appelées  toroïdes,  parce  qu'on  peut  les 
obtenir  en  projetant  un  tore  sur  un  plan. 

I.  Trouver  les  développées  des  lignes  représentées  par 

y       X  a 

-=1— »  y=siax,  i«'=a*cos2M,  u=:aw^  w=->  u=aef^. 

a        a  a 

II.  Théorème.  —  La  spirale  logarithmique  est  égale  à  sa 
développée. 


CHAPITRE  XVI. 
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990.  L*équation 

/'(x,y,a)  =  0  (1) 

représente  une  infinité  de  lignes  AC,  A'B'»  A'^B",  ... 

Si  deux  de  ces  lignes  se 
coupent,  le  point  d'inter- 
section M  est  représenté 
A         \/^\     L      *  par  l'équation  (i),  jointe  à 

*'  /•(x,y,o-4-Aa)=0.    (2) 
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àa  diminuant  jusqu*à  zéro,  le  point  M  tend  vers  une  posi- 
tion-limite m,  déterminée  par  Téquation  (l),  combinée 
avec 

Aa  ' 

c'est-à-dire  que  les  équations  de  m  sont 

^(x,y,a)  =  0,  (i) 

Le  lieu  du  point  m  est  Venveloppe  des  courbes  données: 
chacune  de  celles-ci  est  une  enveloppée.  Pour  avoir  Téqua- 
tion  de  Tenveloppe,  il  faut,  dans  chaque  cas  particulier, 
éliminer  a  entre  les  équations  (1),  (3). 

9ti.  Théorème.  —  L'enveloppe,  et  chacune  des  envehfh 
pees,  se  touchent  en  leur  point  commun, 

1®  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  àTenveloppéc 
AB,  au  point  m,  est 

df 

-^  =  — — .  (4) 

dx  df 

dy 

^  Pour  trouver  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
renveloppCy  au  même  point  m,  on  devrait  d  abord  chercher 
réquation  de  cette  courbe  ;  mais  il  est  plus  simple  de  diffé- 
rencier réquation  (1),  en  y  regardant  a  comme  une  fonc- 
tion de  X  et  de  y,  déterminée  par  Téquation  (3).  A  ce  point 
de  vue,  on  a 

df      dfdy      dfrda      dady'^ 
dx      dy  dx      da  Ldx      dy  dxj 
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La  seconde  partie  est  nulle ,  en  vertu  de  Tëquation  (3); 
donc 

dy  dx 

'di^'^df^ 

Ainsi,  les  deux  tangentes  coïncident;  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

)tt)9.  I.  Enveloppe  des  normales  à  la  parabole.  —  La 
normale  est  représentée  par  le  système  des  équations 

Y-y  =  -^(X-x),  (5) 

y*=-2px.  (6) 

lit»- 
I  équation  (5)  devient 


Si  l'on  fait  ^  =  —  a,  Téqualion  (6)  donne  x  =  ^  a^p,  et 


i   , 

Y  =  aX  —  ap  —  7  a  p  ; 

ou ,  par  un  changement  de  notation , 

y  =  ax—ap\\-¥-^y 
L'équation  (3)  est  donc 

Eliminant  a ,  on  trouve 

^        27       p       * 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  la  déve- 
loppée de  la  parabole  (913)  :  on  lui  a  donné  le  nom  de 
seconde  parabole  cubique. 
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9tS.  II.  Enveloppe  d'une  droite  AB,  de  longueur  con- 

stante,  glissant  entre  les  càtis 
d'un  angle  droit. 


De 


X 


cos  f      sin  f 


=  1.        (7) 


on  tire,  en  prenant  la  dérivée, 


ou 


xsm  f 

y  cos  e 

cos*  y 

sin'f 

X 

y 

=  0, 


cos"  y 


sm  f» 


(8) 


(9) 


Les  relations  (7) ,  (8)  sont  vérifiées  par 

x  =  l  cos"  f ,    y  ==  /  sin'  y. 
L'équation  de  Tenveloppe  est  donc 

x' H- y»  =- /^*). 


994.  Remarque.  —  Si  l'on  achève  le  rectangle  OABD, 
puis  que  Ton  projette  le  sommet  D  sur  la  diagonale  AB, 
rt  le  point  P  sur  BD,  AD,  on  a 

BE  =  BP  cos  ç.  =  BD  cos'  ?  =  BA  cos"  y , 
AF  =  AP  sin  ?  =  AD  sin'  y  =  AB  sin"  f . 

Ces  valeurs,  comparées  aux  valeurs  (9),  pouventqiie 
l'enveloppée  et  Venveloppe  se  touchent  au  point  P. 

1t9&.  III.  Enveloppe  des  ellipses  décrites  par  tous  les 
points  de  la  droite  AB. 


(*)  La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  appelée  hypccycUnde 
d  quatre  rebroiissemenls  (p.  486). 
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Une  quelconque  de  ces  ellipses  est  représentée  par  le 
système  des  équations 

^-fï=i,  (iO) 

a  -^  b  =  l. 

Pour  n*avoir  qu'un  seul  paramètre^  posons  a=/cos^6, 
6=/sin*6  :  Téquation  (10)  devient 

■     ^    =V. 


cos*fi      sin*6 
La  dérivée  de  celle-ci  est 


cos*  e      sin*  0 
Pour  satisfaire  à  ces  deux  relations,  il  suffit  de  supposer 

x  =  /cos'0,    y  =  /sin'6;  (M) 

valeurs  d  où  Ton  conclut 


9  8  13 

X  -¥•  y  =1 . 

Ainsi,  l^enveloppe  des  ellipses  décrites  par  les  différents 
points  de  la  droite  MB,  coïncide  avec  l'enveloppe  de  AB. 

99e.  Remarques.  —  I.  Cette  enveloppe  commune  est 
encore,  comme  on  le  verra  plus  loin  y  l'hypocycloïde  engen- 
drée par  un  point  d'une  circonférence  roulant  à  l'intérieur 
d'une  circonférence  quadruple. 

II.  Si  l'angle  variable  6  égale  cp,  le  point  M,  représenté 
par  les  formules  (11),  coïncide  avec  P  (jtZâc);  et,  en  consé- 
quence, la  droite  XB  est  tangente,  enP,  d  l'ellipse  dont  les 
demi-axes  seraient 

a  =  BP,    6  =  AP. 
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En  effet,  les  valeurs  précédentes  rendent  identiques  la 

relation  connue 

a*  =  OA.a:. 

••7.  IV.  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  Vexirémili 

^         du  diamètre  d'une  ellipse. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  de 
^  M.  Si  Ton  pose 

jTsacos^,    y  =  6siay, 

on  trouve  que  Téquation  de  MP  est 

a  cos  r 
y  —  6  sin  ©  =  —  •; — : — (x  —  a  cos  y), 
^  b  smf 

ou 

ox  cos  y  -♦-  6y  sin  5>  =  a'  cos*  ^  -♦-  5*  sin*  ç».  (li) 

La  dérivée  relative  à  9  est 

—  ax  sin  f  -¥•  by  cos  f  =  —  2c*  sin  f  cos  f.         (\  5) 
En  éliminant  <p,  Tortolini  est  parvenu  (p.  3S2)  à  Téquation 

[4  (a*  —  a*6*  -^  5*)  —  3  (a*x*  -+-  6*y*)]»  = 

[9a*(26*— a*)x*+96'{2a*— 6*)y*-4(a'-t-6*)(2a*— 6*)(26*— a*)]l 

Au  lieu  de  la  discuter,  il  vaut  mieux  résoudre  les  équa- 
tions (12),  (13),  par  rapport  à  x  et  y.  On  trouve  ainsi  : 

o*  -I-  c*  sin*  9  6*  —  c*  cos*  o   . 

x  = cosç»,     y  = r ^sm^; 

a  0 

et  ces  formules  permettent  de  construire  la  courbe  par  points. 
9)t8.  Remarque.  —  L*ellipse  donnée  est  la  pocfaïre  de 

Tenveloppe.  Conséquemment 
(t&),  le  point  de  contact  P 
peut  être  déterminé  par  la 
construction  suivante  : 

Après  avoir  mené  la  nor- 
maleMNàrellipse,onélèveLN 
perpendiculaire  au  milieu  deOM,  et  Ton  tire  la  droite  ONP. 
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••••  y.  Des  rayons  lumineux,  parallèles^  rencontrent 
une  circonférence  donnée.  Trouver  l'enveloppe  des  rayons 
refléchis  (*). 

Si  Ton  prend  pour  origine  le  centre  C,  et  que  Ton  compte 
les  abscisses  parallèlement  au  rayon  incident  IM,  on  trouve, 
comme  équation  du  rayon  réfléchi,  MR  : 

y  —  as\n  f      sin  âf 
X  —  a  co$  f      cos  2^ 
ou  ycosâf  —  xsin2f  =  —  asin^.  (i) 

La  dérivée,  relative  à  9,  est 


y  sin  2f  -4-  X  cos  2f>  =— cos  y. 


(2) 


Cette  équation  représente  une  perpendiculaire  à  MR. 
De  plus  f  elle  est  vérifiée  par 

x  =  -coSf,     y=-sinç>. 

Donc,  si  Ton  prend  le  milieu  L  de  CM,  et  que  Ton  pro- 
jette le  point  L  en  P,  sur  MR,  P  est  un  point  de  Tenve- 
loppe  cherchée. 
980.  Du  point  C,  comme  centre,  décrivons  la  circonfé- 
rence BL;  puis,  sur 
ML,  comme  dia- 
mètre, la  circon- 
férence MPL.  Les 
longueurs  des  arcs 
BL,  LP  sont,  res- 
pectivement,  |ç, 
^ .  2(p  ;  donc 


s 


atc  BL  =  arc  LP. 


(*)  Celle  enveloppe  est  l'une  des  courbes  appelées  caustiques  par 
réflexion. 

52 


498  CALCUL  DIFFÉRENTIEL* 

Par  conséquent,  si  la  circonférence  MPL,  d'abord  am- 
fondue  avec  BDA,  roule  sur  la  circonférence  BC»  le  point 
P  de  la  circonférence  mobile,  dont  B  est  la  position  ini- 
tiale, décrit  l'enveloppe  BPEF;  ou ,  ce  qui  est  équivalait  : 

Quand  des  rayons  lumineux,  parallèles,  se  réfléchissent 
sur  une  circonférence;  la  caustique  par  réflexion  est  wm 
épicyclotde,  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence 
égale  au  qtiart  de  la  première,  roulant^  extérieurement,  sur 
une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée,  et 
moitié  de  celle-ci. 


I.  D'un  point  C,  pris  sur  une  circonférence  donnée  0, 
on  abaisse  CD  perpendiculaire  au  diamètre  fixe  AOB;  puis» 
du  point  C  comme  centre ,  avec  CD  pour  rayon ,  on  trace 
une  circonférence  CEF.  On  demande  :  1"*  les  valeurs  des 
coordonnées  du  point  E  où  la  circonférence  variable  touche 
son  enveloppe;  2*  Texpression  du  rayon  du  cercle  oscula- 
tour  de  Tenveloppe;  3*  les  valeurs  des  coordonnées  du 
centre  de  ce  cercle;  4"*  1  équation  de  Tenveloppe;  5*  Téqua- 
tion  de  la  développée  de  cette  courbe. 

II.  Par  un  point  A,  pris  arbitrairement  sur  une  para- 
bole donnée,  on  mène  deux  cordes  AB,  AC,  normales  en 
B,  C,  à  la  courbe.  Quelle  est  Tenveloppe  de  la  corde  BC? 

III.  Une  circonférence  C  roule  sur  une  droite  fixe. 
Quelle  est  Fenveloppe  d'une  tangente  T? 

IV.  Trouver  les  enveloppes  des  lignes  représentées  par 


MAi-ih- 


pi      W      p 

en  supposant  :  1®  que  a  soit  variable;  2®  que  (3  soit  variable; 
5°  que  les  deux  paramètres  varient. 
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V.  Soient  A'M,  Â'M'  les  cordes  menées ,  d*une  des 
extrémités  du  grand  axe  d*une  ellipse,  aux  extrémités  d'un 
diamètre  quelconque  ;  soient  P,  P'  les  points  où  les  cordes 
coupent  le  petit  axe.  Sur  PP',  comme  diamètre,  on  décrit 
une  circonférence.  Quelle  est  Fenveloppe  de  cette  ligne? 

Réponse  :  Deux  points. 

VI.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  des 
i  ignés  représentées  par  f(Xf  y,  a)  =  0. 

VIL  Théorème.  —  Si  l'équation  des  enveloppées  est 


©"- (!)■='". 


et  que  les  paramètres  a,  P  satisfassent  à  la  condition 


Vefweloppe  est  représentée  par 


T-ÏÏ^'^- 


De  pluSf  p ,  pi  étant  les  rayons  de  courbure  des  deux 
lignes,  au  point  où  elles  se  touchent,  on  a 

p  m  —  i 


ei         mp         ^ 
m  -^p 

(Ph.  Gilbert.) 

(*)  Ces  courbes,  dont  la  déYeloppé«  de  Pellipse  est  an  cas  partlcalier 
(919),  sont  appelées  storoUdes. 
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CHAPITRE  XVII. 

GYCLOlDE  ET  ËPICYGLOÎDES. 


De  lA  ey«l«Me. 

•Si.  Définition.' —  La  cycloïde  est  la  courbe  engendrée 
par  un  point  d^une  circonférence  qui  roule,  sans  glisser, 
sur  une  droite  fixe. 

999.  Équations'  de  la  cycloïde.  —  A  étant  la  position 

initiale  du  point  décrivant 
M,  on  a  CEM  =  GA.  De 
là  résulte  que,  si  Ton  repré- 
-  sente  par  a  le  rayon,  et  par 
6  la  mesure  de  TangleCOM: 

x=AC  —  CP==ae — asino, 
y  =  PRH-RM=a — acoso; 


y 

• 

. 

. 

D 

B 

/ 

^ 

'^ 

\ 

^~~^ 

/i 

S 

0 

) 

OU 


x  =  a(e  —  sine), 
y  =  a{i  —  cos  b). 


(2) 


Ces  formules  peuvent  servir  à  discuter  et  à  construire 
la  courbe.  Elles  donnent 


a  — y 


i 


cos  B  = 2.,     sin  0  s=  d: —y/^iay  —  y*  (*); 

a  u 


puis 


x  =  a.  arc  cos 


a  — y 


»/5Jay  -  y'  (*). 


(5) 


(*)  Si  le  point  M  est  compris  outre  les  sommets  A,  B,  l'arc  0  esi 
moindre  que  r  :  on  doit  donc,  dans  ce  cas,  adopter  les  signes  supérieurs. 
Au  contraire,  si  M  est  au  delà  du  sommet  B,  on  a 

e>;r,  srnO<0;elc. 
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m.  Tangente  et  normale.  —  On  a 


i 

da;  =  a(i  —  cos0)da<=Sa8in*-6c(9,    dyssasinOde;  (4) 


par  conséqueût 


dy  sina  i     ' 

2 

Si  Ton  trace  la  corde  MD  : 

i  i 

MD0  =  ~9,     ig  FDM  =  601 -a; 

donc  MD  est  la  tangente.  Par  suite,  7a  droite  MG,  qui  joint 
le  point  décrivant  au  point  de  contact  G ,  es^  /a  normale.. 
Cette  propriété  subsiste  pour  toutes  les  Roulettes,  résul- 
tant du  roulejnent  d'une  ligne  sur  une  ligne  fixe. 
)iS4«  Longueur  de  l'arc.  —  On  tire,  des  équations  (4), 

d«'  =  2a*  (i  —  cos  a)  cto*  =  4o' sin»-o.de'; 

OU 

i 

ds  =  2asm^Bde.  (6) 

Cette  valeur  de  ds  prouve  que 

i'     •*       " 

«  =  C  —  4a  cos  —  a. 

2 

Si  Ton  prend  le  sommet  A  pour  origine  des  arcs,  la 
constante  G  est  déterminée  par  la  condition 

0  =  C  — 4a; 


donc 


AM  =  «  =  4a  (l  —  cos-  aj.  (7) 


Ainsi,  la  cyckide  est  une  courbe  rectifiable.  Si  Ton  repré- 
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sente  par  /  la  longueur  de  la  cycloîde  entière ,  on  a  done, 

en  faisant  6=2^9 

/»»8a:      '  (8) 

la  longueur  de  la  cycldXde  égale  quatre  fois  le  diamètre  au 
cercle  générateur. 

98ft.  Remarques.  —  I.  Soit  B  le  sommet ,  déterminé 
par  6=7r  :  il  résulte,  des  formules  (7)  et  (8),  que 

arc  MB  =s  4a  cos  -  0. 
Mais  9  dans  le  triangle  isoscèle  MDO  » 


in)==3acos^o; 


donc 


arc  MB  =  S .  corde  MD.  (9) 

II.  Soit  6  le  point  diamétralement  opposé  à  M.  A  cause 

AC  =  arc  CEM ,    Al  =  arc  MC6 , 
CI  =  arc  CG. 


de 
Ton  a 


Ainsi,  pendant  que  M  décrit  la  cycloide  AMB,  le  point 
G  décrit  une  cycloîde  égale,  dont  I  est  Torigine,  et  F  le 
sommet. 

III.  Pour  diviser,  en  n  parties  égales,  l'arc  MB,  t7  suffit 
de  diviser,  en  n  parties  égales,  la  corde  BH;  de  tracer  les 
arcs  DE,  D'E', ...;  puis  les  droites  EF,  ET',  ...  parallèles 

à  la  base  AA'. 
ïL.^^^:^^ —  IV.  Si  HKH'  est 

^  un  diamètre  de  la 

circonférence  SI, 
Ton  a 

arcBM  =  2BH, 
arcBM'==âBH'; 
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ei,  par  conséquent , 

(arc  BM)«  ^.  (arc  BM')'  =  i  60*  (*). 

9Se.  Rayon  de  courbure.  —  Prenant  toujours  6  pour 
variable  indépendante ,  on  trouve 


puis 


cPx  =  a  sin  edB\    dfy=^a  ces  ede'; 


dxcPy  ■—  dycPx  =  a'  [{}  —  cos  e)  cos  fi  —  sin*  «1  do» 


\ 


=  —  2a'  sin"  :-  6 .  de*. 


donc 


Et  comme 

ds'  =  4a*  sin*  -  fid«*; 
la  formule 


p  = 
devient 


dxd^y  —  dyd^x 


ps=4asin-6.       (iO) 


MC  =  2asm-e; 
p  =  2Ma 


Par  conséquent,  fe  centre  du  cercle  osculateur  est  le  point 
M'y  symétrique  de  M  y  relativement  au  point  de  contact  C. 
En  particulier,  le  centre  de  courbure,  pour  le  sommet 
B,  est  le  point  B^  symétrique  de  B  relativement  à  la  base 
Ax  de  la  cycloide. 


(*)  Cett«  remarque  est  due  à  M.  Mennesson ,  Capitaine  d^artillerie. 
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9M1.  Développée.  —  La  développée^  c'est-à-dire  le  lieu 
des  points  M',  est  une  q/cloîde  égale  à  la  première  (*). 

Les  points  M,  M'  étant  symétriques  relativement  au 
point  Ç  9  l*on  a 

arc  D'M'  =  arc  DM  =  arc  CG. 

Donc,  si  Ton  fait  glisser,  parallèlement  à  FF',  la  partie 
supérieure  de  la  figure,  la  cycloïde  IF,  lieu  du  point  G, 
viendra  coïncider  avec  le  lieu  du  point  M  :  ce  lieu  est  donc 
une  cycloïde  égale  aux  deux  autres. 


9S9.  Définition.  —  Si  la  circonférence  0'  roule  mr  la 

circonférence  fixe  O,  tin  point 
quelconque  M  de  la  première 
décrit  une  courbe  appelée  éph 
GYCLOÎDB  (**)• 

999.  Équations  de  la  omr- 
be.  —  La  position  initiale  A 
de  M  est  déterminée  par  la 
condition  arc  CM  =  arc  CA, 
ou  R«  =  RV.  (H) 

Si  Ton  prend  le  centre  C  pour  origine,  et  la  droite  OA 
pour  axe  des  abscisses,  les  équations  du  point  M  sont 

X  =  (R  -4-  R')  cos  a  —  R' cos  (a  ^  «'),  (42) 

y  =  (R  H- R')  sin  «  —  R' sin  (a  +  «').  (43) 

{*)  Le  pendule  cycloidal,  que  l*on  voit  dans  qaelqaes  cabinets  de  Phy- 
sique, est  fondé  sur  cette  propriété. 

(**)  Qadques  auteurs  emploient  les  dénominaUons  d*épicyclMB  et 
^hypocyclMe,  en  réservant  celle-ci  au  cas  oti  la  circonférence  mobile 
est  intérieure  k  la  circonférence  fixe.  C*est  ce  que  nous  avons  Dut,  noi»- 
méme,  à  propos  de  Venveloppe  (f  une  droite  glissant  entre  les  côtés  (f  tm 
angle  droit  {9%9), 
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II  restera  donc,  dans  chaque  cas  particulier,  a  éliminer 
a  et  a'  :  cette  élimination,  presque  toujours^  difficile,  est 
souvent  impossible. 

9â,%.  Remarques.  —  I.  Si  Ton  représente  par  m  le  rap- 
port des  rayons  R,  R',  on  peut,  aux  formules  précédentes, 
substituer 

X  =  R'  [(m  -4-  i  )  cos  a  —  cos  (m  -4-  i)  a],  (14) 

y  =  R'  [(m  -♦-  i)  sin  a  —  sin  (m  -f- 1)  a].  {15) 

Celles-ci  permettent  de  discuter  la  courbe. 
II.  Quand  le  cercle  0'  roule  à  Fintérieur  du  cercle  0, 
les  formules  (12),  (13)  doivent  être  ainsi  modifiées  : 

X  =  (R  —  R')  cos  a  4-  R'  cos  («'  —  a),  (16) 

y  ==  (R  —  R')  sin  a  —  R'  sîn  (a'  —  «);  .  (.17) 

et  les  formules  (14),  (15)  : 

X  =  R'  [(m  —  1)  cos  a  -♦-  cos  (m  —  1)  «],  (18) 

y  ==  R'  pm  —  1  )  sin  a  —  siii  (m  —  1  )  «].  (1 9) 

94t.  L  Si  ii?=»l,  il  est  visible  que  répicycloidc  est 
semblable  à  la  podaire  du  point  A,  relativement  au  cercle 
0  (15).  Cette  podaire  est  appelée  :  Limaçon  de  Pascal. 

Dans  ce  cas  très-simple,  les  équations  (14),  (15)  de- 
viennent 

X  =  R  (2  cos  a  —  cos  2a),    y  =  R  (S  sin  a  —  sin  2«). 

Transportant  Torigine  en  A ,  on  trouve ,  au  lieu  de  ces 
valeurs  : 

X  =  2R  cos  a  (i  —  cos  a),    y  =  2R  sin  «  (1  —  cos  «). 
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Il  résulte  y  de  celles^^i,  que  Téquation  de  la  courbe,  en 
coordonnées  polaires ,  est 


tt  =  2R(l  — cos»); 


(20) 


résultat  évident  à  Tinspection  de  la  figure. 

949.  Hypacycloide  à  quatre  rebroussements. —  Dans  les 
formules  (18),  (19),  supposons  fiie=4  :  elles  deviennent 


ou 


x  =  'R!{Z  cos  a  H-  cos  3«),    y  =  R'(3  sin  a  —  sin  3a); 
X sa  R  cos'a,    y  =  R  sîn'tt. 


L'équation  de  répicycloîde  est  donc 

I       2        s 

x'  H-  y'  =  R*. 

Ainsi  y  quand  une  circonférence  dont  le  rayon  est  ^,  rouk 
à  l'intérieur  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  R,  répi- 
cycknde  engendrée  par  un  point  de  la  première  ligne  coïn- 
cide avec  l'enveloppe  d'une  droite  égale  à  R ,  dont  les  exdé- 
mités  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  (9MU). 

94S.  Êpicycloxde  rectiligne.  —  Si  Ton  suppose  m  «=3, 

réquation  (19)  se  réduite 

Conséquemmenty  le  Utu 
du  point  M  est  le  diamètre 
AB  du  cercle  fixe. 

Cette  propriété  curieu- 
se (*),  à  peu  près  évidente 
par  la  figure,  est  appliquée 
dans  certains  engrenages. 


{*)  On  raitribue  à  Cardan. 
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Rccllllcatloii  de*  épleyeloldes* 

t44.  On  tire,  des  formules  (14),  (15)  : 

dx  =  (m  -î- 1)  R'  [ —  sin  a  -*-  sin  (m  -♦- 1)  a]  da, 
^iy  =  (»n- 1)  R'  [-+-  cos  a  —  cos  (m  4- 1)  a]  dct. 

Il  résulte  y  de  ces  valeurs, 

•  ut 
cb  =  2  (m  +  1)  R'  sin  —  ada. 

Le^seeond  membre  est  la  diSerentielle  de 

C  —  4 R'  cos  — a. 

m  2 

Par  conséquent,  si  Ton  détermine  la  constante  C  par  la 
condition  que  a:=0  donne  s=0,  on  a 

m 
ou ,  plus  simplement , 


R'[i  — cos^a]; 


^m-4-  4     ,   .     m 

^  =—  8 R'  sm* — a; 

m  4 

ou  enfin,  à  cause  de  9nR'=R,  maL=^a!  i 

^  R  "*■  R  ->.  .  - ot  #v-% 

<  =  8— - — R'sîn»-.  (21) 

R  4 

D'après  cette  formule,  la  longueur  de  Tare  complet 
d'épicycloîde,  répondant  à  a'=27i,  est 

R 
Ainsi,  toutes  les  épicycloUdes  sont  rectifiables. 


tm 
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146.  Si  le  point  M»  au  lieu  d^appartenir  à  la  circonfé- 
rence 0\  est  simple- 
ment lié  à  celle-ci,  la 
courbe  décrite  prend 
le  nom  d'épicjcloîde 
allongée  ou  accourciej 
selon  que  M  est  exté- 
rieur ou  intérieur  au 
cercle  0'. 

Si  Ton  conserve  les 
notations  employées 
ci-dessus  (9SS),  et 

que  Ton  désigne,  en  outre,  par  d  la  distance  O'M,  on  a, 

sans  nouveaux  calculs  : 


Ra  =  R'a', 

X  =s  (R  +  R')  COS  a  —  d  COS  (a  -+-  a'), 
y  =  (R  H-  R')  siOiX  —  d  sin  (a  -4-  a'). 

Appllcatloiis. 


(22) 


tAS.  I.  Soient  R'=»R,  ct<==2R.  Les  équations  (22) 
deviennent 

op  =  2R  (ces  a  —  cos  2a),    y  sa  2R  (sin  a  —  sin  2«); 

et,  si  Ton  transporte  lorigine  en  I,  position  initiale  de  M  : 

a  ==  2R  ( —  1  -4-  cos  a  —  cos  2a)  =  2R  cos  a  (i  —  2  cos  a), 
y  as  âR  sin  a  (i  —  2  cos  a). 

Il  résulte,  de  ces  valeurs,  que  Téquation  de  la  courbe, 
en  coordonnées  polaires,  est 

tt  =  2R(4  — cos»); 

ou  plutôt,  par  le  changement  de  u  en  —  u  : 

Il  =  4R  cos  oa  —  2R. 
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Gonséqùemmenty  XipUycloxde  dont  il  s*agit  en%  um  con- 
cholde  du  cercle  (9é). 

II.  Supposons,  comme  au  n*  94S9  que  la  circonférence 
0'  roule  à  Tintérieur  d'une  circonférence  double.  Nous 
aurons,  au  lieu  des  formules  (16)  et  (17)  : 

x  =  (R'-t-d)cosa,    y  =  (R'  — «Qsina; 
et,  par  Télimination  de  a  : 

x«  y' 

équation  d'une  ellipse.  Ce  résultat  est  visible  à  Tinspection 
de  la  figure.  En  effet ,  le  diamètre  MN  (948)  est  inscrit  à 
l'angle  droit  yOx  (115). 


I.  Théorème.  —  Toute  epicyclotde ,  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  cercle  C  roulant  sur  un  cercle  fixe  C, 
peut  être  engendrée  par  le  mouvement  d'un  autre  cercle 
C"  roulant  sur  le  même  cercle  fixe  C.  R,  R',  R'^  étant  les 
rayons,  la  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  égale 
le  troisième,  suivant  que  l'épicycloïde  est  intérieure  ou  exté- 
rieure au  cercle  fixe.  (Euler.) 

II.  Théorème.  —  La  développée  d'une  epicyclotde  est  une 
epicyclotde  semblable  à  la  première. 

III.  TnÉORÊMis,  —  Toute  courbe  plane  est  une  roulette. 

IV.  Théorème.  —  Quand  une  courbe  ÀCB  roule  sur  une 
courbe  DCE,  eti  entraînant  une  ligne  FPG,  l'enveloppe  de 
celle^i  coïncide  avec  l'enveloppe  des  trajectoires  de  tous  ses 
points. 

y.  Théorème.  —  Quand  une  parabole  roule  sur  une 
droite,  le  foyer  décrit  une  chainette. 

VI.  Théorème.  —  Quand  une  spirale  logarithmique  roule 
sur  une  droite,  le  pôle  décrit  une  droite. 
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CHAPITRE  XVIII. 

POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES  (*). 

MM.  Les  points  singuliers  d'une  courbe  sont  ceux  qui 
présentent  quelque  particularité  remarquable,  indépen- 
dante de  la  position  des  axes  coordonnés  :  les  points  maxi- 
mum ou  minimum  ne  sont  pas  des  points  singuliers. 

948.  Points  d'inflexion.  —  On  a  vu  (t99)  qu'ils  sont 
déterminés  par  les  équations 

949.  Points  multiples.  —  On  appelle  point  multiple 

celui  où  se  coupent  divers  arcs. 
En  un  pareil  point,  la  courbe  ad- 
met plus  d'une  tangente. 

Soit,  par  exemple, 


Si  Ton  prend  les  deux  formules  : 

on  voit  que,  pour  x  =  0,  yi^:=y^=zl.  D'ailleurs,  de 
x  =  —  6  à  arc=3-f-e,  y,  croît  et  yj  décroît.  Il  y  a  donc 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  B.  En  outre  : 

^îfi     ■  • r  ^  dVi         •  / * 

-p=i/x-»-i-+- — — z=»  -pî=— l/âm ■ ; 

«^  al/x^TT    «*  2V/îcTT 

(*)  Ce  chapitre  De  contient  que  de  simples  notions.  Pour  la  ihéorie  com- 
plète des  points  singuliers,  le  lecteur  peut  consulter  une  remarquable 
Thèse  de  M.  Briot  {Journal  de  LiowHUe,  tome  X). 


POINTS  SINGULIERS  DES  GOURDS  PLANES.  5H 

et,  pour  a;=0  : 

^y*    ^.    «'y»       . 

dx  dx 

9ftO.  Soit 

réquation  de  la  courbe  :  nous  supposons  que  le  premier 
membre  est  un  polynôme  entier.  En  un  point  quelconque, 
où  la  tangente  est  uniqtœ,  elle  est  déterminée  par 

dy  dx  ^ 

dx^~df* 
dy 

ce  qui  exige  que  les  deux  termes  de  la  fraction  ne  soient 
pas  nuls  simultanément.  Au  contraire,  pour  un  point 
multiple,  on  doit  avoir,  en  même  temps, 

Si  le  point  est  double,  les  coefficients  angulaires  des 
deux  tangentes  sont  déterminés  par  Téquation 

dx*      dxdy  dx      \dxdy      dy*  dxl  dx 


uu 

dy*  \dx)         dxdy  dx      dx* 

dont  les  racines  doivent  être  réelles  et  inégales. 
Si,  avec  les  relations  (2),  on  a  encore 

ip-">-  érr'-  ^'""        <*' 

e'est-à-dire  si  les  valeurs  de  x ,  y,  qui  satisfont  aux  équa- 
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tions  (2),  annulent  les  trois  dérivées  du  second  ordre, 
réquation  (3)  devient  identique;  le  point  singulier  est  ordi- 
nairement triple^  réquation  (3)  est  remplacée  par 

rfy»  \dx/  dy^dx  \dxl         dydx"  \dxl      d^        '  ^  ' 

cette  équation  doit  avoir  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Ainsi  de  suite. 

9ftt.  Applications.  —  I. 


Les  équations  (3)  sont  vérifiées  par  x=^,  y=0.  L'équa- 
tion (3)  devient,  à  cause  de  ces  valeurs, 


(I)"— »• 


dr  df 

IL  X*— x«y-Hy»=0,  -/-  =  4x'  — 2yx,  -L=  — a:»^-3y»: 

ux  dy 

Torigine  est  peut-être  un  point  multiple.  Prenant  les  déri- 
vées secondes,  on  trouve 

d*/*  d^f  dT 

Pour  x=0,  y=0,  Téquation  (3)  devient  identique  :  for- 
mons réquation  (5).  A  cause  de 

^=:24x,     j:^j-  =  — 2,     1— r-î=0,     -r4=6, 
rfx»  dx'dy  dxdy"        '     dy* 

cette  équation  est 

\dxl      dx 
n  Cet  exempte  a  été  traité  ci-dessus  (tâ9). 
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Conséquemmenty 

dx        ^     dx 

Torigine  est  un  point  triple, 

9&!t.  Points  de  rebroussement.  —  On  appelle  ainsi  les 
points  où  deux  branches  de  courbe  s'arrêtent,  de  manière 
à  rester  d'un  même  côté  de  la  normale  en  ce  point. 

Le  rebroussement  est  de  première  espèce  quand  la  tan- 
gente commune  est  entre  les  deux  arcs  :  dans  le  cas  con* 
traire,  il  est  de  seconde  espèce. 

Soit 

Tabscisse  ne  peut  être  négative;  de  plus,  lim  |=^0. 
Enfin,  quand  x  est  moindre  que  1,  les  deux  valeurs  de  y 
sont  positives.  Il  y  a  donc,  à  Torigine,  rebroussement  de 
seconde  espèce. 

•58.  Si,  dans  Téquation  (l)»  x  est  regardé  comme  un 
paramètre  variable,  deux  des  valeurs  de  y  doivent,  pour 
le  point  cherché,  devenir  égales  entre  elles.  D'après  la 
théorie  des  racines  égales  (Alg.,  SIA),  on  a,  pour  ce  même 
point. 

En  outre, 

dl_ 

dx 

sans  quoi  la  tangente  au  point  de  rebroussement  serait 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  ;  ce  qu^on  peut  ne  pas  sup- 
poser. Si  Ton  élimine  y  entre  les  équations  (1),  (6),  on 
arrive  à  une  relation 

fW  =  0,  (7) 

53 
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donnant  les  valeurs  de  x  auxquelles  répoodwt  4eia  valeurs 
égales  de  y. 

Soit  a  une  racine  de  cette  équation  (7).  Si,  quand  x 
varie  de  a  —  e  à  a-4-eyIa  fonction  <f(x)  change  de  signe, 
i7  peut  y  avoir  rebrotissement  au  point  dont  1  abscisse  est  a. 
II  taux,  en  outre,  que  Téquation  (3)^  soit  vérifiée  par  des 
valeurs  réelles  et  égales  dç  ^;  ce  qui  donne  la  coodilioa 

\dxdyi       dx'   dy' 
9ft4*  Application  : 

(y'-.OrV  — ^ar(x— 1)»  =  0.  (8) 

Les  équations  (2)  sont 

4  (y«_-  x*)x  +  9  (x  —  i)»-i-  27a:(x  —  i)*  =  0. 

Ces  trois  équations  sont  vérifiées  par  x  »»  1 ,  y  »=  1 .  De 
plus,  pour  ces  valeurs,  Téquation  (3)  devient 


d-')'-- 


Enfin,  sans  quMl  soit  besoin  de  former  la  fonction  f  (x),  ou 
reconnaît,  à  l'inspection  de  Téquation  (8),  qu*on  ne  peut 
supposer  x  ==  i  —  e.  En  résumé,  x  =  1,  y  =  1  sont  les 
coordonnées  d'un  point  de  rebroussement. 

)ift5.  Points  anguleux.  —  Si  deux  branches  viennent  se 
terminer  en  un  même  point ,  de  manière  que  leurs  tan- 
gentes soient  différentes ,  on  donne  à  ce  point  le  nom  de 
point  anguleux  :  le  point  de  rebroussement  en  est  un  cas- 
limite. 
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Soit,  par  exemple. 


y  = 


i 


Suivait  que  x  est  positif  ou  négatif,  lim  |  «=  0  ou  1 . 

Ainsi,  la  courbe  a  la  forme  indiquée 
ci-eontre  :  rorigiiie  est  un  point  an- 
guleux. 

)M4^  Paint»  d'arréi.  -^  Ua  point 
d*arrét  est  celui  où  une  branche  de 
courbe  s'arréêe  brusquement  L'éqo»- 
tion 


y  = 


t 


1 


e 


représente  une  courbe  qui  a  deux  points  d*arrét,  apparte- 
nant à  Taxe  des  ordonnées ,  et  syaiétriquement  placés  par 
rapport  à  Torigine  (*). 

969.  Théorème.  —  Une  courbe  algébrique  ne  peut  aooir 
nt  point  d'arrêt  ni  point  anguleux» 

Soit  F  (x,  y)  =  0  réquation  de  la  courbe,  F  étant  un 
polynôme  entier.  Si  Ton  regarde  x  comme  un  paramètre 
variable,  et  que  pour  x=> — s,  une  valeur  de  y  soit  ima- 
ginaire, cette  valeur  n'est  pas  unique  :  il  y  en  a  une  seconde, 
conjuguée  de  la  première.  Pour  x  =  X,  ces  deux  valeurs 

de  y  deviennent  égales  ;  et,  pour  x^=^'he, 
elles  sont  réelles  et  inégales. 

Ainsi,  un  point-limite  A  est  toujours 
celui  où  se  raccordent  deux  arcs  AB,  AC. 
Celte  simple  remarque  prouve  la  pre- 
mière partie  du  théorème. 


y 


(*)  L*équalioQ  n*élant  ivas  altérée  quand  xeiy  changent  simaltanémenl 
de  signe,  Torigine  est  un  centre  de  la  courbe. 
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Relativement  à  la  seconde ,  observons  que 

dV 
dy  dx 

La  fraction  a  ses  termes  entiers;  donc  elle  ne  peut  deve- 
nir discontinue  qu'en  passant  par  Tinfini  (*). 
.  9ft9.  PoinU  ùolés.  —  Un  point  isolé  est  celui  où  ne 
passe  aucun  arc  de  la  courbe,  et  dont  les  coordonnées  vé- 
rifient cependant  Téquation  de  celle-ci. 

L'équation  (x*  -t-  y')'  =  a'x'  -h  ft'y',  qui  représenie 
la  podaire  de  rellipse,  relativement  au  centre,  est  vérifiée 
par  x=3  0,  y»=0  :  Torigine  est  un  point  isolé. 

MB9.  Remarque.  -^  Quand  on  cherche  la  podaire  d'une 
courbe,  relativement  à  un  point  donné,  on  trouve  souvent, 
comme  dans  Texemple  précédent,  que  celui-ci  est  un  point 
isolé,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  du  lieu.  Il 
en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  la  podaire  de  l'ellipse, 
relativement  à  Tun  des  foyers.  La  solution  de  ce  problème, 
bien  simple  (**),  conduit  à  un  résultat  singulier  et  remar- 
quable :  chaque  foyer  se  comporte  comme  une  tangente  dont 
le  coefficient  serait  V —  1. 


L  x*  H-  j/* — 2x«î/  —  2x V  -+-  y'  ==  0  {point  triple). 
IL  x^ — 2y' —  3y*  —  5x*-»- 1=0  (trois  points  doubles). 

!"•  y  =  ÛT^  "*■  TÏÏ^'     y^^  (P^*****  d'arrêt). 


(*)  On  peul  voir,  dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique 
(lome  I,  p.  176),  uoe  autre  démonstration  de  ce  théorème. 

{**)  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  podaire  est  la  circonférence  décrite  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre  (p.  3S1}. 
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IV,  y  =  X  arc  tg  ^  (point  angtdeux). 

V.  w' — 3wcos'tt>-i-2cos'<a=0,  m' — SttcosG)H-2=0 
(points  isolés). 

^''  ^  =  gj^l!l^»  (/^'^^  double,  points  d'inflexion, 
point  de  rebroussement). 

Vil.  j/S  =r=  X  sîn^  X  (une  infinité  de  points  doubles  et  de 
points  isolés). 

VIII.  y  =  cos  (4/ a*  —  x*)  (tiné  %e  ployée). 

IX.  y  =  2  cos  (k1  — x)  ±:  (1  —  x)  x*^  (une  /èut7/e  de 
laurier). 

X.  y  =  cos  (V^a — x)  =fc  K  (a — x)  (a  ± \/ax)  (deux 
feuilles  de  laurier). 

XI.  X  =  [y  —  cos  (V/^)]*  [l  =h  \/i  —  y^cos{V^)\ 
(une  feuille  et  sa  tige)  (*). 


CHAPITRE  XIX. 

DES  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE. 


K  Une  ligne  à  double  courbure,  ou  ligne  non  plane, 
rapportée  à  trois  axes  reclilignes^  rectangulaires  pour  plus 
de  simplicité,  est  complètement  déterminée  si  Ton  se 
donne  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  y,  j;  de 
chacun  de  ses  points.  Le  plus  souvent ,  ces  équations  sont 

(*)  Les  quatre  derniers  exemples  sont  dus  à  M.  Plateau,  Pillustre  pby- 
sicleo  aveugle.  {Bulletins  de  F  Académie  de  Belgique,  1877.) 
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celles  de  deux  des  projections  de  la  courbe,  c>sl-à-dire 
qv^elles  se  réduisent ,  par  exemple  »  à 

y  =  f  W.  (2) 

••l.  Remarque.  —  L'équation  (1)  appartient,  non^eu- 
lement  à  une  courbe  située  sur  le  plan  zx,  noais  encore  à 
un  cylindre  ayant  cette  courbe  pour  directrice,  et  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  Taxe  Oy.  De  même,  Téqua- 
tion  (^)  représente  une  surface  cylindrique,  parallèle  à  Ox. 

let.  Plus  généralement ,  la  courbe  à  double  courbure 
proposée  peut  être  définie  par  les  équations  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  Tintersection  ;  savoir  : 

f{x,y,z)  =  0,  (3) 

F.(x,y,^)  =  0.  (4) 

MIS.  Enfin ,  si  Ton  regarde  la  courbe  comme  la  trajec- 
toire d'un  point  mobile,  on  peut  supposer  que  Ton  donne 
les  valeurs  de  x,  j^,  z  en  fonction  d'une  variable  indépen- 
dante t  :  les  équations  précédentes  sont  alors  remplacées 
par 

^=/i('),  y^m.  ^=/iW.  (S) 

Ce  troisième  système  conduit,  en  général,  à  des  for- 
mules dans  lesquelles  x,  j/,  z  entrent  symétriquement;  ce 
qui  n'a  pas  lieu  quand  on  adopte  les  autres  modes  de  re- 
préaentation. 

MMraBllelle  ée  Tare. 

9S4«  La  démonstration  doimée  pour  les  courbes  planes 
s'applique  aux  lignes  à  double  courbure.  Conséquemmenc, 

d««  =  dx«-Hdy«-^rfz«,  (6) 

quelle  que  soil  la  variable  indépendante. 
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u  On  démontre  y  en  Géométrie ,  que  la  pfûjtttion 
de  la  iangmte  à  une  courbe  est  tangente  à  la  projection 
de  la  courbe.  D'après  cela,  si  la  courbe  est  déterminée 
par  les  équations  (1),  (2),  les  équations  de  la  tangente 
sont 

X-«=g(Z-«),     Y-y  =  ^(Z-z);         (7) 

ou,  sous  une  forme  plus  symétrique  : 

X—x      Y — y       Z — z 
dx  dy  dz 


(8) 


Dans  le  cas  plus  général  des  équations  (3),  (4),  on  tire, 

de  celles-ci  : 

dF  dx      dF  dy       ^  _f. 

dx  dz      dy  dz       dz         '  .      , 

)  (9) 
dF,dx      rfFjrfy      ^_o 

dx  dz       dy  dz       dz 

Nous  devrions  donc,  pour  trouver  les  équations  de 
la  tangente,  résoudre  les  équations  (9)  par  rapport  à 
^'  ^;  puis  substituer,  dans  les  équations  (7),  les  va- 
leurs trouvées.  Mais  il  est  équivalent,  et  beaucoup  plus 
simple,  d'opérer  d'une  manière  inverse  en  substituant, 
dans  les  équations  (9),  les  valeurs  de  ^'  ^,  tirées  des 
relations  (7).  On  trouve  ainsi  : 

dF  dF  dF 

(X-,)-*(Y-,)^.(Z-.)~-0.      (40) 

dFi      ^  dF,  dF» 

(X_.,^.(Y-,)^^,Z-.)^-0.      (.., 
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L  Remarque.  —  Pour  une  raison  que  nous  donne- 
rons bientôt,  chaeun  de3  plans  représentés  par  les  der- 
nières équations  est  appelé  plan  tangent  à  la  surface  cor- 
respondante. 

)M9.  Angtes  de  la  tangente  avec  les  axes.  —  Si  la  courbe 
est  représentée  par  les  équations  (5)9  les  équations  de  là 
tangente  sont 

X— X      Y— y      Z— « 


dx  dy  dz 

Or,  a,  (^9  7  étant  les  angles  dont  il  s'agit,  on  a  : 


(8) 


cos  a 

COS  j3 

Y-y 

cosr 

X  — X 

* 

~Z-x' 

COS  a 

cos|3 

cosr 

c'est-à-dire  : 

c 

dx  dy  dz  * 

et  enfin ,  par  la  relation  (6)  : 


(12) 


dx  dy                    dz 

cosa  =  -7-«  cos  fi  =  -~»     cosr=-T—          (i5) 

a«  ^       os                     ds 

MBS.  Dorénavant,  nous  représentons  par  a,  6,  c  les 

cosinus  directifs  de  la  tangente;  de  manière  que  nous 
aurons  : 

dx  dy                           dz 

ds  "^             ds                           ds 


B«rai«i« 


u  Ce  plan  est  celui  qui  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente, au  point  de  contact.  Il  a  donc  pour  équation 
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m 

Anyle  de  eontlngenee. 

no.  Pour  calculer  1  angle  e,  formé  par  les  tangentes 
en  deux  points  de  la  courbe,  infiniment  voisins  (ttt), 
nous  rappellerons  d*abord  deux  formules  de  Géométrie 
analytique. 

i**  Soient  a^  6,  c  les  cosinus  directifs  d'une  droite  D;  et 
a',  b',  c'  les  quantités  analogues ,  relatives  à  une  seconde 
droite  D'.  Soit  Y  Tangle  des  deux  droites.  Des  relations 
connues  : 

cosV=aa'-*-66'H-cc',    a«-f-6"-*-c'=1,    a'«-*-6'*-hc''=J  (*), 

on  déduit 

sin»  V=  i  —  (oa'  H-  66'  H- 1(!)\ 
ou(**) 

sin*  V  =  (a«  -*-  6*  H-  e)  (a''  -4-  6"  +  c")  —  {ad  +  66'  -4-  €(/)'; 

ou  enfin 

^.  sin«Vs=(6c'-Hî6')»-*-(ca'-Hïc')»-*.(a6'-6a')«.(A) 

^T4         2"  On  a  aussi,  en  prenant  0A=0A'=1, 
et  en  joignant  Torigine  au  milieu  M  de  AA': 

sin  1  V=il/(a'— a)«-*-(6'— 6)V(c'— c)\  (B) 

Â  À 


^     ^Jl 


Si  Fangle  Y  est  infiniment  petit, 
a'=:a+da,    6'=6-i-d6,    c'^s^c-^-dCy    ab' — ha!^=adb — bda^ 
etc.; 

(*)  Manuel  des  Candidats,  tome  II,  pp.  10, 11. 
(**)  Si  on  laissait  le  second  membre  sous  la  forme 

on  ne  pourrait  le  décomposer  en  une  swmm  de  trois  carrés.  €*est  pour 
arriver  k  ce  remarquable  résulut,  que  Von  remplace  l'unité  par 

(a«  +  6»  -♦-  c*)  (a'>  H-  ft'»  H-  c'«). 
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donc  y  en  négligeant  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre  («)  : 

ip  =  {bdc  —  cdby'h{cda  —  ade)*-^(adb  —  bda)\    (k) 

Dans  le  cas  où  la  droite  OA  est  parallèle  à  la  tangente 
d'une  courbe,  au  point  (x,  y,  z)  : 

dx      ,      dît  dz 

"=57'  *-i'  '=-^'     -    i'*) 

donc,  par  la  formule  (B')  : 

£»  =  da«^d6'-*-dc«.  (16) 


99t.  M.  de  Saint-Venant  a  donné  ce  nom  à  la  droite 
perpendiculaire  à  deux  tangentes  consécutives.  Pour  la 
déterminer  en  direction,  remarquons  d^abord  que,  si  ^  m,  n 
sont  les  cosinus  direcUfs  d^une  perpendiculaire  à  deux 
droites  OA,  OA',  on  a,  en  conservant  les  notations  em- 
ployées ci-dessus  : 

al  +  6m  +  cn  =  0,    a'/-4-6'f»-*-c'n  =  0,    P-+-m'-4-n'=i. 

On  satisfait  à  ces  équations  en  prenant 

l  ^       ^       ^  ^ 

b&  —  cb'~ea'  —  ac''^ab'-'ba'^      sinV" 

Gonséquemment,  si  les  droites  sont  deux  tangentes  con- 
sécutives : 

i  ^  «  1.     (17) 


bdc  —  edb      cda  —  ode      adb  —  bda  e 

999.  Remarque.  —  De  même  que  la  biaormale  est  per- 
pendiculaire à  deux  tangentes  consécutives,  la  tangente  eit 
perpendiculaire  à  deu^  binormales  consécutives. 
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Cette  proposition,  à  peu  près  évidente  par  la  Géométrie, 

résulte  aussi  des  calculs  précé- 
dents. 

Quand  on  passe  du  point  M 
de  la  courbe,  au  point  infiniment 
voisin  M',  Péquation 


a/  -4-  6m  -♦-  en  =  0, 


mise  sous  la  forme 


donne 


les  accents  désignant  des  dérivées  (*). 

La  seconde  somme  est  nulle,  parce  que  la  binormale  est 
perpendiculaire  k  la  tangente  M'T'  (tvi)  :  donc 


et,  par  conséquent, 


(i8) 


Or,  /-4-(l/,  m-hdmj  n-^-dn  sont  les  cosinus  directifs  de 
la  binormale  M'N';  a,  6,  c  sont  les  cosinus  directifs  de  la 
tangente  MT  ;  donc ,  etc. 


FIftB  oaclilstoflir* 


tifx.  Le  plan  osculateur  à  une  courbe  AB,  en  un  point 
M,  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  plan  passant  par  la 
tangente  MT  et  la  sécante  MM'S,  lorsque  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  M.  On  peut  le  regarder 


(*)  La  Tariable  iDdépendante,  qui  peut  être  quelcooque,  est,  ordinaire- 
ment, Parc  AM  =  s. 
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aussi  comme  la  limite  du  plan 
TMR,  parallèle  à  la  tangente 
.  MT'  :  en  effet,  Tangle  SMR  est 
inflniment  petit;  donc  les  deux 
faces  TMS,  TMR  tendent  à  se 
confondre. 

tVA.  Équation  du  plan  osculateur.  —  La  perpendicu- 
laire au  plan  TMR  est,  à  la  limite,  la  binormale;  donc 
réquation  du  plan  osculateur  est 

/  (X  —  x)  -H  m  (Y  —  y )  -+-  n  (Z  —  z)  =  0.         (19) 


aiM^le. 


)i9ft.  Cette  droite  est  la  normak  située  dans  le  plan 
osculateur.  Or,  toute  normale  est  contenue  dans  le  plan 
normal;  donc  la  normale  principale  est  représentée  par  le 
système  des  équations 

o(X— a:)-4-6(Y  — y)-fr-c(Z  — z)  =  0,         (45) 
/(X  — x)-4-m(Y  — y)-+-n(Z  — z)  =  0;  (19) 


ou  par  les  proportions 

X— -X         Y  — y 


Z  — z 


cm  —  bn      an  —  cl      bl  —  am 


(20) 


tve.  Remarques.  —  L  En  négligeant  un  facteur  com- 
mun, on  peut,  en  vertu  des  formules  (17),  remplacer  le 
conséquent  cm  —  bn  par 

c  (co'  —  ac')  —  6  (afc'  —  6a')  =  (6*  h-  c')  o'  —  (66'  -4-  ce')  a 
=  (o«  ^  6' -f.  c*)  a' —  (aa' -♦- 66' -*- ce')  o  =  o'. 

Ainsi,  les  équations  de  la  normale  principale  sont,  si  Ton 
veut , 

•y     z-z 


X  — X      Y 


a 


b' 


(«) 
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II.  Si  f,  g,  h  sont  les  cosinus  directifs  de  cette  droite, 
on  a  9  par  les  proportions  (20)  » 

f  9  h 


cm  —  6»      an  —  cl      hl  —  atn 
puis»  par  la  formule  (16)  et  les  proportions  (21)  : 

i^=l  =  *  — fl 
a!      b'      c'  ""  f  ' 

III.  Les  binômes 


(22) 


(25) 


em  —  6ii,    an  —  c/,    6/  —  am 

sont,  non-seulement  proportionnels  aux  cosinus  f^g^  A, 
inais  ils  sont  égaux  à  ces  cosinus,  pris  avec  leurs  signes  ou 
avec  des  signes  contraires. 

En  effet,  par  la  transformation  connue  (99#)  : 

(cm  —  bny  -f-  {an  —  ctf  -¥■  {bl  —  am)* 
=  (a»  -f-  5*  -♦-  c*)  {P  -+.  m«H-  n«)  —  (al  -^  6m  -^  fii)*  =  i  ; 

ainsi 

f  9 h 

cm  —  bn      an  —  cl      bl  —  am 

IV.  Si  Ton  convient  de  prendre  le  signe  +,  on  a  donc 

f=cm  —  6ii,    g  =  an  —  cly    h  =  bl  —  am(*y    (24) 

y.  La  tangente,  la  binormale  et  la  normale  principale 
sont  des  droites  perpendiculaires  deux  à  deux.  Elles  doi- 
vent >  en  conséquence,  satisfaire  aux  conditions  ordinaire- 
ment exprimées  par 

aaV66'-»-cc'=0,  a'o"-*-6'6"H.cV'=0,  a"a+6"6+c"c==0. 

(*)  De  même  : 

a=sgn  —  hm,    bsshl  —  fn,    c^=»(m^gl\ 
l  =sbh—cgj    m  ==  cf—  ah^    n^ag^ bf. 

(Thé(nie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  p.  13.) 
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En  effet  : 

^  sin  V  ^ 

3»  2//-=2i(cm  — 6n)  =  0. 

)i99.  La  définUion  adoptée  pour  les  courbes  planes 
(909)  y  dooBe 

cour&tire  *=  lim  —  ==--■  =  —  : 

às      d$      R 

K  est  le  rayon  de  courbure. 

Oeveto  •■ciilaievr* 

•99.  Le  cercle  osculateur  à  une  courbe  AB,  en  un 
point  M,  est  la  limite  des  cercles  qui,  tangents  en  M  à  AB, 
passent  par  un  point  M' voisin  de  M.  Le  cercle  osculateur, 
évidemment  situé  dans  le  plan  osculateur,  serait  déterminé 
si  Ion  en  connaissait  Yaxe. 

1Ê^9.  Axe  du  cercle  osculateur,  —  Si  Ton  considère  le 

cercle  quelconque  dont  il  vient 
d^étre  question,  Taxe  CD  de 
ce  cercle  est  l'intcrsectioa  du 
plan  N,  normal  en  M,  avec  le 
plan  P,  perpendiculaire  au  mi- 
lieu E  de  MM'.  On  peut  dé- 
montrer, comme  il  suit,  que 
Taxe  CD  se  confond,  à  la  limite,  avec  Tintersection  L  des 
plans  N,  N',  normaux  en  M,  M\ 
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L^équatioa  du  plan  N  étant 

a(X~a:) -i-6(Y  — y) +c(Zr-z)  =  0,  (15) 

réquation  du  plan  N'  sera 

2(o  -•-  Aa)(X  — X—  Ax)  =  0. 

Conséquemment,  Tintersection  L  est  représentée  par 

2a(X-x)  =  0, 

— .(X— x)=2(*»-*^^»)—- 

A  la  limite  y  cette  seconde  équation  devient 

2a'(X-x)  =  1.  (25) 

D  autre  part,  Téquation  du  plan  P  est 


ou 


AS         2^    AS 


(P) 


en  sorte  que  Taxe  CD  est  représenté  par  cette  équation» 

jointe  à 

2a(X_x)  =  0.  (15) 


Si  Ion  prend  s  pour  variable  indépendante,  on  a 
Ax      dx      i  IdPx 

AS 

donc  réquation  (P)  devient 


dx     i  [(Px      \     .  i  . ,      ... 


2(X-x)[a^l(a'  +  a)As]  =  -2 


AS 
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On  peut  donc  prendre,  comme  seconde  équation  de  CD  : 

2(«'H-«)(x-x)=2J^- 

Or,  pour  A^csrO,  celle-ci  ne  diffère  pas  de  Téqua- 
tîon  (25). 

990.  Remarques.  —  I.  L'équation  (2S)  est  la  dérivée 
de  réquation  (IK),  quelle  que  soit  la  variable  indépen- 
dante. 

IL  L*équation  (25)  représente  un  plan  perpeniicuUm 
au  plan  normal  et  au  plan  osculafeur.  En  effet  (976)  : 

2(6c'  — c6')a'=0. 

Le  plan  (2S)  est  donc  perpendiculaire  à  la  normale  prin- 
cipale. 

)i8t.  Centre  et  rayon  du  cercle  osculateur.  —  Le  centre 
est  déterminé  par  les  équations  de  Taxe  : 

2a(X-x)  =  0,  (45) 

2a'(X-x)  =  1,  (25) 

jointes  à  Téquation  du  plan  osculateur  : 

2/(X-x)  =  0.  (19) 

Au  lieu  de  résoudre  ces  équations,  par  rapport  à  X,  Y, 
Z,  il  vaut  mieux  en  conclure  le  rayon  p  du  cercle  oscula- 
teur. On  aurait 

p'  =  (X-x)«-i-(Y-y)'.*-(Z-z)'; 

mais ,  comme  ce  rayon  est  dirigé  suivant  la  normale  prin- 
cipale, on  a  aussi 

X  — x  =  p/',    Y  — y  =  psf,    Z  — «  =  pA; 
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(!'est-à-dire 

X  — x  =  pRo',    Y  — y  =  pR6',    Z  — z  =  pRc'.    (26) 
Substituant  dans  réquation  (2S)»  on  trouve 

pR(a'«-*-5'«^0  =  i; 

doù 

P  =  R.  (27) 

Ainsi  y  pour  les  courbes  à  double  courbure,  comme  pour 
les  courbes  planes,  le  cercle  osculateur  est  égal  au  cercle  de 
courbure. 

ABgle  eé  rayes  de  tersIOB* 

9SM.  Soit  une  ligne  brisée  ABGD  ...9  dont  trois  élé- 
ments consécutifs  ne  soient 
pas  dans  un  même  plan.  Si 
on  les  prolonge  dans  le  même 
sens  9  on  forme  une  surface 
polyedrale,  développable.  Par 
^  des  rotations  ou  des  torsions 
successives ,  effectuées  autour 
de  DE,  autour  de  CD,  etc.,  on  en  peut  faire  le  dévelop- 
pement, et  trouver  la  transformée  plane  L'  de  la  ligne 
donnée  L.  Les  lignes  L ,  L'  ont  leurs  éléments  respective- 
ment égaux.  De  plus,  les  angles  de  contingence  correspon- 
dants sont  égaux  (*).  Quant  aux  angles  formés  par  les  plans 
B'CE',  CCD',  DDE', ...  on  leur  donne  le  nom  d'angles  de 
torsion.  Ces  propriétés  et  ces  dénominations  subsistent 
si  la  ligne  L  est  remplacée  par  une  courbe  à  double  cour- 
bure :  pour  une  pareille  ligne,  Vangle  de  torsion  est  celui 

{*)  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive,  seconde  partie,  p.  S. 

34 
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qui  est  formé  par  deux  plans  osculateurs  consécutifs,  ou 
par  deux  binarmales  consécutives. 

D après  la  formule  générale  (B'),  on  a,  en  désignant 
par  »7  l'angle  de  torsion, 

ii'^dP'^  dm*  -♦.  dn\  (28) 

998.  Rayon  de  torsion.  —  Si  Ton  divise  ïi^  par  ds%  le 
quotient  a  la  forme  ^  :  r  est  appelé  rayon  de  torsion,  par 
analogie  avec  le  rayon  de  courbure.  L'équation  précédente 
peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci  : 

i 

-=r  ^m"-*-n".  (29) 

r 

Formates  de  Frenel* 

994*  Reprenons  les  proportions 


a'      b'      c' 


• 


(25) 


Pour  les  démontrer  directement ,  de  la  manière  la  plus 
simple,  il  suffirait  d'avoir  égard  aux  remarques  suivantes  : 

1**  La  normale  principale,  étant  perpendiculaire  à  la 
tangente  et  à  la  binormale,  les  cosinus  ft  g^  h  remplissent 
les  conditions  (99e,  Rem.,  V)  : 

2«/'=0.    2^/==0.  (30) 

^  Les  dérivées  a\  b',  c*  satisfont  à  la  relation  évidente 

2«a'  =  0 
et  à  réquation  (99 i) 

2/a'=0. 

Il  résulte,  en  effet,  de  ces  deux  systèmes  d'équations 
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homogènes,  que  les  premières  inconnues  sont  proportion- 
nelles aux  secondes. 

•9ft.  De  même,  les  dérivées  l,tn,n  satisfont  aux  équa- 
tions 

2«''  =  0,  (18) 

2«'=0. 

Celles-ci  ne  diffèrent,  des  équations  (50),  que  par  le  chan- 
gement de  /',  m',  n'  en  f,  g,  h;  donc 

/      S       * 

Ainsi  déjà  : 

Les  cosinus  directifs  de  la  normale  principale  sont  pro^ 
portionnels,  soit  aux  dérivées  des  cosinus  directifs  de  la  tan- 
gente, soit  aux  dérivées  des  cosinus  directifs  de  la  binormale, 

9SB.  D'après  les  formules  (i6),  (37)  et  (39),  les  rap- 
ports (33)  et  (31)  sont  égaux,  respectivement,  à  db  p,  =br. 
Nous  conviendrons  d'adopter  le  signe  +  pour  le  premier 
rapport ,  et  le  signe  —  pour  le  second  ;  savoir  : 


/        9      A 

l  =  l.  =  h.  =  ^r 
l'       iw'      n' 


(32) 


On  conclut,  de  ces  égalités  : 


V       m'      n'  p 


(33) 


ou,  ce  qui  est  équivalent, 


àl       dm      dn  >i 

^^■^■^      ^^^2»      ^^^^^^     Sb^^b    •^"*^^      ^2m^m      ^i^"i^      ^^   I 

da       db      de  e 


(54) 
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Les  formules  (32),  (33),  (34),  aussi  simples  qu*impor- 
tantes ,  sont  dues  à  M.  Frenet ,  ancien  Professeur  à  la  Fa- 
culté des  sciences ,  de  Lyon  (*). 

■a7»b  4e  tonitoB.  —  Salle* 

999.  La  formule  (29)  donne  le  rayon  de  torsion  par 
les  dérivées  des  cosinus  {,  m,  n.  On  peut,  comme  il  suit, 
exprimer  ce  rayon,  au  moyen  des  cosinus  a,  6,  c  et  de 
leurs  dérivées. 

De  Téquation  (999) 

on  conclut 

2aT 2«"'- 

Mais  (991,  999,  991)  : 

l  m  n 


M-'M      ca'  —  ae      ab'  —  ba'      ^' 
donc 

ou 

^a'I'-- p2(a6'  — 6a')c". 

D*un  autre  côté  : 

f~9~^^?'     1~  9~  l^~      *• 
donc 

^  pr 

(*)  Elles  sont  souvent,  mais  à  tort,  attribuées  à  M.  Serrel. 


i 


(32) 
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* 

Egalant  ces  deux  valeurs  d'une  même  somme,  on  trouve 

i=p«2(a6'-6a')c", 


ou 

4       2  {ab'  —  6o')  c" 


(35) 


r        o'»  ^  6"  +  c" 

999.  /{emargti^^.  —  I.  Celte  valeur  de  ^  est  rationnelle, 
tandis  que  celle  qui  est  donnée  par  Téquation  (29)  est 
irrationnelle. 

II.  Dans  les  calculs  précédents,  entrent,  de  la  même 
manière,  les  quantités  a,  6,  c,  a\  ...  et  les  quantités  {,  m, 
n,  l'  ...  Gonséquemment, 

p  »  '  -*-  m"  -♦-  n  ' 

SorfAce  polaire. 

M^9.  Un  point  quelconque  P,  pris  sur  Taxe  CD  du 
cercle  osculateur,  est  également  distant  de  tous  les  points 
appartenant  a  la  circonférence  de  ce  cercle.  Le  point  P  joue 
donc,  par  rapport  à  cette  ligne,  le  rôle  de  centre  ou  de 
pôle  :  au  moyen  d'un  fil  dont  Textrémité  fixe  serait  en  P, 
on  peut  décrire  la  circonférence.  Pour  cette  raison ,  Taxe 
CD  est  souvent  appelé  droite  polaire. 

M9Ù»  La  surface  polaire,  relativement  à  une  courbe  AB, 
est  le  lieu  des  droites  polaires  de  la  courbe.  Chacune  des 
génératrices  étant  Tintersection  de  deux  plans  normaux 
consécutifs  (99S),  lu  surface  polaire  est  développable  (999). 

90i.  Équation  de  la  surface  polaire.  —  Pour  la  trouver, 
il  suffit,  dans  chaque  cas  particulier,  d'éliminer  la  variable 
indépendante  entre  les  équations  (15),  (25)  de  la  droite 
polaire. 

(*)  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure^  p.  17. 
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AppllcAtlOB  des  fforMiales  précédentea. 

999.  Nous  prendrons  pour  exemple  Vhélice  dont  les 

équations  sont 

x  =  cosz,  01 

y  =  sin  z.  (2) 

Il  en  résulte 

dx  =  —  sin  zdz^    dy  =  cos  zdz\ 
ds"  =  ^dz\  ds  =  V^dz. 

908.  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes.  —  Ils  soni 
déterminés  (9119)  par  les  formules 

cos  a  =a  = sm  z,    cos  S  =  6  =  — ::  cos  z, 

cos  r  =  c  > 


1/2 


^ 


994.  Remarque.  —  D'après  la  valeur  de  cos  7,  la  tan- 
gente fait,  avec  les  génératrices  du  cylindre,  un  angle  de  45*. 
99ft.  Plan  normal.  —  Il  a  pour  équation  (990) 

—  (X  —  cos  z)  sin  z  -h  (Y  —  y)  sin  z  -4-  Z  —  z  =  0, 

ou 

—  X  sin  z  +  Y  cos  z  +  Z  —  z  =  0.  (4) 

9IM.  Angle  de  contingence.  —  On  tire,  des  formules (3), 
en  prenant  z  pour  variable  indépendante  : 

i  i 

rfa  = cos  zrfz,     d6  = =  sin  zdz,     dc  =  0;     (5) 

V/2  1/2 

donc  (990) 

e  =  l^dz.  (6) 

1/2 
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)M9.  Binormale.  —  Des  formules  (3)  et  (5),  on  déduit 

1  \  \ 

hc' — c6'  =  — sinz,     ca' — ad=^ cosz,     aV  —  6o'=  -; 

2  2  2 

et,  par  conséquent  (tVi)  : 

/  m  n        \ 


4    .                1  ^1/2' 

-sinz cosz  ^  ^ 

2  2 


(7) 


puis 

i  i  i 

/  =  — rsinz,     »/i  = ijcosz,     n= (*).     (8) 

\/2  1/2  »/2 

998.  /{emargtce.  —  La  comparaison  des  formules  (3), 
(8)  donne 

/  =  —  a,    m  =  —  6,    n  =  c.  (9) 

Il  résulte,  de  ces  égalités,  que  V angle  droit  formé  par  la 
tangente  et  la  binormale  a,  pour  bissectrice  y  la  génératrice 
du  cylindre,  passant  au  point  M. 

9mi.  Normale  principale.  —  A  cause  des  valeurs  de  da, 
dij  de  y  on  a  (•9G) 

ces  z      sinz      0 

Ces  équations  exigent  que 

h  =  Oy    /'=dbcosz,    g  =  ±sinz.  (W) 

Par  conséquent,  la  normale  principale  coïncide  avec  la 
perpendiculaire  abaissée,  du  point  M,  sur  l'axe  du  cylindre. 
Cette  direction  est  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur. 

(*)  Ces  Yalears,  qui  ne  sont  pas  affectées  du  signe  db,  se  rapportent 
au  segment  indéfini  de  la  binormale,  situé  au-desstu  du  plan  xy.  H  en 
est  de  même  pour  les  yaleurs  de  a,  6,  c,  relativement  à  la  tangente  (•••). 
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I.  Axe  du  cercle  oêculateur.  —  Il  est  déterminé  (Mê) 
par  les  équations 

—  X  sin  z  -»-  Y  cos  z  -4-  Z  —  «  =  0,  (4) 

X  cos  z  -♦-  Y  sin  «  -4-  i  =  0;  [M] 

dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première. 

S0t.  Rayon  du  cercle  osculateur.  —  Nous  venons  de 
trouver 

d8=\/^dzy     €= — :zdz; 

1/2 
donc 

ds 

p=-  =  2.  (13) 

e 

Ainsi,  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  constant  :  il  est 
égal  au  double  du  rayon  du  cylindre.  Conséquemment, 
le  lieu  des  centres  des  cercles  oscuktteurs  de  l'hélice  est  me 
hélice  égale  à  la  première;  elle  est  symétrique  de  celle-ci» 
relativement  à  Taxe  du  cylindre. 

M09*  Angle  et  rayon  de  torsion.  —  D  après  les  rela- 
tions (8) , 

puis 

r  =  p  =  2.  (14) 

Donc,  dans  l'hélice,  la  torsion  est  constante,  et  égale  à  la 
courbure. 

808.  Angle  de  deux  normales  principales  consécutv^s. 
—  Si  on  le  désigne  par  cd,  on  a 

et,  par  les  formules  (11)  : 


K 


% 


=  dz' 
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donc 

Cette  relation  remarquable,  entre  les  angles  infiniment 
petits  e,  >7y  &>,  subsiste  pour  toute  courbe  à  double  cour- 
bure :  elle  constitue  le  théorème  de  Laticrel  (*). 

S04.  Surface  polaire.  —  Si  Ton  écrit  ainsi  les  équations 

(4),  02): 

Xsin  js  —  Ycosz  =  Z  —  z,  (15) 

X  cos  2  -4-  Y  sin  z  =  —  i,  (16) 

on  en  conclut,  en  faisant  la  somme  des  carrés, 

X'h-Y«==(Z— z)«-+-1, 
ou 


L'équation  (16)  devient  donc 


Xcos(Z=Fl/X*-f-Y«— l)-^Ysin(Zdbl/X«-»-Y'— i)-Hl  =  0. 

Celle-ci  représente  un  héliçoïde  développable  (**).  Varéte 
de  rebroussement,  de  cette  surface,  est  Thélice  considérée 
plus  haut  (sot). 

S05.  Lieu  des  tangentes  à  l'hélice.  —  Ce  lieu  est,  par 
définition ,  un  héliçoïde  développable.  Il  est  symétrique  du 
précédent,  relativement  à  Taxe  du  cylindre. 

L  Lieu  des  binormales.  —  Les  équations 

X  — gY--y      Z  — z 
l  m  n 


(*)  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  p.  1 5. 

(**)  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive,  seconde  partie,  p.  90. 
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deviennent  y  dans  le  cas  actuel  : 

X  —  cosj2«=(Z  —  z)sïaz,    Y  —  sin  z  = — (Z — z)cosr. 
On  conclut,  de  celles-ci  : 

X  sin  z  —  Y  cos  z  =  Z  —  z,     X  cos  z  -♦-  Y  sin  z  =  ^; 
puis  y  par  Télimination  de  z, 

Xcos(Z=fI/X*.^Y'— 0-*-Ysiu(Z=f:l/X«-*-Y*— l)-i=0; 

équation  d'un  héliçoïde  gauche,  à  cône  directeur. 

S07.  Lieu  des  normaki  principales.  —  Un  calcul  ana- 
logue au  précédent,  mais  plus  simple,  conduit  à  Téqualion 

Y 

-  =  tgZ. 
X       ^ 

Celle-ci  représente  un  héliçoïde  gauche,  à  plan  directeur  (*). 
Ainsi ,  Vhélice  est  l'intersection  d'un  cylindre  de  réwlution 
et  de  l'héliçoïde  gauche,  lieu  des  normales  principales. 

I.  Un  point  parcourt  une  circonférence,  pendant  que 
celle-ci  tourne  autour  de  Tun  de  ses  diamètres,  supposé 
fixe.  La  vitesse  angulaire  du  point  est  égale  à  la  vitesse  de 
rotation  de  la  circonférence.  Trouver  :  1^  les  équations  de 
la  trajectoire;  2°  Féquation  du  plan  osculateur  de  cette 
ligne;  3**  l'expression  du  rayon  de  courbure,  etc. 

II.  Un  cylindre  de  révolution,  dont  le  rayon  est  R,  est 
coupé  par  une  sphère  qui  a  son  centre  sur  la  surface  do 

(*)  Des  équations  (i),  (3),  on  conclut 

y 

-  =  tg2,     «•-♦-y«  =  l. 
œ 
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cylindre,  et  dont  le  rayon  est  2R.  Appliquer,  à  la  courbe 
d'intersection,  les  formules  relatives  à  la  tangente,  au  plan 
normal,  au  plan  osculateur,  etc. 

III.  Appliquer  les  mêmes  formules  :  1®  à  la  courbe  re- 
présentée par 

a  .    a 

x  =  z  cos  — >     y  =  z  sm  — ; 

z  z 

2*  à  Vhélice  conique^  dont  les  équations  sont 

a'  H-  y*  =  mV,    u  =  ae". 
3®  à  Yhélice  caténotdique,  représentée  par 
x  =  e',    y  =  6-*,    z  =  tVl. 

IV.  Théorème.  —  5i,  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est 
pris  pour  unité,  on  trace  une  courbe  quelconque,  on  a, 
entre  les  coordonnées  x,  y,  z  de  tout  point  de  cette  ligne,  la 
relation 

2  [{yz'-zy')x"J=  [2x-]  [jx'"]  -  [jx"]'-  [S^Vj'O- 

V.  Théorème.  —  La  distance  de  deux  tangentes  infini- 
ment voisines  est  donnée  par  la  formule 

ds^ 
<?  =  --—•  (0.  Bonnet.) 

VI.  Théorème.  —  La  distance  comprise  entre  un  point 
d'une  courbe  et  le  plan  osculateur  au  point  infiniment  voisin 
est  double  de  la  distance  d  des  tangentes.       (0.  Bonnet.) 

VU.  Théorème.  —  Soient  x»  g>  ^  fc«  courbures  des  pro- 
jections d'une  courbe  L,  «tir  trois  plans  rectangulaires. 

(*)  Les  accents  désignent  les  dérivées  par  rapport  à  une  yariable  indé- 
pendante quelconque. 
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Soient  encore  a,  ^^y  les  angles  formés,  avec  les  axes,  par 
la  tangente  à  L.  On  a 

i       sin'a      sin'p       sin*y 


«         A»  B*  C    ' 


et,  siy=j: 


=  A-*.  B. 


CHAPITRE  XX. 

GliNËRALITÉS  SUR  LES  SURFACES. 


Plan  tancent. 

ses*  On  a  vu  (••&)  que 

F  (x,y,x)  =  0,  (I) 

Fi(x,y,z)  =  0  (2) 

étant  les  équations  de  deux  surfaces  S,  S|,  la  tangente  en 
un  point  quelconque  M  de  Tinterseclion  est  déterminée  par 

dF  dF  dF 

(X_.)_.(Y-,)-.(Z-.)-=0.      (ô) 

dF,  dF,  dF, 

L'équation  (3)  représente  un  plan  dont  la  position  dé- 
pend seulement  de  la  surface  S  et  des  coordonnées  (x,  y,  z) 
de  M.  Si>  par  ce  point  M,  on  faisait  passer  une  nouvelle 
surface  2,  la  tangente  à  la  courbe  suivant  laquelle  cette 
troisième  surface  couperait  S,  serait  contenue  dans  le 
plan  (3).  On  a  donc  ce  théorème,  pris  quelquefois  comme 
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définition  :  Les  tangentes  en  un  point  M  d'une  surface  S, 
à  toutes  les  courbes  menées,  de  ce  point,  sur  la  surface,  sont 
situées  dans  un  même  plan,  appelé  plan  tangent  (*).  Ainsi, 
les  plans  (3),  (4)  sont  tangents,  respectivement ,  aux  sur- 
faces S,Si, 

509.  Remarque. — La  tangente,  en  un  point  de  la  courbe 
suivant  laquelle  se  coupefU  deux  surfaces,  est  l'intersection 
des  deux  plans  tangents  en  ce  point. 

510.  Soient  p,  q  les  dérivées  partielles  de  i,  tirées  de 
réquaUon  (1).  On  a  (56) 


(S 


dz  \dxl  dz  \dy 


f—a — ^'  »-- — 


(S     *    (S' 


d'où 

d^_         dF      dF_         dF 

dx  dz       dy  dz 

La  substitution  de  ces  valeurs,  dans  Téquation  (Z),  trans- 
forme celle-ci  en 

Z-z  =  p(X-a;)H-9(Y-y).  (5) 

Cette  forme  particulière  de  l'équation  du  plan  tangent 
est  souvent  employée. 

Stt.  Remarque.  —  Si  la  surface  S  est  algébrique,  on 
peut,  au  moyen  du  Théorème  des  fonctions  homogènes  (tOO), 
simplifier  Téquation  du  plan  tangent,  comme  on  simplifie 
réquation  de  la  tangente  à  une  courbe  plane  (190). 

819.  Exemple.  —  Si  la  surface  S  est  Tellipsoîde  repré- 
senté par 

x'      y»      2«  _ 

(*)  Voir,  pour  celle  queslion,  le  Traité  élémentaire  de  Géométrie  deS' 
criptive. 
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réquation  (3)  devient 

X  V  Z    '       X*        V*        z* 

x  +  ^Y-H-z^ — ï-^t;-^^; 

o'         6  tr         cr      r      r 

ou,  plus  simplement, 

o'  6'  c 

SIS.  Remarque.  —  On  conclut ,  dé  cette  équation ,  que 

la  distance  d,  de  rorîgine  au  plan  tangent,  est  donnée  par 

la  formule 

i 


((•  = 


x«      y*      z'' 


a*       6*      c* 
ou  y  SOUS  une  forme  plus  symétrique  : 

St4.  La  droite  menée  par  le  point  de  contact,  perpen- 
diculairement  au  plan  tangent,  c*est-à-dire  la  normak  à  la 
surface,  a  pour  équations  : 

X— X       Y— V       Z—z 

-= ^  =  - -.  (6 

dF  dF  dF  ^' 

dx  dy  dz 

Si  réquation  du  plan  tangent  est  mise  sous  la  forme  (5), 
les  équations  de  la  normale  deviennent 

X  — ar-^p{Z  — 2)  =  0,    Y  — y-4-7(Z  — z)  =  0.    (7) 
(*)  Nous  avons  fait  usage  de  celle-ci  (!•«). 
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St6.  Angles  de  la  normale  avec  les  axes.  —  En  les  dési- 
gnant par  ^,  jXy  V,  on  a 

COS  X        «COS  a         COS  V  i 

dF  dF         dF  y'  ^  ^ 

dx  dy  dz 

-(l)'^(|)'-(f)'     <'- 

L'emploi  des  dérivées  partielles  p,  9  conduit  à  des  for- 
mules plus  commodes  que  celles-ci,  quoique  moins  symé- 
triques. En  effet;  d'après  les  équations  (7)  : 


ces  >  =  »     ces  /x  = 


i/Tn^yT^  l/i  -♦-  p«  -+-  g» 

i 

cos  V  = 


(10) 


V\ 


kS    .    ^s 


Cènes  e(  eyllndres  drconserlto. 

ste.  Côn^  circonscriU  —  Reprenons  les  équations 

F{x,y,i3)  =  0,  (i) 

dF  rfF  dF 

_(X-.)._(Y_,)-.-(Z-.)  =  0.        (5) 

Si  le  plan  tangent  doit  passer  par  un  point  (a,  6,  c),  non 
situé  sur  la  surface  S^  on  a  Yéquation  de  condition  : 

dF,  .      dF  ,  dF 

_(«_.)^_(6_y)^_(c_.)  =  0,        (H) 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  des  points  de 
contact  de  tous  les  plans  tangents  qui  répondent  à  la  ques- 
tion :  le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  de  contact^  repré- 
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sentée  par  les  équations  (1),  (11).  Cette  ligne  peut  être 
prise  comme  directrice  d*un  cône  C  ayant  pour  sommet  le 
point  (a,  6,  c).  Pour  trouver  Téquation  de  C»  il  suffit  d'éli- 
miner X,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (11)  et 

X  —  x      Y  — V      Z  — z 


a  —  X       b  — y       c  —  z 

celles-ci  représentent  une  génératrice  quelconque. 

StV.  Remarque.  —  Le  cône  C  est  circonscrit  à  S;  c'est-à- 
dire  que  ces  deux  surfaces  ont  même  plan  tangent,  au  point 
(xy  y,  z).  En  effet,  le  plan  tangent  en  ce  point,  à  S,  contient 
la  génératrice  de  C  et  la  tangente  à  la  directrice. 

818.  Cylindre  circonscrit.  —  Au  lieu  de  faire  passer  le 
plan  tangent  par  un  point  donné,  on  peut  le  supposer  paral- 
lèle à  une  droite  donnée ,  dont  les  équations  seraient 

X      y      z 
abc 

La  condition  (11)  est  alors  remplacée  par 

dF      ,  dF        dF 
dx         dy        dz 

L'ensemble  des  équations  (1),  (13)  représente  la  courbe 
de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  S.  Pour 
trouver  l'équation  de  ce  cylindre,  on  prend  les  équations 
d'une  génératrice  : 

puis  on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (12),  (13). 
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SIS.  Considérons  seulement  le  cas  des  surfaces  à  centre, 
et  rapportons  S  6  un  système  de  diamètres  conjugués  dont 
Tun  passe  par  le  sommiet  du  cône  donné.  Soit  alors 

Px«  -I-  Py  ^  P"z«  =^  H  H  4) 

lëquation  de  S.  Le  plan  tangent  est  représenté  par 

(X  — x)Px-t-(Y  — y)P'y-f-(Z  — z)P"z  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  donné  sont  X=a,  ¥==0,  ' 
Z  =  0;  donc  1  équation  (H)  devient 

(a  — x)Px  — Py  — PV  =  0.  (15) 

Ajoutant  membre  à  membre ,  on  trouve, 

Pax  =  H.  (16) 

Ainsi,  la  courbe  de  contact  est  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  cotijugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  sommet  du 
cône. 

S90.  Lorsque  a  devient  infini,  Téquation  (16)  se  réduit 
à  x  =  0;  et  Ton  a  cet  autre  théorème  :  la  courbe  de  con- 
tact d'un  cylindre  et  d'une  surface  du  second  degré  est  dans 
le  plan  conjugué  à  la  direction  des  génératrices. 


35 


546  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE  XXL 

DES  SURFACES  ENVELOPPES. 


Stfl.  Les  considérations  employées  à  l'occasion  des 
courbes  envehppei  (9t#)  prouvent  que,  si  Ton  élimine  a 
eïitre  les  équations 

F(x,y,«,a)  =  0,  (I) 

dF 
réquation  résultante, 

représente  k  lieu  des  intersections  successives  des  sur- 
faces (1).  Ce  lieu  est  Venveloppe  de  ces  surfaces;  et  cha- 
cune de  celles-ci  est  une  enveloppée. 

SM.  Théorème.  —  Venveloppe,  et  chacune  des  envelop- 
pées, se  touchent  en  tous  les  points  de  leur  ligne  commune  (*). 

l""  Les  quantités/),  q^  qui  déterminent  le  plan  tangent 
en  un  point  de  Tenveloppée,  sont  données  par  les  équations 

dF         dF  dF         dF 

hp  —  =  0, ha — =0.  (4) 

dx         dz  dy         dz 

2"  Pour  trouver  la  direction  du  plan  tangent  en  un 
point  de  Tenveloppe,  on  devrait  former  d  abord  Téqua- 
tion  (3);  mais  il  revient  au  même  de  différencier  Téqua- 
(ion  (1),  en  y  regardant  a  comme  une  fonction  de  x,  y,  i» 
donnée  par  Téquation  (2).  On  a  ainsi 


dF  fda         da\  _ 
da  \dx         dzl 


dF         dF      dF  fda 

dx         dz 

dF         dF      dF  Ida         da\       ^ 

— -^7— •^T:lJ-■^?xj  =  ^• 


(5) 


dy         dz       da  \dy      ^  dz, 
(*)  Celle  ligne  a  été  appelée,  par  Monge,  caractéristique  de  renveloppt 
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A  cause  de  ^  =  0»  ces  équations  (5)  ne  diffèrent  pas  aes 
équations  (4);  donc  ]es  valeurs  de  p,  q,  tirées  de  celles-ci, 
satisfont  è  celles-lè. 

9MZ.  Cas  de  deux  paramètres.  —  Si  Ton  élimine  a,  6 

entre 

F(x,y,z,a,6)  =  0,  (6) 

dF  dF      ^ 

Ta-''     d6  =  «'  <^) 

on  trouve  Téquation 

Y(x,y,z)  =  0  (8) 

d'une  surface  enveloppcy  qui  ne  touche  chaque  enveloppée 
qu'en  un  ou  plusieurs  points. 

Il  est  clair,  en  effet,  que,  pour  des  valeurs  données  de 
a  y  b,  les  équations  (6),  (7)  n'admettent  qu^un  nombre  fini 
de  solutions.  Quant  à  la  propriété  du  plan  tangent  commun, 
elle  se  démontre  avec  la  même  facilité  que  dans  le  cas  traité 
ci-dessus. 

J.  Par  un  point  M,  pris  sur  un  ellipsoïde,  on  mène 
un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  passant  en  M.  Quelle 
est  Tenveloppe  du  plan,  si  le  point  M  décrit  une  circonfé- 
rence? 

.  II.  Enveloppe  des  plans  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  des  points  donnés  est  constante. 

III.  Enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une 
circonférence. 

IV.  lin  plan  variable  coupe  un  angle  trièdre,  de  manière 
à  déterminer  un  tétraèdre  dont  le  volume  est  constant. 
Trouver  Téquation  de  la  surface  enveloppe.  Cette  surface 
est-elle  développable  ? 
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:  V.  a,  ^y.y^  p' étant  quatre  paramétres,  satisfaisant  aiii 
c0nditions 


a 


t  fit  *.t 


P'     .     r 


-.-»--.— i=o. 


trouver  Fenvcloppe  du  plan  représenté  par 

ax  -4-  py  -♦-  yz  ==  p. 
Résultat  : 

2-i — i^^^^-i — i=oo. 

■^  x'  -H  y*  -♦-  js"  —  a' 

;  VI.  Trouver  Téquation  de  la  surface  enveloppe  d*une 
sphère  dont  le  centre  parcourt  Tellipse  représentée  par 

Résultat  :  .    . 

(AB  —  9C)«  =  4  (A*  H-  3B)  (B«  h-  dAC), 
en  supposant 

A  =  x»  -h  y«  4-  «'  —  a*  —  6»—  c«, 

B  =  ay  -^  6V  H-  (tt«  +  6')  («'  — .c*)  -f-  aV, 
C=aV(c«  — jr«): 

f  est  le  rayon  de  la  sphère  donnée  (**). 

VII.  Trouver  Tcnveloppe  d'un  cylindre  de  révohilion, 
dont  Taxe  reste  tangent  à  une  courbe  donnée. 

I 

'  (*)  Cette  équalion  représente  la  surface  des  ondes.  (Voyez  p.  461.) 
(**)  Ces  formules  résulteat  de  celles  qui  représentent  la  toroîde  (tf  •). 
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INTÉGRALES  SIMPLES. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 


Héflnltlona  et  nolaeion** 


fl.  Si  une  fonction  F  (x)  a  pour  clifTérentielle  f{x)  dx, 
on  dit  que  F  (x)  est  Vintégrale  de  f(x)  dx.  On  représente 
rintégrale  par  le  signeyj  que  Ton  énonce  intégrale  de  ou 
somme  de;  ainsi,  F(x)=y"/'(x)  dx.  Cette  égalité  a  la 
même  signification  que  d.F(x)=5/'(x)rfx;  en  sorte  que 
les  signes  y*  et  d  se  détruisent  mutuellement. 

Constante  arbitraire. 

M.  Si,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvé  une  fonc- 
tion (p(x)  dont  la  différentielle  soit  f(x)dxy  et  que  Ton 
représente  par  F  (x)  ou  J*f{pc)  dx  la  fonction  la  plus  géné- 
rale qui  jouisse  de  la  même  propriété,  on  a 

F{x)=/f{x)dx=f{x)-^C,  (1) 

C  étant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  on  a  vu,  dans 
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r Algèbre,  que  deux  fonctions  qui  ont  même  dérivée  (ou 
même  différentielle)  ne  peuvent  différer  que  par  une  con- 
stante. Quelquefois  9  on  donne  à  la  fonction  f{x)  le  nom 
d'intégrate  particulière  :  alors  F  (x)  est  Vintégrale  générale. 


S.  Dans  I  égalité  (1),  la  constante  G  est  ordinairement 
déterminée  par  la  condition  que  Tintégrale  s'annule  pour 
une  valeur  a  de  x.  Autrement  dit,  on  suppose  0=<p(a)+C; 
d'où  F  (x)  =  ç  (x)  —  <p  (o).  Pour  indiquer,  au  moyen  du 
signe /^  que  Ton  considère  cette  intégrale  de  f(x)  dx,  on 
écrit 

y/(x)dx  =  ç(x) -.?(«).  (2) 

Si  Ton  attribue  à  x  une  nouvelle  valeur  particulière  6, 
régalité  (2)  devient 


ff{x)  rfx  =  ^  (6)  -  ?  (a)  : 


(5) 


le  premier  membre,  qui  est  indépendant  de  x,  est  ce  qu  on 
appelle  une  intégrale  définie;  a  et  6  en  sont  les  limites. 

Par  opposition  ,y/'(.r)  dx  est  souvent  désignée  sous  le  nom 

d'intégrale  indéfinie. 

A.  Interprétation  géométrique.  —  Considérons  la  courbe 

AB  dont  réquation  est  i/  =  /'(x). 
L'aire  déterminée  par  ceue  courbe, 
Taxe  des  abscisses,  une  première 
ordonnée  AG  et  une  ordonnée  quel- 
conque MP,  est  une  fonction  de 
■^  OP=x  :  soit  \F  (x)  cette  fonction. 
Prenons  PP|=Ax;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
l'ordonnée  ys=f(x)  soit  croissante  pour  des  valeurs  suffi- 
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samment  petites  de  àx;  enfin  menons  MG  et  M|H  parallèles 
à  Oa?.  Il  résulte,  de  celte  construction  et  de  Thypothèse, 

yAx  <  AY  (x)  <  (y  -4-  Ay)  àx, 


ou 


àY(x) 


AX 


^y- 


Passant  à  la  limite,  on  a  y^f(x)=^^.  Ainsi  la  fonc- 
tion V(x)apour  différentielle  f(x)  dx  :  elle  est  donc  une 
intégrale  de  f{x)dx;  et,  si  Ton  suppose  OC::» a, 

T  (x)  ==  ACMP  =yV(x)  dx. 

a 

6.  Remarque.  —  Si  Ton  comptait  les  aires  à  partir  d'une 
ordonnée  A|C^,  on  aurait 


Yi(x)  =  A,C,MP=//-(x)dx, 


et 


Y  (x)  —  Y4  (x)  ==  ACAiCi  : 

les  deitx  fonctions  Y(x),  Y|  (x),  qui  ont  même  différentielle, 

M,  ï  diffèrent  seulement  par  une 


constante.  On  a  ainsi  une  se- 
conde démonstration  du  théo- 
rème rappelé  ci-dessus. 

«•  TBÉORàMfi.  —  Toute  inté- 
grale définie  représente  une  li- 

mite  de  sommes.  L'aire  AGBD 

'  est  la  limite  de  la  somme  des 

aires  des  rectangles  tels  que  MGPPf  (*).  On  a  donc 

ff{x)  dx  ==  lim  2  f{^)  ^^y 

m  m 

pourvu  que  Ax  diminue  indéfiniment  (**). 


D  Éléments  de  Géométrie,  p.  169. 

(**)  Leibniz,  Pun  des  ioveuteurs  du  Calcul  intégral,  regardait  la  dlffé- 


553  CALCUL  INTÉGRAL. 

9.  Exemples  d'intégrale  indéfinie  el  d'intégrale  défim. 

—  La  sinusoïde  a  pour  équation 

y  =  sÎD  X. 

OMP  ^= ysin  xdx  =  — ^  ces  x  h-  G. 
L'aire  doit  s'annuler  avee  x;  conséquemment  C  =  1  : 

É 

sin  xdx  =  i  —  cos  a?  =  2  sîn'— x  =  2mp 


0 


(en  supposant  Op^=^OP).  Si,  dans  cette  intégrale  tn/ié- 
finicy  on  suppose  x  =  OA  =  n,  on  a 

X 

OMAPO  =y*sin  xrfx  =  2. 


InlécrAllon  de  af{x)dx. 

< 

0.  a  étant  un  facteur  constant^  c'est-à-dire  indépendani 
de  X,  on  a 

J*af(x)  dx  =  aj*f{x)  dx  h-  C. 

En  effet,  les  différentielles  des  deux  membres  soïiiaf{x)dT. 
On  peut  donc,  à  volonté,  faire  sortir  un  facteur  constant 
de  dessous  le  signe  d'intégration^  ou  le  faire  entrer  sous  cf 
signe* 

IniéBratloii  d'ane  Mainie. 


••De  même  que 

d  (ti  -f-  v  —  11?)  =  dtt  -I-  dv  —  dw:  W 

f{du  -4-  dv  —  dw)  =J^du  -^Jdv  —J*dw.         (5) 

renlielle  ycte,  comme  une  qaatilîté  infiniment  petite  (dans  le  sens  ruigairr 
du  mot).  Dès  lors,  Pintégrale  était  une  véritable  somnM.  De  là,  l'emploi 
du  signe /. 
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Effectivement,  si  Ton  différencie  les  deux  membres,  on 
retombe  sur  Téquation  (4). 

Ainsi,  l'intégrale  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  plu- 
sieurs différentielles  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  intégrales  de  ces  différentielles  (*). 

Inlé^railoB  Immédiate  ée  quelques  dlfférendelles* 

lO.  En  renversant  les  règles  de  la  différenciation,  on 
trouve  les  formules  suivantes,  déjà  démontrées  dans  VAl- 
gebre  : 

x-(ix  =  — hC,  f^dx  ^é'-^Cy 

y(Ax"  -^  Bx'  H h  Na;')  dx  = 

A                     B  N 
x"+*  H 0:^+*  H 1 — - —  a'"*"'  -H  consty 

clx  >• 

=  lx-4-C,  /sinxdx  =  —  cosxh-C, 


./^ 


X 


/•dx                    ^                    /^    dx 
y — r— =tgx-*-C,  / =  arcsmx>»-C. 


—  dx  /^  dx 

=  arccosx-h 


/'*  ax 
" -  =  arctgx-4-C 
i-^x* 


etc. 

fi.  Remarque.  —  La  formule 


x-dx  = -f-  C 


est  en  défaut  lorsque  ni  =  —  1.  Cela  tient  à  ce  que-r  est 


(*)  La  ooDstaote  arbitraire  est  toujours  sous-enlendue. 
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ia  différentielle  de  la;.  On  peut  cependant  déduire,  deccue 
même  formule ,  la  valeur  dey^- 
En  effet, 

jTdx  = H  C; 


/' 


m-h  i 


car  jjj^  est  une  constante.  Si  Ton  suppose  w  =  — 1, 
fraction  '^^_^"^*  prend  la  forme  J.  D'après  la  règle  ordi- 
naire, la  vraie  valeur  est  acT^lx  (*),  pourvu  que  fii=— 1. 
Donc  enfin 


/dx 
—  =lx-4-C'. 
X 


CHAPITRE  II. 

MÉTHODES    DMNTÉGRATION. 
iBléffrallOB  par  parties* 

!••  De  d  {uv)  =  udv  +  vdu^ 

on  (ire 

III?  =rudv  ^Tvduy 


ou 


J^udv  =  uv  —  f^  •  rfW' 


Celte  relation  constitue  ce  qu*on  appelle  l'inlégratm 
par  parties.  Elle  consiste,  on  le  voit,  à  décomposer  en  deux 
facteurs  la  différentielle  donnée^  de  manière  qtie  l'un  d'eux 
soit  la  différentielle  d'une  fonction  conniie.  Elle  donne  les 
valeurs  d'un  très-grand  nombre  d'intégrales. 

(*}  On  ne  doit  pas  oublier  que  la  dérivée  de  Vexponentielle  df*^,  P^^ 
rapport  k  la  variable  m ,  est  a^^  1  s  (Alg.,  mmb). 
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ta.  Exemples  : 

un  plutôt 

fxedx  =  (x  —  <)  e"  -^  C. 

ll.yiVdx=yi.xc*rfx  =  x.(x — \)e—J'(x — l)e*rfx. 

Mais 

y(x  —  1)  e'rfx  =  (x  —  1)  6»  —  c*  =  (x  —  2)  e»; 

donc 

/xVix=x{x  — 1)6*— (x— 2)c'  =  (x'— 2x4-î2)e'-*-C. 

III.  Plus  généralement 9  soit 

y„,=/x'"c'rfx, 

m  étant  entier  positif.  Si  Ton  opérait  comme  dans  les  deux 
premiers  exemples,  on  aurait 

fx .  X-- Vrfx  =  xy«_4  —Jy^_^dx  ; 

relation  qui  donnerait  lieu  à  un  calcul  compliqué.  Mais 

comme 

/"x*.  e'dx  =  x^c*  —  m /"x^'Vcfx, 

il  s'ensuit  que 

puis,  par  le  changement  de  m  en  m — 1 ,  m — 2,  m — 3, ...  1  : 

y—i  =^  ar— *c'  ^  (m  —  I  )  y._, , 
y«-î  =  ^—V  —  (m  —  ?)  y«_„ 

y,r=xV  — y,, 
y^s=xe'  —  c*. 

Eliminant  t/,^|,  y^-s»  •••  j/i»  et  ajoutant  la  constante,  on 
trouve 

.i/^=[x" — iiur-*H-m(m— 1)x*~* dim(m— i)...l]c*-*-C. 

•^  rfx 
IV.  ^lx<fa:«=lx.x — /x — =x(lx  —  i)H-C. 

tX  X 
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InlécrallOB  par  aatetUaClon. 

14.  Un  changement  de  variable,  ou  la  substitution  de ç(/) 
à  X,  facilite  souvent  Tintégration  d'une  différentielle  donnée. 

Soit,  par  exemple,  y  =/'(ax -4- 6)"'dx.  Si  Ton  suppose 
ax-h6=7,  ce  qui  donne  dx  =  -,  on  trouve 


=  -    hrà% 


I-       ■c^(ax-.6)'     ^^ 


a  (lit -H  1)  a(m  +  i) 

15.  iit4<r6  application.  —  Soit 

dx 


^=/i'- 


px 
On  a 


a:«H-px-*-?«(x-t.-pj  ^  Jqr  — -p«j. 


l""  En  supposant  d'abord 


7-^p'>o, 


prenons 


^-^â'^""     V    '"iP''     rfx==rf«\/7-^f»*; 


V«-ïP' 


1 

X  -4-  -p 


y  = zi^z^z:  ^^^  ^g i=i=z:  -+•  C. 

2°  Si  le  binôme  9  -^  ;  p*  est  négatif,  posons 
^■*-2p?=*'     9  — ^p*  =  — a*. 
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Alors 

y=/:ii?-=i(  /ifL_/::^)==ii!z:i-^c.. 

Celte  nouvelle  fprinij|le  ne  diffère  pas  essenUelIpnient  de 
la  précédente.  En  effet,  celle-ci  équivaut  à 

i  ^  9 

y  ==— — — -arc  tg— — =  H- C; 

donc ,  si  Ton  suppose 

arc  tg =r^V^ — i, 

on  a 

0  =  al/— itg(yV/— ï)  =  a-- -, =-e% 

eî'  -H  c  "       0  "*".^ 
0  —  a 

e  -♦-  o 
Ainsi,  d'une  pari,  y  =  l-*-Ci  et,  de  l'autre, 

y  .  K-i)  .  ., 

.a  2a 

Ces  deux  valeurs  sont  identiques  si  l'on  prend 

2a 
3"  Enfin,  si  g==  Jp^  on  a 


r'est-à-dirc 

i 


1/  ==  —  — 1-  C. 

2^^ 
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!••  Remarque.  —  Une  intégrale  étant  trouvée,  on  en 
peut  déduire  une  infinité  d^autres,  plus  ou  moins  simples: 
il  suffit,  pour  cela  9  d'employer  la  formule  x  =  (p(Ot  en 
faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  f .  Mais  toutes  ces 
intégrales  y  différentes  en  apparence  ^  sont  identiques  au 
fond. 

n 


I.  Intégrer  les  expressions  suivantes  : 

,            xdx         ,          xdx       .  xdx 

dyo=—==:f  dy^^- -»  dy.=—^ ), 

l/ï^:^  «  -*-*  V/(x'-a«)(6«-x«) 

,  i  —  X  cos  a        _  ,  x*dx 


I  —  Î2x  cos  a  -♦-  x'  \/^i ^1 

Résultats  : 

yo« -arcsm-  -I-  C,     y,  =_arc  tg-  +  C, 


.   /x«— a« 
r,  =  arc  8în  y -t-  C, 


6»  — a' 

X  —  cos  a       i  I  —  2x  005  a  +  x' 

Vj  =  sm  a  arc  tg : cos  a  I » 

sma  2  C 


^    .  .xi 


y4=»i;û*.arcsin -xl/a*  —  x* -♦-  C. 

2  a       â 


(*)  Les  exercices  suivants ,  tirés  du  Recueil  de  M.  Prenet,  peuvent  êirr 

résolus,  soit  par  des  transformations  Irès-sioiples,  soit  au  moyeo  delVn/r* 

greUion  par  parties, 

(**)  Si  l'on  fait 

a?*--a«       sin*p 

*!• •  '^ ' 

Or  —  a;*        cQgt  p 

on  trouve 

donc 

yx*  —  a* 
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IL  Même  question  pour 

dx  dx 

l-^e*  sm'xcos'x 

,                                                        arc  8În  x 
tfy,  ssai  C08  X  ces  2x  cos  3xdx ,     dy*  = xdx , 

V/i  — x« 

X* 

rfy«  =  arc  tg  x(ir ,     c/y,  =  ^^ arc  tg  xdx. 

Résultais  : 

yj=x  — n 1>   yi  =  tgx— XH-C,  yss«»— Scot2x+C, 

y,=--lx  -♦---8in6x  -♦-  ~8in4x-i^  -sinâxl  -♦-  C, 

t/^=>x  —  V^i — x'arcsinx  +  C,    y6B»xarctffx+  -1 .♦ 

y,=  ^x  — -arctgxjarclgx-4--l;p-^. 


CHAPITRE  IlL 

INTÉGRATION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


17.  On  sait  (Alg.y  Chap.  XXV)  qu'une  fraction  ration- 
nelle, y^jy  est  toujours  décomposable  en  fractions  simples^ 
réductibles  aux  formes 

A  A  Mx-*-N  Mx-4-N 

x  —  a      (X  — a)"'    (x  — «)•-♦- p*'    [(x  —  «)*  -♦-  p*]'* 
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Par  conséquent,  Tintégrale  de  ^p!^  est,  elle-même, 
réductible  à 

/•A  r  kdx         i<^(Mg-t-N)dx       /'(Mx>N)(fcr 

18,  On  a  immédiatement  (10)  : 

y-»  A 
dxs=Al{a:  — a)H-C,  (1) 
X  —  a 

y'*  Adx     A 

(x  —  a)«  ""  ""  (n  —  1)  (X  —  a)--*  '^  ^ 

!••  Soit 

(Mx-*-W)dx 

On  peut  décomposer  ainsi  le  second  membre  : 

M  (x  —  a)dx       (Ma  -4-  N)  dx 
(x  — «)»-^p>"*"(x  — a)»  +  P«' 

donc 

/(Mx-t-  N)^ 

^  ., ,  r/  X,       ^rt        Ma  -+-  N  X  —  a        ^     ( 

-  M 1  r(x  —  a)*  -t-  S'I  H arc  tg 1-  C.  \ 

90.  La  même  décomposition,  appliquée  à 

,  Mx  -f-  N 

donne 

■  :  /^   (x  —  a)  dx  -  n  dx 

J  [(x  -  «)•  H-  p']'       ^  y  [(ar  -  a)»  -+-  P'J' 

M  \  /*         dx 


(5) 
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Pour  réduire  cette  nouvelle  intégrale,  posons  x — a=Pz  : 
il  vient 

/^         dx  \'    n   dz      i 

J [{x^oif ^ p^^'^J {\  -^ zy^'^'  '• 

Comme  on  ne  peut  écrire,  immédiatement,  la  valeur  de 
Zp,  on  cherche  à  exprimer  cette  quantité  au  moyen  de  la 
fonction  plus  simple  Z^^.  Cest  à  quoi  Ton  parvient  par 
Fun  ou  Tautre  des  procédés  suivants  : 

1^  On  a,  identiquement, 

z  dz  z*dz 

dz  z*  -♦-  i  —  i 


dx  ,  dz 

=  -(2p~3)— — — +  (2p-2) 


donc 


{i-^z^^      ^'^        '(i-^zY 


^T:;r, (2p-3)Z^,H.(2p-2)Z,; 


(\  H-  z^y-"^ 


puis 


z.  =  é— ;:Zp-i-*-^r-^77-T;^-  W 


2 
ou 


o 


2p-5g      ^_i 

2p  — 2   ""*      2p  — 2(i-*-x7 

dz  Pdz  (1  -4-  z*  —  z') 


*  Jix-^zy  J 


(*)  Cet  artifice^  qui  consiste  à  différencier  une  foncUon  pour  établir 
une  relation  entre  deux  intégrales,  doit  être  remarqué  :  il  est  fréquem- 
ment employé. 

(**)  Voici  encore  un  artifice  aussi  utile  que  simple  :  il  se  réduit  à  retran- 
cher et  ajouter  nne  même  quantité. 

36 
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L'intégration  par  parties  donne 

J{\'^z'Y~^      2      p  — 1      ^■*"2p  — 1^"*' 
donc 

7  7      ^  : — Z-_i  ;  etc. 

9t.  Au  moyen  de  la  relation  (A),  on  a  Z,  lorsque  Zp_, 
est  connu.  Or, 

/^  dz  - 
-  =  arctg«-*-C; 

donc 

3  3     X  i        2 

=  -arctgz  -4- i-^TTà m"*"  ^' 

8  8  i  -4-  z'      4  (i  -4-  z*)' 

et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  auxiliaire  Z^  étant  calculée,  on 
a  la  dernière  des  formules  cherchées  : 


/*  (M  J  -»-  JN)  tfX      _ 

M  i  (M«  -^  N)  Z, 


2  (p-i)[(x -«)«-♦-?«]'-*  ?^* 

99.  Attire  méthode. —  \\x  lieu  d'appliquer,  plusieurs 
fois  de  suite,  la  formule  (A),  on  peut  former  la  valeur  com- 
plète de  Zp.  II  est  visible  que 

p^         z 
Zp==o:arctgg-»-2o,  >  (B) 

a,  ai,  02  9  •••  ^n-i  ^^^^^  d^s  coefficients  inconnus. 
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Prenant  les  dérivées  des  deux  membres ,  on  a 


<    =  "  +  'v  «  [—-1—7 


(5) 


Or  (»•,  i')  : 


donc  9  par  le  changement  de  p  en  î  4- 1  : 

Au  moyen  de  cette  valeur,  Tégalité  (5)  devient 

ou 

+  [(2p-4)«^.-(2p-3)a^.]^^-^+(2p-2)a^.^J-i^.    (6) 

Les  deux  membres  doivent  être  identiques;  donc 

i  2p  — 5  1 


2p  — 2        '^         (2p  — 2)(2p  — 4) 
(2p-5)(2p->5) 
(2p-2)(2p-4)(2p-6) 
4.3.5...(2p— o) 


Oi  =0  = 


2.4.6...(2p  — 2)' 
et,  dans  la  formule  (B),  toui  est  connu. 
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M9.  Exemple  : 

/^   dz  1.5.5.7  1.5.5.7     z 

'"7(i  +  z7~2.4.6.8'''^*^^2.4.6.8i-Hr* 

5.7         z  1        z  \       z 

'  conèl 


4.6.8(i-t-z*)«      6.8(l4-««)»      8{l-+-z")* 


Applications. 
94.  I.  Soit 

X  =fydx  =J  ^^  ^  ^j  j^,  ^  ^j,- 

La  fraction 
^1 A_      Mxj+-^      M,x  -4-  N< 

On  trouve  d'abord  A  =  ^.  Par  suite , 

4  — (x«-4-1)'      --x*>--2x«-*-5      — x'-4-x'  — 5X-4-5 
4(x-t-i)     ~       4(x-^i)       ""  4 

=  (Mx  -f-  N)  (x*  -*-  i)  ■*-  M,x  H-  Nj; 

puis  y  en  identifiant  : 

4  4  4       *     4      4      2  ]2 

Donc 

x==i  /l*L_i  /"(^— ^)<fcg    ^    r{x—\)dx 

=  7-l(x-+-i)  —  -I(x'h-  1)  -♦--arctffXH ; 


\    r  dx 
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La  formule  (A)  donne 

dx  \  i      X 


y  (a 


=  -  arc  tu  X  -♦-  — •• 

(x'-f-i)»       2     ^         2x«H-i 

Ainsi 

y'^  i  i  i  i      \ 

yrfx  =  -l  (x+ 1)  — -1  (x»-^  i) -h -arc  tgx -*- -^^;-j-j 

\  il 

-*-  -- arc  tg  X  -4-  -  — H  C 

i,(x-^i)»      i  Ix  -h4       ^ 

=- 1  — ; — -r  '^r:^TcXax-\ ; h  C. 

8     x'-t-l        2        ^         4x*-^i 

M.  II.  Supposons  que  y  =  ^^^^^l^^\^^  soit  l'équation 
de  la  courbe  ABC;  et  comptons  l'aire  à  partir  de  Oy.  Alors, 
par  la  dernière  formule,  0  =  |  h-  C;  donc 

/•*         i    (xH-1)'      i  1x(l— x) 

J  -^  Sx'-hi        2        ®         4x'-t-1 

Si  X  augmente  indéflniment,  le 
5  second  membre  tend  vers  —^ .  Ainsi 

4 

l'aire  ACOx  est  finies  bien  que  l'arc 
p X  AMC  soit  infini.  En  même  temps, 

dx  TT —  1 


/ 


0 


(xH-1)(x'-f-1)' 


MB.   III.  Valeur  d'une  autre  intégrale  définie.  —  La 
relation  (A)  exprime  que 

/'*    dz  2p  —  Z   p     dz  \  z  . 

[ \  -4-  zy  ^  î2p  —  2y  (i  H-  z«)'-*  "*■  2p  —  2  (i  -^  z^y-'  ' 

Dans  le  second  membre,  la  quantité  .^^^^  s^annule 
pour  z  =  0  et  pour  z  =  oo  ;  donc 

/*     dg  2p  —  5    /*•       d« 

(iH-zy"'2p  — 2c/     (ÏTTp' 
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et,  par  conséquent, 

/■      dz  2p  —  3    2p  — 5    2p  — 7      4  ir 

0 

p  étant  entier  positif, 

•9f.  Cette  intégrale  définie  peut  en  donner  d'autres  (*). 
Si,  par  exemple,  on  suppose  z=igB;  d'où 

de        /^«     dz  r^     ,  ,  , 

dz  =  — r-»     /    T. 7r=  I     cos''-'ecffi; 

cos'e    J     (l-*-2y    J 

0  0 

on  a 


/cos''-'ed«  =  — — 
2p  — 


^  •  ••  — ^  • 


2p  — 2      2p  — 4      2    2' 

u 

ou ,  en  remplaçant  p  par  p  +  1  : 

/•î      ^     ^       l.3.5...(2p  — i)jr 

/     cos'*'a.dfi= ^-^ i—  D 

J  2.4.6...2p      2 

0 

I.  Intégrer 


(4-*-x-*-ar*)*  a[:'-t-x*-i-2x'-+-2x*-4-x  +  i 

rfx  i  H-  X* 

Résultats  : 

iO  2x-»-l  2(xH-2 

Vo^ arctg 1 h  C, 

^       3j/^3        ^    t/3         3(x'H-x-f-i) 

x-f-i  1  i,c(x-i-0 

Vi  = : :  -♦-  -  arc  tg  X  H-  - 1  > 

^*      4(x«  +  1)      2^4    ï/^?:^ 


(*)  Voir  la  Remarque  (!•). 
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1 -♦- arc  is 

4»/i    a?'  — a:l/2H-i       2\/2        ^i—x' 


1  3x  (4  —  X») 

II.  Vérifier  les  formules  suivantes  : 

/"  i  — ar-f-x'.  Stt        2 

/    dx  = » 

J     (1 -♦- X -4- x')'  91/3       3 

0 

/••  i  —  a:  -f-  X*    ,  IOtt        4  ^^. 


0 


{i-i-x-^xy  91/3       3 


9\/5 


x*H-l.""2V/2'./   (x-i-4)'(x'  — x-4-i)""3* 

0  0 

J    (i -^  X)  (i -+- X*)  J       i-f-x«  3 


(*)  H  résulte,  de  ces  deux  formules,  que  \e%  intégrales  définies 

/*«  1— x-f-x*    ,          /'•l—x-^x*    . 
dXt      I     dx, 
(iH-x-»-x«)«      '  J      (l+x-i-x»)*      ' 

0  1 

ont  même  vctleur.  On  vérifie  ceue  proposition  en  posant ,  dans  la  seconde 
intégrale, 
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CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  IRRATIONNELLES. 


Irrailonnellefl  aioB^Hies* 


tS*  Il  est  toujours  facile,  par  un  changement  de  varia- 
ble ,  de  rendre  rationnelle  une  difiérentielle  dans  laquelle 
les  irrationnelles  entrent  sous  forme  monôme.  Soit,  par 
exemple  : 


•        s        & 

a*  -4-  X*  —  X* 


dy=— ; dx. 


Si  Ton  fait  x = fi^^  on  a 


rfy«24— — n 7 


«"dit. 


La  transformation  se  ferait  aussi  aisément  si  x  était 
remplacé  par  ax  +  6. 


X  ém  «ec^nd  ée^ré* 


K  Si  la  différentielle  donnée  renferne  l/x^-t-px+ç, 
on  pose 

\/x*  -♦-  px  -*-  9=  X  -4-  z; 

ce  qui  donne,  par  l'élévation  au  carré, 

px  -I-  q  =  2zx  -i-z'; 
puis 

x  = -—» 

p  — 2z 
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dx  =  — 2 -dz,     xH-jjr  = ^ ^• 

(p-2z)>       '  p-2z 

•  Soit  maintenant 

dx  dz 


dy  = 


l/a*  -h  px  -^  q      P ^ 

i 


L'intégrale  du  second  membre  est  —  llz  —  f )  -*-C.  Donc 

dx 


Ji/? 


px  -^  q 


-,(. 


C; 


ou  9  en  faisant  attention  que  le  logarithme  d'une  constante 
est  une  constante  : 


dx  e 


\/x'  -h  px  -^  q        ^ P 

2 


Mettant  pour  z  sa  valeur,  on  a  donc 
dx 


i/x'^px-^q        _  L  ^?J  ^  l/iTTjSTT^ 


c 
=  1- 


»-4 


ou  enfin,  en  changeant  la  constante, 

=  ll  olxH t-Vx*  -i-px-t-q)  \. 

\/x*-*-px-i-q        L    ^        2  'J 


(0 
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*ai.  En  second  lieu,  soit 

dy  =  dx  [/x*  -^  px  •\'  q 


*(*-^f) 


x'  -4-  px  -+-  ç 


l/i' 


px 


rfxO 


De  là  résulte 


dx 


-x  +  q 


px. 


l/J 


dx{"). 


px 


P 


dx 


dx 


Vx^  -^px  -^  q  ^     l/ï-  -♦-  px  -H  y 

=  X  l/x*  -t-  px  -h  qf  "" /*^^  l^x'  -H  px  4-  y 

^j/4=J=-.(7-V)  A= 

£/     l/x'  -+-  px  -^  ^       ^        ^    ^^   l/x'  -♦-  px  4-  g 
=  X l/'x'  -+-  px  H-  9  —  y  -♦-  ^l/x'  -♦-  px  -4-  çr 

-+-(?-  ^P'J  1  (^  + 1  -^  l/x*  +  px  H-  pj. 


Ainsi 


A"^ 


px  -f-  qr 


-Ihf)^ 


px-\-i\ 


2  (î  -  4?')  '  ('»'  -*-f  -^  ^*'  +  P^  +  9')  +  <^- 


(2) 


St.  Remar<fM.  —  La  dernière  formule  donne ,  comme 
cas  particulier, 

yitV/a;*  — o»==-xV/x*  — o'  — -o'j(x-*-l/x'  — o«)  +  C, 

(*)  Qaand  ane  différenlielle  contient  un  radical ,  il  y  a  ordinairemeni 
avantage  à  le  faire  passer  en  dénominatear. 

(**)  Celte  décomposition  tend  à  rendre  intégrable  la  première  partie 
de  dy. 
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et,  en  supposant  y  =  l^x*  —  a*  : 

2^2  a 

a 

La  quadrature  de  Thyperbole  équilatère  dépend  donc  des 
logarithmes  népériens.  Pour  cette  raison,  on  les  appelait, 
autrefois ,  logarithmes  hyperboliques. 

SS.  Pour  rendre  rationnel  V — x*-»-/}x  h-ç,  on  met 
d^abord  le  trinôme  sous  la  forme 

Cette  transformation  donne 

/*  dx  .       n     dz  ,   z      ^ 

=   / —  =arcsm-  -v-  C; 

ou 

— ^z==:=z:zi=zz  =  arc  sm -  -^  C.     (d) 

a4.  De  même , 

y  dx  V  —  i»  -»-  px  -*-  9  =  y*rf«  Wp*  —  «' 

(*)  Le  trinôme  doit  être  ane  différence  de  carrés,  sans  quoi  le  radical 
serait  toujours  imaginaire. 


dz 
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puis 


fàxV —  ap*  -H  px  -H  y 


2  V  4 


p'  -f-  g  arc  sin 


*-iP 


w 


c. 


\4 


P'  +  î 


85.  Remarques.  —  I.  Si  Ton  suppose  0A  =  (3,  Hnié- 

grale /cÏjfV^P* — z*  représente  l'aire  de  la 
partie  BMPO  du  cercle.  Or 

BMPO  =  BOMH-MOP=-8'.a-*--0P.PM 

2^         2 

=  -  S' arc  sin  -  -4-  -  z .  PM  ; 

2*^  p       2 


donc 


y  2  P      " 

ce  qui  est  exact. 
II.  Pour  întéirrer  ^^^    ,  il  suffit  d'écrire  l'identité 


1  = 


X  -+-  l/x*  -h 


X  -H  l/x'  -♦-  9 


et  de  diviser  les  deux  membres  par  W^x*  -hç  :  le  second 
membre  devient  égal  à  la  dérivée  de  1  (x-hV^x^-Hç);  donc 


cfx 


l/i^T^ 


=  1  (x  -t-  l/x'  H-  ç)  H-  COIWt. 


III.  Si  l'on  veut  rendre  rationnelle  une  expression  con- 
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tenant  l^a*  —  x^,  on  peut  employer  une  des  transforma- 
tions suivantes  : 

ly^T i     #         x       ^ — ^      sin'©     ,  .-- 

Ko" — x'=(a — x)z,    = — T-f    Var  —  x'=o  — to. 

a  -H  a      cos'  f 

On  tire  :  de  la  première , 

z'  —  i         y  âaz  zdz 

X  =  a >      ko'  —  x'  = 9     dx  =  4o ; 

z»+1  z'-f-i  (z«-i-i)'' 

de  la  deuxième  y 

X  =  o .  ces  âf ,    Ko' — x'=o  sin  2f ,    dx  ==  —  2o  sin  2fdy  ; 
de  la  troisième , 

x  =  2a- ;>     I/o' — x'=o- -?     dx  =  ^a rrff. 

La  deuxième  donne,  par  exemple , 


/ 


=  — 2/dy-f-C: 
.1      ««  «/     • 


OU 

(ix  ^      ^ 

=  —  arccos — h  C; 


fi 


I/o'  — x'  » 


résultat  connu. 

k  Applications^  —  I.  Soit 


/*  dx 

y=  / ^ 

^  i  +  x— l/i  — x' 


La  première  transformation  donne 

zdz 
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OU  ,  dz  zdz  dz 

dy  = 


z  —  1       «'-*-i       z'-*-i 
Conséquemment, 

y  =  l(z  —  I  )  —  - 1  (z'  -I-  1  )  —  arc  Ig  jr  -h  C , 

ou 

c(z  — i) 
y  =  \  —  arctgz. 

ou  enfin,  b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
dx 


A 


IL  Soit 


=1  [6(1/1  H-x— l/T=i)]-f-  arccos  1 0 


^    (a  — x)l/i— x' 


la  quantité  a  étant  supérieure  à  1  (**). 
La  deuxième  transformation  donne 

dx  _       d?  rf? 


(a— x)  V 1  —X*  (tt-cos  2?)  (a—  1  )  cosV-*-(a-Hi  )  sin'?  ' 

ou,  si  Ton  pose 


tg?  =  r: 

dx  di 

=  —  2 


(a  — x)l/i  — X*  a  — i-h  {a-*-i)i* 

Cj  On  a 

—"'•«Vrri^ â-^*^*"»;/!!:^ 2+arccosx; 

et  le  terme  —  -  peut  êlre  supposé  compris  dans  b  consfaole,  laquelle 
est  1 . 6. 

r*)  Exemple  traité  par  M.  Hermite  {Cour^  (TAnalffse  de  VÉcoh 
technique,  p.  31 1). 
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D  ailleurs,  aux  limites  ( —  1),  (-+- 1),  correspondent,  res- 
pectivement : 

2y  =  7r,    2y  =  0; 
puis 

t  =  oo,    t  =  0. 
Ainsi 

f(a)  =  ^2/ 

80 

L*intégrale  indéfinie  est ,  comme  on  peut  le  vérifier, 


1/ 
donc 


=f"*(V^)n' 


(a  — i)-t-(o-H<)««"'v/ôfzrrL      sj' 


et,  finalement, 

A{«)= 


\/if^n^ 


DliréreBllellefl  blndaies. 

S9.  Ce  sont  celles  qui  ont  la  forme  x' (a -f- 6x*)' rfx. 

1®  On  peut  supposer  p  et  m  entiers  :  si  ces  exposants 
étaient  fractionnaires,  on  opérerait  comme  pour  des  irra- 
tionnelles monômes; 

2®  On  peut  supposer  in>  0  :  dans  le  cas  contraire,  on 
change  x  en  i; 

{*)  On  verra,  no  peu  plus  loin,  que 

y-*  dx  i  /    .    /B\ 

A+B^v  vjû      \  V  a; 
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3®  L'exposant  q  doi^  être  supposé  fractionnaire  ;  car  sll 
était  entier,  la  diSérentielle  serait  rationnelle. 

S9.  Cas  d'intégrabilité.  —  Cela  posé,  pour  essayer  de 
rendre  intégrable  la  différentielle  donnée,  faisons 

a  -+-  6«^  =  z; 
d^où 

*  1-1 


•"(^r-  '--J-^)'  r- 


puis 


dy  =  x'  (a  -♦-  bx^ydx  =  —  I — - — I     dz .  «*. 


Si 


m 


=  entier^ 


la  dernière  quantité  peut  être  rendue  rationnelle;  donc  la 
différentielle  binôme  est  intégrable. 
Il  y  a  un  second  cas  d'intégrabilité  :  on  peut  écrire 

dy  =  a;*^"^  (6  -*-  a«~*)« dx; 

donc,  en  appliquant  la  première  condition,  on  trouve 

p  -4-  cm  -♦- 1 


—  m 
ou 

p  -f-  i 

m 


=  entier^ 


q  =  entier  (*). 


u  Exemple  :  dy = x*  (1 -i- a:*/ dx.  La  première  con- 
dition n'est  pas  vérifiée;  mais  ^^ h- {  =  enU'cr;  donc  dj 
est  intégrable.  En  effet,  si  Ton  prend  Jj-f-l^^^S  on  a 

C)  M.  Tcbébychew  a  démontré  que  ces  deux  cas  sont  les  seuls  où  la 
différentielle  binôme  soit  intégrable  au  moyen  des  signes  algétfriqws  tt 
logarithmiqws  (Jodrral  de  Liodyille,  t.  XVIII). 
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puis 

Suite.  —  aédnetton  de  rinté^nUe. 

4#.  Que  la  différentielle  binôme  soii  ou  ne  soit  pas  inté- 
grable,  on  peut  se  proposer  de  la  réduire.  Cette  réduction 
comporte  quatre  problèmes  particuliers  :  Diminiier  ou  aug- 
menter,  soit  l'exposant  q^  soit  l'exposant  p. 

4t.  Premier  cas.  —  Réduction  de  l'exposant  q.  En  inté- 
grant par  parties ,  et  faisant  porter  l'intégration  sur  le  fac- 
teur ofdxy  on  a  : 

y=fx'{a-^bx-Ydx 

x^*  amb    y, 

= (a  -f-  bx^y  — fx^^  (a  h-  bx'^y-'  x"-*dx 

p  -♦-  i  p  -♦- 1  «^ 

x^                         amb     •. 
= (a  H-  bx'^Y ^ fxf^la  h-  6x"')*"*  dx. 

Cette  transformation  n'atteint  pas  le  but,  parce  que,  m  étant 
posin'fy  on  a  p-i-w>p.  Mais  6af***si=5af  (a+ôx* — à);  donc 

y=^^(aH-5a;'")«-  ^[Jj;f{a-hbx")'dx-aJx'{a-\-bx''y-  *rfx], 

ou 

(p-+-  i)y  =  x'^(a  -h  6x")' —  qmy-\-aqmJxf{a'\'bx'^Y'U1x. 

Ainsi 

yx'  (a  -f-  bx^Y  dx  = x*^*  (a  -*-  ôx"*)' 
p  -*-  i  -H  wig 


aqfm 


p  -4-  i  -H  wig 
./x'(«-^6x").-dx. 


(S) 


p  -*-  i  -♦-  mq* 

37 


578  CALCUL  INTÉGUAL. 

En  employant  plusieurs  fois  la  même  formule,  on  retraii- 
obéra,  de  l*exposant  9,  toutes  les  unités  qui  y  sont  conte- 
nues. 

ât.  Remarques.  —  I.  La  formule  (5)  est  illusoire  si 

mais  alors  la  différentielle  proposée  est  intégrable,  à  cause 
de 

= 1-  ûf  =  0  =  entier. 

m 

En  effet, 

-Eti  -thîiix 

dy  =  x^[a  -4-  6x")    "*  dx  =  (6  -4-  cmp~*)    *  — 

X 

Par  conséquent,  si  Ton  pose 

6  -I-  ax""*  =  jj", 
on  trouve 

2— 'dz' 

quantité  rationnelle. 

II.  La  réduction  est  encore  impossible  si  p  =  — 1, 

c'est-à-dire  quand 

dx 
dy  ==  (a  -4-  bx^Y — • 

X 

Mais  la  transformation  ci-dessus  (Sâ)  donne 

dy  =  — 7 zdz\ 

tn{z  —  a) 

et  cette  différentielle  est  intégrable,  même  lorsque  q  e^( 
fractionnaire  (96). 

48.  Deuxième  cas.  —  Réduction  de  l'exposant  p.  Pour 
reffeciuer,  on  doit  faire  porter  l'intégration  sur  (a-H6x")'rfj- 
Or, 

ar**  (o  -*-  6x*)*  =  niôoc*"  *  (o  -*-  6x")* r—  ; 

mb 
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donc 

fjgjP  »+i  P       Ut  t  i 

Décomposant  (a -h  6x")«^  en  (a -ï-6x'")*(a-»-6x"),  on  a 

puis 

«16(9  H-  i)  y  =  x^"^ (a  H-  6x"')«"»^  —  6(p  —  m  -♦-  i) y 
—  a{p  —  m  -H  I) /x''~*(a  -♦-  6x'")«c/x; 

et  enfin 


/ 


X'  (a  H-  ôx")*  dx  =  7 x»^"^*  (a  -4-  6x~)«+« 

ââ.  Au  moyen  de  cette  formule  (6),  on  pourra  réduire 
Fexposant  p  k  p  —  tm,  t  étant  le  quotient  entier  de  p 
par  m.  Si  p  —  im  =  m  —  1,  la  dernière  différentielle, 
x'*~*(a+6af')'rfx,  est  immédiatement  intégrable;  mais  alors 


=  t  +  i  =  entier. 


m 


âl(.  Troisième  cas.  —  Si  9  est  négatif,  le  second  membre 
de  la  formule  (5)  est  plus  compliqué  que. le  premier;  car 
q  —  1  surpasse  9,  en  valeur  absolue.  Pour  transformer 
convenablement  cette  formule,  changeons  d'abord  q  en  — q\ 
nous  aurons 

(p  -+-  ^  —  mq)j3f  (x  -f-  6x™)"»  dx 

=  x'^*  (o  -*-  ôx")"^  —  aqmfx^  (o  -4-  ôx"*)""*^  dx\ 
d'où 

X'  (a  -f-  ôx")-»-*  dx  = x»^*  (a  -♦-  ôx"):» 

afin 

p-4-    —mq  ç^^     ^  ^^     ^^ 
aqm       •^ 


/' 
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et,  par  le  changement  de  g  en  g  —  1  : 

J  am{q  —  i) 

p-i-1— tii(g  —  I)   ^     ^        ,     .  ...  ,    f 
_  /^ — vi ;  r^,  /   ^  6x")-^  dx. 

am{q  —  i)       ^      ^  ' 

4ttk  Qtiatrième  cas.  —  De  même ,  en  remplaçant  p  par 
—  Pj  dans  l'égalité  (6) ,  on  a 

h  {mq  —  p  -♦-  i) /*x~''  (o  -4-  6x*)'  dx  =3  x"*'"***  (o  -4-  6x")*+^ 
-•-  a  (p  ■+-  m  —  4) /x~^"  (a  h-  6x"*)»  dx; 

et,  par  le  changement  de  p  en  p — m  : 

yx"'  (a  -h  ôx*")*  dx  = ; -T  ^'"'^  (<»  •*-  bacry*^ 

6(mûf  —  p -4- m -4-4)  /.   .^^,       ,     v   .    ( 
■*-  a(p--«) ^^Z'        <«  +  te-j'ix.  ) 

49.  I.  Soit 

yp=yx'(4-f-x)»dx, 

p  étant  un  nombre  entier, 

La  formule  (6)  donne  successivement ,  à  cause  de 

4  p 

p-4-y-+-4  p-4-qf-h4 

4  p  — 4 

P-*"î  p-^9 

4  4 

X  (4  -4-  x)*^* yo. 


g-4-2    '         '  q-^i 
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D'ailleurs, 

Éliminant  y^^tf  y^^,  ...  yi ,  on  trouve 

y,  =  X,  (i  H- x)^, 
en  supposant 

1  p 


êS.  Remarque.  —  De 

af =(rïx-1  )'=(i  +x)'-^  (i  H-x)»»-'-*-^^^^^  (1  +x)^~..±  I , 
on  conclut 

p-4-qf-l-l  ip-*-qf 

^.ç,        j-(iH-x)^-'— ..±— -(i+x)^. 

Ces  deux  valeurs  de  y^  ne  pourraient  différer  que  par 
une  constante.  Gomme  elles  s  annulent  pour  x  =  — 1, 
elk$  sont  égales.  On  a  donc  cette  identilé  : 

X' ^X^^-f- ^^"""^^ x*»-» 

plp  —  i)..A  ,        pp-4-ûr-4-l  ,    . 


(p-+-ç)(p-+-9 — i)...(y-Hi)  1     p-f-qr 

^p(p^i)p-^g-^i        ^^^,_^^p.^?-Hi 

1.2      p  +  qr  — 1^  '  y-*-1 

(*)  Toutes  ces  formules,  ainsi  que  les  suivanles,  sont  en  défaut  pour 
g  =  — l,g  =  — 2,...,g  =  — (p^l). 
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ê»*  II.  Soit 

p  étant  entter  positif.  On  a 

i 
m  =  2,     7  =  —  —  >     a  =  i,     6  =  —  i 

donc,  par  la  formule  (6), 
De  même, 


Si  p  est  patVy  la  dernière  égalité  est 

i     I 

^2  2 

Si  p  est  impair^  on  arrive  à 


j  ,  y î    ,      "1    P   xAx 

^  3  5^  1/4--X' 


1 


=  __lV/i  — x«.x' l/i  — x«. 

3  3 

Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  est 

yf»=  — 

r^     ^       P-*         8  (p-l)(/>-3)...3.4    l.yT— 3 

Lp  p(p-2)  p(p-2)...4.2       J 

\£ £vr ^ ^^^  sin  X  -+-  C  ; 

p(p— 2)...4.2 


(A) 
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et,  dans  le  second , 

Lp  p(p-2)  p(p-2)...3.i    J  ) 

&0.  III.  Les  formules  (A),  (B)  se  simplifient  beaucoup 
lorsque  les  intégrales  sont  prises  entre  0  et  1.  En  effet, 

x^dx         1.3.5...(p — \)if 


f 

0 


J/TTT?      2.4.6...     p.     2' 

'    oifdx         2.4.6...(p  — I) 
V/rZrj^  "^  3.5.7  ..     p. 


(A') 


(B') 


selon  que  p  est  patV  ou  impair. 

Formale  de  IVallIfl  (*). 

&t.  On  peut  démontrer  que,  p  croissant  indéfiniment, 
le  rapport  des  intégrales  (A'),  (B')  tend  vers  Vunité.  En 
admettant  cette  proposition,  nous  avons 

i.3.5...(2n  — 1) 

TT,.     2.4.6...     .2» 

1  =  — am — > 

2        2.4.6...     .2n 

3.5.7...(2n-t-1) 
ou  ' 

7r__2244668 
2"î*3'3'5'5'7'7'"'  ^  ^ 

formule  remarquable,  due  à  Wallis.  Les  facteurs  du  pr(H 
duit  indéfini  sont,  alternativement,  plus  grands  et  plus 
petits  que  i.  De  là  résulte  que  les  fractions 

2      4       16       64 
—  ,     —  >     —^     — >  ••• 

i       3        9        45 


ir 


approchent  de  j,  successivement  par  défaut  et  par  excès. 

(*)  Wallis  (Jean),  célèbre  Géomètre  anglais,  né  en  1616,  à  AsUfort; 
mort  en  1703. 
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-      g         «*  Sx-*- 2, y 3  \ 

1-     /  = -r^Vx — lH--apccos -»-C. 


1  C  tL- 

^   x'I/x  — 1 
--      /^  aî*da:     4  g  (a:'  —  5] 

m.    /   ,.  =TrH ~^— l/3àrctg — 7— +  C: 

'^  1 


-3)      3         . 

arc  sin  X  +  C. 


2  =  (1  -I-  X-»)'. 


IV.    /  =l(^'/'2  — <)  +  l/5arctg— y^ 


V. 


/*      dx        _  \    ,Va-*-bx'  —  \/â 
x(o  +  6x')'      2o'   l/o-+-6x'-f-l/o 


1  * 

1 :  ■*-  C. 


o*  \/a  -»-  6x'      5o  (o  -♦-  6x»)' 


VI.   r ^ 


Sx 


- 1  (x  -*- 1^4  -+-  X*) arc  sin  x  -♦-  C. 

2    ^  ^2 


CHAPITRE  V. 

INTÉGRATION  DE  QUELQUES  FONCTIONS  CIRCULAIRES. 

5I9«  I.  Soit  dy  =  sin  x  cos  xcfx. 

L'intégration  par  parties  donne 

y=  /  sin  xd (sin x)  ==  - sîn* x -♦- C. 
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On  peut  encore  intégrer  en  observant  que 

sm  a:  cos  X  =--  sin  2x. 

2 

On  trouve  ainsi 

\    r  4 

y  =  -■  /  sin  2xrfx  =  —  -cos  2x  -i-  C. 

5S.  Jtemar^ue.  —  En  égalant  ces  deux  résultats,  on 
conclut 

4  \ 

-  sin*  «-♦-€  =  — -  ces  2x  -i-  C, 
2  4 

Pour  trouver  la  relation  qui  existe  entre  G  et  G',  il  suffit 
de  supposer  x=0  :  Téquotion  se  réduit  à 


4 


donc ,  en  général , 


—  sin'a:  =  -(i  —  cos2x); 

ce  qui  est  exact. 

64.  II.  Plus  généralement,  soit  2/es/sin''a[;  cos'xdx. 
Cette  intégrale  peut  être  transformée  de  différentes  ma- 
nières : 

1®  Si  Ton  fait  sin2x  =  6,  il  vient 

cos*x  =  4  — 0,    dx= —  >   y="  /®*  (^— ^)*  ^^• 

2V/e(i— e)  2y 

On  a  donc  une  différentielle  binôme  :  l'intégration  est  pos- 
sible (•©)  si  ^~i  =  entier  et  si  ^^  =  entier. 

2^  On  peut  trouver  des  formules  de  réduction ,  analo- 
gues à  celles  qui  se  rapportent  aux  différentielles  binômes. 
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Par  exemple,  p  et  9  étant  supérieurs  à  Tunité  : 

V-  =  /  sin'x.cosirix.cos'~*x  = sin^*^xoos*~*x 

La  nouvelle  intégrale  peut  être  écrite  ainsi  : 

/sin'x (i  —  cos'x)  cos*~'xdx  ==/sin'x  co8*~*xdx  —  y^ 

Donc 

(P  ■+-  ^)yf  =  sin*"*^ X  C08«  * ar  -I-  (9  —  l)y^,  —  (7  —  l)y,; 

et  enfin  . 

\  q—  l 

.y,  = sin'*^"*  X  ces»"*  x  h y,_t . 

p-+-qr  p-*-9 

Si  9  est  entier,  cette  formule  réduit  Tintégrale  proposée  à 

yi  =fs\n*x  ces  xdx, 

yo=/sin'xrfx. 


ou  a 
Or 


y,  = -sin'+'x; 

p  -♦-  i 


P 

et,  si  />  est  entier,  on  peut  exprimer  y^  sous  forme  finie, 
parce  que  Vun  des  nombres  p ,  p  -f-  1  est  pair, 
3®  Supposons  p,  q  négatifs  et  entiers.  Soit 

dx  /^  dx 


/*      dx  /*  dx     . 

y,  =  /  -: =/  — r— sm"*''x 

y  sm''xcos'x    e/   cos*x 


cos~^+*x 
=  tg  X  sin"**  X  cos"^'  X  — 


fig  X  ( —  p  sin""*^  X  ces"*"*"'  x  h-  9  —  2  sin~'+*  x  cos"***^  x)  dx, 
ou 

1  r     dx  n      ~ 

sin'~*xcos'"*x     V/  sin'*x  cos»~'x  »/  sîi 


sin'^'xcos'x 


INTÉGRATION  BE  QUELQUES  FONCTIONS  aRGULÂIRES.  587 

On  a 

y'*      dx  r*s\vfxdx        r     dx  p      dx 

sin^*xcos*x   J  sin'xcos^x  */ sin^x  co8*x  ^  siii'xco8*""'x 


Ainsi 


y*°^sin^'xL^'«-^py-'-(^-=^)^*-y*-'^> 


puis 

i  p  -*-  q  —  2 

^' ^ (g--l)sin'-*xcos'-*x  ■*"      9-i     ^'-"  ^^^ 

Si  q  est  pair,  on  arrive  à  yo^^t/sûpx»  ^^>  ^'  ?  ®^'  impair, 
^  j/i=x/linP«co8«-  Opérant  sur  ces  intégrales,  à  peu  près 
comme  nous  venons  de  l'indiquer,  on  pourra  les  réduire, 
suivant  les  cas ,  à 

^  J  sm'x     c/  cosx    y  smxcosx 

W"  Enfin,  p  et  9  étant  entiers  positifs,  on  peut  remplacer 
sin^'x,  cos'x,  sin''x  cos*x  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x;  et,  par  suite,  effectuer 
l'intégration. 

&5.  Exemple  : 

y  =  /sin'x  cos*xdx. 
On  a  -^ 

3  1  115 

sin'x =-sin  x sin  3x;     cos*x  =-  cos  4x-»-  -  ces  2x  -h  -  • 

4  4'  828 

Donc, 

32  siu'  X  cos*  X  = 

[3sinxcos4x+12sinxcos2x — sin3xcos4x — 4sin3xcos2x] 

+  3  (3  sin  X  —  sin  3x). 

De  plus  : 

sin  X  cos  4x  =—  (sin  5x  —  sin  3x), 
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8in  X  cos  2x=^  (sin  3a;  —  sin  x). 

i 

sio  ox  cos  4x  =  -  (sio  7x  —  sin  x), 

sin  5x  cos  2x  =  -  (sin  5x  +  sin  x). 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  fonction  entre  parenthèses 
devient 

i(-i5sinx^9sia3x-sin5x-sin7x). 

Ainsi 

\ 

sin'  X  cos* X  =  —  (3  sin  X  +  3  sin  5x  —  sin  3x  —  sin  7x). 

64 

Multipliant  par  dx,  et  intégrant  chaque  terme,  on  a  enfin 
/8in'xco8*X(ix=— -1  — 3oosx— co83x-f--cos5x-4-~cos7x  j+C; 
et,  si  Ton  prend  pour  limites  0  et  |  : 


sin'  X  cos*  xdx  = — 

35 


Ml.  Vérification.  —  Si  Ton  fait  cosx=G,  on  trouve, 
immédiatement, 

y*sin'  X  cos*  xrfx  =  — y  o*  (  i  —  0  ^^ 
i  ,      i   ,  cos'x      cos'x      ^ 

Cette  valeur  ne  diffère  pas  de  la  précédente;  car  (Àlg-f 
t»0)  : 
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1  i 

—  5  cos  or  —  cos  3x  -4-  -cos  5x  -4-  ~ oos  Ix 

5  7 

64      «         64      ,     ,,, 
=  — --  cos'  X  -♦-  —-  cos'  X  (  ). 
5  7 

&9.  /{emargu^.  —  Les  intégrales  définies 


Te  î 

/     sin^xdx,  /     cos"  xrfx, 


peuvent,  très-facilement,  être  exprimées  soti«  /orme  /?nte, 
quand  Texposant  n  est  un  wmibre  entier.  En  effet,  la 
formule  trouvée  ci-dessus  (50,  S"")  : 

i                              7  —  1 
y-  = sin*^  co8»~*  x  -i t/,-.i, 

donne 

/    cos"  xrfx  = /     cos"~*  xdx. 

0  0 

Par  conséquent  : 
Si  n  est  patr  : 


/ 


5"  ir1.5.5...(fl  —  4) 

cos"  xdx  = 


2  2.4.6...      n 


et ,  si  n  est  impair  : 


/ 


T  2.4.6...(n— -i) 

cos"  xdx  =  r-TT^i • 

3.5.7...      n 


(*)  On  Toit  combien  il  est  essentiel  de  savoir  trouver,  dans  chaque  cas 
particulier,  la  transformation  qui  8*y  applique  le  mieux.  Cet  art  des  trans- 
formations constitue  l'une  des  grandes  difficultés  du  calcul  intégral  :  on 
ne  peut  Tacquérir  qu'après  s*y  être  beaucoup  exercé. 
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Les  premiers  membres  ne  ehangent  pas  quand  x  e>i 
remplacé  par-^ — x;  doue  : 

/^  •  .^        «1.3.5.^(11—1) 

y     "°^^  =  5.5.7...      ,  <-"'"')!' 

S9.  III.  VmtègnAe  de  ^g^  donne  lieu  à  une  traosrnr- 
mation  remarquable  (**).  0>mme 

^  .   i  i 

sm  X  =s  2  sm— X  cos -X, 

2  2 

et  que 

_,       i  I      i(x 


2        2     j 

COS*  — X 

2 
on  remplace  la  différentielle  par 

dx 


4 

dx  i  V"""  5 


cos*-x 


2.1  i  2         J        ' 

8in-XC08-X  tg-x 


d*où  résulte 

dx 


/►dx       .      i 
-: — =l.tg-x-f-C.  (I) 

sin  X  2 

ft».  IV.  Soit  à  intégrer  ^  .  ,^.,^^,^.  Si  on  voulait  rendn 
le  dénominateur  calculable  par  logarithmes,  on  ferait 


a=l/a'H-6*cosy,    6  =  »/a' +  6*sin  ?, 

(*)  Ces  formules  ne  différent  pas  de  celles  que  nous  avons  donnéfsà 
propos  des  différentielles  binômes  («•,  III). 
(**)  Elle  revient  à  faire  tg^xa=  t.  (Voir  la  note  suivante.) 
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et  Ton  Mnii 

a  sin  rr  +  6  Gos  x  =  l/ô"  -+-  6*  siii  (x  -+-  f). 

Cette  iraDsfonnation  est  applicable  à  la  question  actuelle; 
elle  donne 

dx 


/= 


a  sin  X  +  6  ces 


i  r     dx 


ou,  diaprés  la  formule  (1), 


/   a  sm  X 


dx  4  1 

— l =  "-=zzi=:l.tg-(x-f- f)-hC. 


eo.  V.  Soit 

^*  ^  r  àx  n     dx 


^J  2  — sin«x~y  4  — (1  — co8  2x)^!/3 


3  -4-  C08  2x 

Posons 


De  là  résulte 


cos  2x  =  •- (*). 

sin2x  = -»     ax 


4  H-  m'  \-\-u' 


y=  /  1 r  =  -— larctg -t- C; 

y   t*«-4.2      v/2  1/2 


Cl,  si  rintégrale  est  prise  entre  0  et  |y 


^    J     «''-*-2""2W^ 


(*)  Cette  formule,  qui  équivaut  à  tgx  =  v,  doit  être  remarquée  :  en 
général,  si  (2y  =  F(sinâ;,  cosa;)da;,  F  désignant  une  fonction  ration- 
nelle, il  suffit  de  faire  tg  |  x  =  ^  pour  rendre  dy  algébrique  et  ration- 
nelle. 
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et.  Remarque.  —  On  arrive  plus  vite  à  ce  résultat  en 

dx  dx 


écrivant 


,  dx  cos*x  4     1/3  006*  x 

dy  = 


2co8*ic-i-sin"«      2-+-tg'x      1/2 

!  I  -♦- 


I 


•  VI.  Plus  généralement  y  soit 


/•  dx 

J  a*  sin'  X  -♦-  6*  cos*  x 


La  dernière  transformation  donne 

adx 


y  = 


i     /      (cos'x  \  (a       \ 


et  y  en  particulier. 


r ^ 

c/      o"  sin'  X  -4-  6'  cos*  x 


2a6 


(â) 


U  Remarque.  —  Si  Ton  suppose 
la  formule  (2)  devient ,  après  quelques  réductions, 


,/      c'  —  2c  ces 


2ccos2f-i-l       2(c'— I) 
Soient  (p=^  9,  c  =  ^  :  on  trouve 

r""  de n_  ^ 

J    i  — 2gfcos6-h9«'^1— ç«'  ^^' 

résultat  qu'il  est  bon  de  connaître. 
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U  VII.  Comme  dernier  exemple,  prenons  Tintégrale 


^  ^  COSfX 


que  l'on  rencontre  dans  un  problème  de  Géométrie  sphé- 
rique  (*). 

En  essayant  diverses  substitutions ,  on  arrive  à  celle-ci  : 


cosx 
On  en  déduit  : 


cosa  ,  zdz 

sinx  =  —  9     dx  =  —  cosa 


»    /         sin*a  Z  COS  a 

^  c^s^      V/z«  -♦-  sin'  a 

et,  par  conséquent , 

V  =  —  COS  a  / • 

^  ,/(j3'-^i)(«*  +  sin»a) 

La  fraction 


(z*H-1)(z«-»-sin*a) 
est  décomposable  en 


i      I     i  sin'a     \ 

>s«^  U«-Hl  ""  z«  -f-  sin«  a/  ' 


cos' 
donc 

•     dz 

9 


.  ^    r    dz 

y  =  — arctgz-t-  sm'a/-- -~- 


ou 


/dx  y/ 


sin'  a  z 

1 r—  =  —  arc  tg  z  H-  sin  a  arc  Xa h  C. 

COS*  X  sin  a 


fj  Journal  de  Liouville,  t.  VI ,  p.  428. 

3S 
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Pour  avoir  un  résultat  simple,  supposons  que  les  limites 
de  la  première  intégrale  soient  x=0,x=j  —  a.  A  ces 
valeurs  de  x  correspondent,  respectivement,  z  =  +  ac, 
2=:0;  donc 


Y/4_^  =  |(l-sin.). 


COS*  X 


•ft.  Remarque.  —  Le  calcul  ci-dessus  peut  être  abrégé. 
On  a 


V 


sin'a         i    ,y — TT-  cos'x— sin'a 

i r— = K  COS'X  —  Sm'a  = 


cos'ar      cosx  cosx\/cos'x— sîn'^ 


cos  X  sin*  a 


l/cos'  X  —  sin'  a      cos  X  V/cos'  X  —  sin* 
cos  X  sin'  a 


V^cos'  a  —  sin"  X      cos  x  l/cos'  a  —  sin*  x 
donc 

,  cos  X .  dx  sin*  a .  c(x 

dy  = 


l/cos'  a  —  sin*  X      cos  X  V^cos*a  —  sin*x 

Le  premier  terme  est  la  différentielle  de  — arc  cos  (^|; 
le  second ,  la  différentielle  de  sin  a  arc  cos  (tg  x  tg  a)  f  ). 

Par  conséquent, 

/sin  x\ 

y  =  —  arc  cos  ( 1  -h  sin  a  arc  cos  (tg  x  tg  a)  •♦-  C; 

Vcos  a/ 

valeur  qui  s'accorde  avec  la  première. 

(*)  En  effet,  celle  différentielle  égale 

cos'  X  sin'  oc .  dx 

—  sin  a 


Vl  —  tg*  X  tg'  a  cos  X  l^cos*  X  cos*  «  —  sin'  a;siii*a 

sin'œ.dx 


cos  X  l^cos*  a  —  sin*  x 
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I,    -        '^  2 


""*«(\/E^'«M-^^- 


a+6cosx      [/fn^ ji 

II.  Si  a=b y  que  devient  la  formule  précédente? 
III  /*  ^^^^^  ^  ^^^^ 


(a  -4-  6  C08  xY      o'  —  6'  a  -t-  6  cos  X 
26 


rf"^^^(\/h:l^«r)-*-'^\ 


(a«  —  67 

_-.    /»dx  i  (    i  3     \       5,       x' 

IV. /-— — = colx  -rT--< -fr--l.tg--f-C. 

e/  sm'x  4  Vsin'x      2sinx/       8         2 

V.  /x'  sin  xdx  =  (3x'  —  6)  sin  x  —  (x* — 6x)  cos x -♦- C. 

Vl.yx' cos  xdx  =  (Sx*  —  6)  cos  x  -♦-  (x* — 6x)  sin  x  -*-  C. 


cos  a 


dx  2  I  2     1^ 

: '-4-C. 


=  -: — apctg 


cos  a  sin  X      sma  \        sin  a         / 

VIII.     r    ''^ .  =^0. 

^       1  +  cos  a  sm  X      sin  a 

0 

-Y       /^  COS*  X  sin  xdx  3  cos  x V/^  -♦-  e'  sin*  x 


/cos* X sin  xdx 
Vi  ■+•  c*sin*x 


2c' 


i  -t-  c  /  e  cos  X   , 

SPC  cos  ]  -♦-  C. 


2«  \l/T 


6' 


{*)  De  cette  formale,  cas  particulier  de  la  précédente,  on  conclut,  par 
an  changement  de  lettres , 


X    /*  j  da  /'T 

»in  X    ./       1  -t-  cos  X  sin  a  "^y        1 

0  ô 


d/3 


sin  X    ./       1  -t-  cos  X  sin  a    ^J       1  +  cos  x  cos  i3  ' 
0  ô 

puis  le  moyen  de  développer  j^  suivant  les  puissances  de  cos  x. 
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/^  «  cos'  X  sio  xdx        3        1  -+-  e* 
X.        /  =  — T-H —arclge. 

J       »/i  +  e«sin«x      2e'         2e» 


XI.  Démontrer  que,  si  Ton  fait  Vn^/jT^T^^n^'  ^"  ^ 

6siDx 


y«==  — 


(n  —  1)  (a*  —  6')  (a  -^  6  cos  x)-* 
(2n  — 3)a  (n  —  2) 


(n^i)(a«-6')^"-*      (n-4)(a'~6«) 


CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS  EXPONENTIELLES  OU  LOGARITHMIQUES. 

•e.  Les  cas  où  rimégration  est  possible  sont  fort  rares. 
En  voici  quelques-uns  : 

1»  y  =  n\xYx^dx, 

9 

Si  Ton  pose  a==fi^,  on  a 

Quand  n  est  entier  positif,  on  peut  intégrer  (l«).  Du  resle, 
rintégration  par  parties  donne 

y  =  ^{\xf ^/(IxrVrfx; 

ou,  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation, 

^  p  -H  i  ^      ^  p  -+-  1  ^ 

D'ailleurs  Vo  =  "^^;  donc,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  on  pourra  trouver  y^  si  n  est  entier  positif. 
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,=/ 


C*-Hi 


dx. 


*  X 


Si  Ton  met  la  fraction  sous  la  forme  *,    *  ^,  on  a,  immé- 
diatement,  ••-♦-«"î 

3»  y  =  Al(1— «•)dx=-«M(i  — «*)  +  2/ -■ 

La  fraction  firgi  ^s^  décomposable  en 

\  I     X  ^     \ 

—  X  -\ h I' 

2  \i  —  a:'       i  +  xV 
Conséquemment , 

/ofdx  \    .      !    i  -♦-  x' 

4— X*  2  4    1— X*' 

puis 

«==-a:MM  — a:»)  — x»-t--l ;+C, 

*       2       ^  ''  2    1  — x'         ' 

ou 

y=i(l  +  ï')l(l  +  x')-i(1-«*)l(l-««)-«'  +  C. 

En  particulier, 

r  x\(i  —  !ii*)dx  =  \{^)  —  \{*). 

0 

€9.  Soit  à  déterminer 

A„  = /i^c*  sin  xrfx ,    B„  =^fs^e  ces  x(ix , 

n  étant  entier  positif. 

n  A  cause  de  (1  —  rc»)  î  (1  —  rc*)  ==  0  pour  a?«  =  1  (Alg.,  ••). 
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L'intégration  par  parties  donne 

A„  =  —  x^c*  cos  X  -+- /cos  X  {xV  -+-  nx"~V)  dx 

=  —  x"c*  cos  X  H-  B„  -+■  nB^i, 
B„  =      x^e'  sin  x -—/sin  x  (x^c* -h  »ix""*c") dx 

=      x"e'  sin  x  —  A„  —  nA,,,. 

On  tire,  de  ces  équations  : 

i  n 

A„  =  -  a;"c*  (sin  x  —  cos  x)  —  -  A,,*  —  B^) ,        (i) 

B„  =  -  x^c»  (sin  X  -4-  cos  x)  —  ^  (A».,  -♦-  B,_,).        (2) 

D'ailleurs  : 

Ao  =J^^  sin  xrfx  =  e"  sin  X  —  Ro, 
Bo  = /«*  cos  xdx  =  c"  cos  X  -H  Ao; 

et,  par  conséquent, 

Ao=~c"(sinx  —  cosx),    Bo  =  - c*(sinxH-cosx).   (3) 
j»  z 

On  peut  donc,  de  proche  en  proche,  déterminer  A|,B{, 

US.  Si  les  intégrales  A„,  B„  sont  prises  entre  x= — od 
et  x=0,  les  relations  (1),  (2)  se  réduisent  à 

A„^ ^(A^,-B^),    B„  =  -^(A...^-B^,)- 

De  celles-ci ,  on  conclut  aisément 
A„=— nA^4 — A,_„  B„=  — nB,_, — B^^.  (4) 

Ainsi,  en  partant  de 

i  1  1 

Ao  =  — -I     ^=-*-2'     ^'"""^i'     Bi  =  0, 


J 
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on  peut,  au  moyen  des  formules  (4),  calculer  séparément 
les  intégrales  A„  et  les  intégrales  B„  (*). 


tB»9treic9; 


I. 


II. 


r=r  1  +  e  ']. 

{\  H-  a:»)»        2 

0 

i-  =  -il-e   »J. 

(1  ^^r  xy       2 


e~*  sin  xdx  et  /  e~'  cos  xdx,  n  étant  un 
nombre  entier. 

IV.  / — — -=11 5  — 


61/3 


V-         y*  c-'x—Wx  =  (n  —  1  )y*  c-'x"-'rfx, 

0  0 

pourvu  que  n —  1  soit  positif  (**), 
VI.  Si  n  est  un  nombre  entier, 

r  fi^'x-'rfx  =  i .  2 . 3 ...  (n  —  i )  (•*). 


(*)  Par  des  méthodes  que  nous  ne  pouYons  indiquer  ici,  on  UH)uve 

.  1 .2.3....fi  7c 

A„  =  (-l)-+* ^j— 8in(n-*.l)-, 

2  « 

^        ,              ^ .2.3....»  ^,  TC 

B„  =  (-l)'»     —^ — cos(n-*-l)  j- 

2~*~ 

(**)  Ces  propositions  appartiennent  à  la  théorie  des  intégrales  eulé- 
riennes,  qui  a  été  Tobjet  des  recherches  d*un  grand  nombre  de  Géomètres. 
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CHAPITRE  VII. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


K  On  a  vu,  dans  V Algèbre  (Chs^p.  X),  quelques  exem- 
ples du  développement  d'une  fonction,  résultant  du  déve- 
loppement de  la  dérivée.  Pour  généraliser  celte  théorie, 
supposons  qu^une  fonction  f(x)  ait  été  développée  en  série 
convergente,  de  manière  que 

f{x)  =  «4  -4-  Ils  -♦-  M,  H-  •••  -♦-  u„  -+-  R„.  (i) 

D'après  Thypothèse,  le  reste  R„  doit  tendre  vers  zéro, 
sinon  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  au  moins  pour  celles 
qui  sont  comprises  entre  deux  limites  données  a  y  b.  Cela 
posé,  on  a  ce  théorème  : 

La  série  formée  par  les  intégrales  des  termes  de  la  sé- 
rie (\)  (*),  prises  entre  a  ^f  b,  est  convergente,  et  a  peur 
somme  IHntégrale  de  f(x)dx,  prise  entre  les  mêmes  limites. 

De  régalité  (1),  on  conclut 

J   f{x)  dx  =j    u^dx  -4-  •••  '■\-juJix  -^jVi^dx, 

a  a  a  ft 

Soit  M  le  maximum  des  valeurs  que  prend  R„,  quand  / 
varie  entre  a  et  6.  On  a ,  en  considérant  les  valeurs  abso- 
lues, 

/*R„dx<M(5  — a). 

a 

La  quantité  M  tend  vers  zéro  quand  n  augmente;  le  fac- 
teur 6 — a  est  supposé  fini;  donc 

limj*  R„c<x  =  0; 

(*)  La  muItiplicatioD  par  dx  est  soas-entendue. 
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OU 

J  /'(x)rfx=y  ttidx  -I-  — vj  u^dx  H ;         (2) 

ce  qu'il  fallait  démontrer  (*). 

90.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  d'adopter  6  pour  limite 
supérieure  de  chaque  intégrale,  on  peut  prendre  celle-ci 
entre  a  et  x  (x  étant  inférieur  à  6);  et  Ton  a  la  formule 

y*/*(x)  dx  =J^'uidx  -¥■  •••  -f-y**u„dx  -4-  •••,         (3) 

as  a 

qui  donne,  en  série  convergente,  le  développement  de 
jT  f(x)  dx. 

'   IL  Si  régalité  (1)  se  réduit  à 


f(x)  =3  Oo  +  GiX  +  a^*  -♦-  —  -*-  a„x" 


•••> 


c'est-à-dire  si  la  fonction  f(x)  est  développée  suivant  la 
série  de  Mac-Laurin,  la  formule  (3)  devient,  en  supposant 
a  =  0: 


/*                                 x'          x"                    x" 
f(x)dx=  OoX  -+-  Oi 1-  Oj-—-*-  •••  -+•«;, H  •' 


(4) 


III.  Cette  nouvelle  série,  qui  résulterait  aussi  de  la  for- 
mule de  Mac-Laurin,  directement  appliquée,  est  plus  con- 
vergente que  la  précédente  (**). 

IV.  Si  la  série  (1),  convergente  pour  toutes  les  valeurs 

{*)  Ce  théorème  et  cette  démonstration,  tirés  da  Cours  éP Analyse  de 
Slurm^  sont  contestés  par  MM.  Darhoux  et  Mouision.  (Voir  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique,  tome  III.) 

(**)  Par  exemple,  pour  les  Talears  de  x  comprises  entre  0  et  i, la  série 

logarithmique 

cd*      af^      co^ 

X -f- -r- -*- — -4- —- -4- •  •• 
2  3  4 

converge  plus  rapidement  que  la  progression 

i  -f-X-t-x'-hX' -♦-••• 
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de  X  comprises  entre  a  et  b,  cesse  d'être  convergente  lorsque 
X  E=  b ,  la  formule  (2)  est  encore  vraie  (*). 

La  formule  (3)  est  démontrée  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  6 — e,  s  désignant,  suivant  Tusage, 
une  quantité  positive  et  infiniment  petite.  Or,  les  deux  mem- 
bres de  cette  égalité  (3)  sont  des  fonctions  de  x,  constam- 
ment égales;  donc  leurs  valeurs  extrêmes,  finies  ou  infinies^ 
répondant  k  x  =  b,  sont  égales. 

V.  Chacune  des  formules  (2),  (3),  (4)  peut  être  consi- 
dérée de  deux  manières  différentes  :  1**  comme  faisant  con- 
naître le  développement  d'une  intégrale,  indéfinie  ou  dé- 
finie; ^  comme  donnant  la  sommation  d'une  série.  On  a, 
par  exemple  (p.  1 52)  : 


/ 


■   dx  X*      x'  X* 

\  -^  X  2        5  n 


et ,  si  Ton  fait  x  =  1  : 


i       i       i  r^   dx 

1 1 1-. 

2       5       4 


/«    dx 
=1.2. 
i  -4-  X 


9t.  Problème  I.  —  Développer  arc  sin  x.  Si  Ion  repré- 
sente par  y  cette  fonction,  on  a 

i  -1  i   ,     i.5   ,     i.5.5  . 

V= —  =fi  —  x')    ■=i-|--x'-i X*H X* -*-••• 

^      l/r^  2         2.4  2.4.6 

Multipliant  par  dx,  puis  intégrant  à  partir  de  x=0,oq 
trouve  la  formule  demandée  : 

4    X»      i.3x*      i.5.5x' 

arc  sm  X  =  X  -*-  -  • 1 1 —-  h-  •••     (5) 

2     5       2.4  5       2.4.6  7  ^' 

C)  On  ajoute  ordinairement,  à  cet  énoncé  :  «  pourvu  que  la  série  (S) 
soit  convergente.  »  Nous  pensons  que  ce  complément  n'est  pas  nécessaire. 
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On  en  conclut,  en  faisant  x=j  : 

ff       ■  i  1.0  i.3.5  ,  ^ 

3  2.3.4      2.4.5.4'      2.4.6.7.4*  *     ^  ^ 

et»  en  supposant  x  =  l,  limite  pour  laquelle  Tégalité  sub- 
siste (70,  IV)  : 

îT       .         4  4.3  1.3.5 

—  =1h 1 -H H—  (7) 

2  2.3      2.4.5       2.4.6.7  ^  ^ 

99.  Problème  II.  —  Déterminer 

X*       x'       X*       x'       X*       x'       x*       x*  ,  , 

•^  23456789  ^  ^ 

Pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  -4-  4 ,  exclu- 
sivement, (p.  28)  : 

-^=  (1  -♦-  X  —  x')  -♦-  (x*  -*-  X*  —  x")  -i-  (x*  -♦-  x'  —  x*)  H — 
ax 

=  (1  -*-  X  —  x')  (1  -♦-  x'  -♦-  x*  -4-  •••), 

ou 

dy      X*  —  X  —  1 

dx™     X»  — 1      ' 
puis,  attendu  que  y  s  annule  avec  x  : 


(x'  —  X  —  4)dx 


/«    (X'  — X  — 4) 
(x  — 4)(x«-4-x 


i) 


Appliquant  les  méthodes  indiquées  dans  le  Chapitre  VI,  on 

trouve 

4    rx«H-x-t-4)» 

9s.  Remarques.  —  I.  La  série  (8)  est  divergente  pour 
x==4  (p.  29).  Néanmoins  la  formule  (9)  subsiste  à  cette 
limite  ;  car  alors  y  devient  inflni  (*). 

(*)  Cette  remarque  est  d'accord  avec  la  note  ci-dessus  (90}  IV). 


604  CALCUL  INTÉGRiJ.. 

II.  Si  Ton  fait  x== — 1,  on  trouve 

i.^      .      i      I      i      I      i      1      i      I       i 

-12  =  4 1 1 1 , 

3  23456789      iOl 

i         4         i         i         4         i  '^    ^ 


M       12      i3       44       45       46 
résultat  qui  y  combiné  avec 


•••> 


14       4       4       4       4       4       4 
2       3456789 


conduit  à  celui-ci  : 


\        2       3/       U       5       6/       \7       8       9/ 

dont  la  vérification  est  facile. 
94.  Problème  III.  —  Évaluer 

X»        X*        X*        x'        X»        jc"        x"  ,    ^ 

y  =  X 1 H-— 1 H—    (il) 

^  3        4        6        7        9       40       42  ^   ' 

Opérant  comme  pour  le  Problème  II ,  on  trouve 

'(x  -¥•  \)dx 


/•(x-f-  l)rfx 
X*  -t-  X  -h  4 


)  (i2) 
=  - 1  (x*  -I-  X  -4-  4)  H — —  arc  tg 

De  là  résulte  y  si  Ton  suppose  x=4  : 

i  TT  4      4       4       4       4       4         4 

-13  H :-==4 1 H- 1 r-H" -(i^) 

2  6i/3  3      4      6      7       9      40      42 

9».  Problème  IV.  —  Évaluer 

X"  oc*  '>•*'  of*'  or*  t" 

»w  tÂr  tAf  •!/  «v  /lit 

^235689 
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On  trouve  y  encore  de  la  même  manière, 

/•     xdx  i  i  xl/3    , 

-,3j^^^  =  -l(x«-.x-.l)-— arctg— ;  (15) 

0 

et,  en  particulier, 

I,  TT  i        1        1        i        i        i 

-13 = H 1 H  —     (46) 

2  61/3       2       3       5       6       8       9  ^     ' 

ve.  Remarque.  —  Les  premiers  membres  des  égalités 
(13),  (16)  sont  les  limites  dont  il  est  question  à  la  page  30. 
Gonséquemment,  la  série 

12   112   112 

23456789 


a  pour  somme  1 3.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 
77.  Problème  V.  —  Développer 

dx 


J  v^y^ 


bx)  {ax  —  x') 


(17) 


en  supposant  les  constantes  a,  b  inférieures  à  l'unité  (*). 
Par  la  formule  du  binôme, 

i  ^1  1.3,,  ,  1.3.3...(2ii— 1).     „ 

\/\Zjbx  2         ^-^  ^'^'^ ^^ 

Par  conséquent,  si  Ton  fait 


/*•     x"rfx 


on  aura 

-^0  2.4 2n 

(•)  La  quautité  T  représente  (à  un  facteur  près)  la  durée  de  l'oscillatiou 
du  pendule  simple. 
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De  l'identité 


»   afdx  I     \       2  / \_     pj^ix 

Vax—%~J  Vax  —  v?  ^  J  Vl^ 

on  conclut,  en  intégrant  par  parties, 

A„ [x-l/aa:-i»]n 

0 

-4-(»  — i)  /    x"-*dx  Vax  —  a?'  -I-  -  aA„^, 
=  (n-1)   /  ^^  joA^.; 

^  K  OX  —  X* 


OU 


i 

A„  =  (n  — l)aA^,  — (n— i)A„-4--aA...,; 
et,  par  conséquent, 

D'ailleurs 

0 

donc 

2.4.6 2» 

La  substitution  de  celte  valeur,  dans  ia  formule  (18),  donne 
enfin 

(*)  La  notation  [/"(x)]  représente,  en  général ,  /"(p)  —/(«)•  Dans  le  cas 
actuel ,  f  (x)  s'annule  pour  x = «  =s  0  et  pour  x  =  ;3 = a. 
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78,  Remarque.  —  Si,  dans  la  formule  (17),  on  suppose 
x=a  sin*  (p,  ab'^c^y  on  trouve 

T=  r    ^^    . 

J      l/i  —  c*  sin»  y 
Comparant  avec  la  valeur  (19),  on  a  donc 

J      1/4  — iî»fiin««""2  n  L2.4.6 2»     J^    W-  (    ) 


c*  sm"  f> 


-     /^'  Ix.rfx  r^        4  1.5  1.3.5  H 

J     [/ÏIIx*  L       2.3'      2.4.5*      2.4.6.7»        J 

0 

„     /^V       4  \rfx       4        4.3        4.3.5 

J      Wx-x'        )x       2'       2.4'       2.4.6« 

0  0 

IV.  Conclure ,  des  relations  précédentes  : 

/'/      1  \dx      .^       P'  \x.dx  w 

— 1\— =  12.      /  =  —  -19- 

0  0 

„        /**sin(Mx)dx       «       «*      «» 

V.  J    -^ =  _  — -^-. ^arctge; 


Ix  4       3       5 

et,  en  particulier, 

''sin(lx)c/x      TT 


/'  sm(lx] 
Ï7 


(*)  Legendrb  ,  Traité  des  fondions  elliptiques,  1. 1 ,  p.  65. 
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xrt  /**«  ^àx        ^  /  4         i         1  \  , 


VII 

0 


0 

i     i     i 


/sin  X       _                i       i       I  77 
e~'ax  =  i H-- H  ...=-. 
X                          3       5       7  4 

0 

VIII.  /      -1 _=,r4---h-  —  lH- ...=-. 

J       4-4-cos'x         \        3      5      7  I      i 

0 

IX.  Former  le  développement  de  la  fonction  qui  a  pour 

dérivée  ,    ^\  .  ;  et  en  déduire  les  formules  suivantes  : 

9 — ix-f-x*' 


TT 


4        4        4  \    /4        4        4  \    f    4  4 


4.4     4.2     2.3/    \4.5     4.6  8.7/    \46.9     46.40  32 

/4            4               4              4  \ 

\3.5       44.43       49.24       27.29  / 

/  4            4              4               4  \ 

\4.7        9.45        47.23       25.34  / 


lïr"' 


4/4  4  4   \       /   4  4  4   \ 

^7       \4.2'      2.2»      3.2V       V5.2"      6.2"      7.2^ 


1^4  H-  X»  ^      ,/-      ,/V/2-f-4 
dx  =  2— l/2-+-l[ 


2 
*"  j^         4  4.3  4.3.5 


•*. 


2'       2.4»       2.4.6'       2.4.6.8* 

XI.  (i.l-V(Ui-?)  Jl.l-A)^...=!„_, 

\3     5     4/     \7     9     8/     \44     43     42/  2 

XII.  Démontrer  la  Formule  de  Gudermann  : 

X     r  4  2  3  1 

I  (4  -♦-  x)  = 2  H X*  —  -;— ■  X»  H X* • 

^  ^      2-*-xL        2.3  3.4  4.5  J 


(*)  On  peut  rapprocher  ce  résultat  de  celui  qui  résulte  de  la  formule 
donnée  à  la  page  595  (note). 
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9r 

XIII.  /     cos'  a:  1  (1  -f-  cos*  x)  dx 

8  /,         6  6.8  6.8.10  \ 

15\        2.7      3.7.9      4. 7. 9. il  / 

1  /.         i  \  \  \ 

=  -  li  H -♦- 1 H  •••    • 

5\        5.2       7.4       9.6  / 

XIV.  Théorème.  —  Si 

f[x)  =  Gi  cos  X  -*-•••  -♦-  a„  cos  nx  -4-  •••, 
^  (x)  =  6i  cos  X  -♦-•••  -H  6„  cos  wx  -♦-  ••• 

sofit  detix  séries  convergentes,  la  somme  de  la  série 

afii  -¥■  aj)f  -«-•••-♦-  a„b, 


PS/ 


2   ^r 

-J    f{x)?{x)dx. 


CHAPITRE  VIII. 

REMARQUES  SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


9».  En  supposant  <p'(ar)=/'(x),  nous  avons  trouvé  (») 
la  formule  de  définition  : 

/  V{x)  (ix  =  f  (6)  -  p  (a).  (1) 

a 

Il  en  résulte 

59 
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et,  par  conséquent, 

/•  f{x)  dx  =  —/*  f(x)  dx.  (2) 

Ainsi,  quand  on  intervertit  Vordre  des  limites  d*une  inté- 
grale définie,  on  doit,  en  même  temps,  changer  le  signe  du 
résultat. 

90.  Getle  règle  est  surtout  utile  dans  les  changements 
de  variables.  Soit,  par  exemple, 

<    sin  xdx 


/<    sin  xdx 
— 
i  -+-  ces'  X 


Si,  pour  rendre  algébrique  la  différentielle,  on  pose 
cosx=z  (*),  il  vient 

./     i  +  z*' 
ou,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

0 

Partage  d^une  Intéfrale. 

9t.  a  étant  une  quantité  intermédiaire  entre  les  limites 
a,  6,  on  a 

/''f(x)dx=f{cL)  —  f{a), 

a 

/'f{x)dx=f{b)-<f{a); 

a 

d'où,  par  addition, 

/""/•(x)  dx  -4-/V(x)  dx  =/V W  dx. 

{*)  Cette  iransformaiion ,  employée  pour  faire  une  applicalion  de  U 
règle,  n>st  pas  nécessaire  :  il  est  visible  que  Tintégrale  générale  est 
—  arc  Ig  (cos  x)  +  C. 
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De  même, 

f^fi^x)  dx  -*-/^/*(x)  dx  -*-/V(^)  dx  =f'f{x)  dx; 

et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc  décomf&êer  une  intégrale 
définie  en  deux  ou  plusieurs  autres  intégrales,  dont  chacune 
commence  où  la  précédente  finit. 

S9.  Entre  autres  applications  de  ce  théorème,  nous 
signalerons  celle  qui  a  pour  objet  de  resserrer  les  limites 
données  :  si  Ton  peut  disposer  des  quantités  a,  (3,  y, ...,  fx, 
de  manière  que  chacune  des  intégrales 

soit  nulle 9  on  aura,  simplement, 

j   f{x)dx  =  r  f(x)dx, 

a  fA 

98.  Exemple  : 

A  =J         *  cos*  X 1  (i  -t-  ces'  x)  dx , 

0 

n  étant  un  nombre  entier. 
Si  Ton  décompose  A  en 

chacune  des  2n  premières  intégrales  est  nulle,  parce  que 
les  éléments  en  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires (*).  Donc 

A  ==y      ^  cos'  X 1  (I  -4-  cos'  x)  dx. 

Soit  maintenant  x=^nn-hz  :  les  limites  de  Tintégrale 

(*)  En  effet,  pour  deux  valeurs  de  x  également  éloignées  de  (A*  —  I)  jr 
et  de  k^,  cos'  x  a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires ,  tandis  que 
1  (1  H-  cos'  x)  a  des  valeurs  égales. 
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relative  à  z  sont  0  et^;  en  sorte  que  la  formule  précédente 
devient 

A  =y  *  cos*«  1  (i  -+-  cos'«)  rfz; 


ou  y  ce  qui  est  équivalent ,  les  limites  étant  indépendantes 
de  la  variable, 

«  cos*  X 1  (i  -4-  cos*  x)  dx. 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  se  réduit  Tîntégrale  pro- 
posée (*). 

Inléuralea  tnfliilefl  •«  ladélerailBéeii. 

94.  L*équation  fondamentale 

ff{x)dx  =  f{b)-f[a)  (1) 

a 

suppose  la  fonction  f(x)  finie  et  continue  depuis  x=a  jus- 
qu*à  x=b.  De  plus,  quand  nous  Tavons  démontrée  (3, 4), 
nous  avons  admis ,  tacitement,  que  les  limites  a,  b  étaient 
finies.  Cette  seconde  hypothèse  peut  être  écartée;  et,  pourvu 
que  f(x)  ne  devienne  pas  infinie  entre  x=a  et  x=6, 
l'équation  (1)  dé  finit ,  dans  tous  les  cas,  l'expression 

ff(x)  dx  ("). 

m 

Dès  lors,  si  l'intégrale  générale,  9  (x)  h- C,  devient  infinie 

« 

(*)  On  irouve  aisément 

A  =  -^-4-?I/21(l^|/2). 

(**)  Cependant,  si  l'intégrale  générale  devient  diseoniinue,  mais  non 
infinie,  pour  x=sa,  Tégalité  (1)  ne  suffit  plus  :  on  la  remplace  par 

J    f(x)dx  =  f  (6)  -—  lim  f  (a  -♦-  «) , 

m 

C  étant  une  quantité  positiTe,  inQnlment  petite.  La  même  remarque  s'ap- 
plique au  cas  ob  la  fonction  f>{x)  serait  discontinue  pour  x=s6. 


-*-  «; 
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OU  indéterminée  pour  x=a  ou  pour  x=h,  il  en  sera  de 
même,  ordinairement,  pour  IHntégrale  définie. 
95.  Exemples  : 

/**  dx 

0 

2*  y^c'dx  =  [e'f=-f-oo; 

0 

3*  r  cos  «dx  =  sin  (oo  )  : 

rintégrale  est  indéterminée. 

SU.  Remarques.  —  I.  Le  dernier  cas  se  présente  toutes 
les  fois  que,  Tune  des  limites  étant  infinie,  la  fonction  f(x) 
est  périodique,  et,  alternativement,  positive  et  négative.  En 
effet,  rintégrale  définie  peut  alors  être  assimilée  à  une  série 
indéterminée.  (Alg.,  9.) 

Soit,  par  exemple, 

^^^^  ""  r(i  -♦-  sin*  x)  ' 

probablement,  la  fonction  (p(x)  sera  toujours  inconnue. 
Néanmoins,  si  Ton  prend  d'abord  6  =  2n7r-4-a,  et  que 
Ton  fasse 

on  a 

y  (5) <f  (0)  =  lli  -4-  t<j  -f-  Ils  -t-  •••  -♦-  Uu  -*-  I^«*' 

Or, 

donc 

(*)  La  fraction  '|^^*,  prend  la  forme  J  quand  sin  j?= 0.  Mais ,  comme 
la  vraie  valeur  est  zéro,  aucun  des  éléments  ds  IHntégrale  n*est  infini. 


sin'x 
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OU  (9S) 

0 

Si  maintenant  on  fait  croître  n  indéfiniment ,  en  laissants 
variable  (mais  compris  entre  0  et  Stt),  on  conclut,  delà 
dernière  égalité,  que  9(00)  —  <p(0)  est  finie  et  indéter- 
minée. 

II.  Si  la  fonction  (f{\)  devient  infinie  pour  x=^  et  pour 
x=b,  l'intégrale  peut  être  indéterminée.  Soient 

f{x)  =  e^Xf    a  =  —  00,    6=-+-oo: 
/"«-a:da:  =  [ie-J]=oo-oo. 

Intégrale  d^aiie  dlITéreBllelle  dta€*iiilm«e« 

99.  Si  la  fonction  f(x)  devient  infinie  ou  seulement  dis- 
continue pour  une  valeur  a  de  x,  comprise  entre  les  limites 
a,  6,  les  théorèmes  des  n"  (3)  et  (5)  doivent  è(re  modiOés. 
Il  est  clair,  en  effet,  qu'un  terme  de  la  quantité 

devenant  infini,  Tégalité 

J^  f(x)  dx  =  /tm2  f{^)  Ax 

n'a  plus  de  sens.  Pour  définir  le  premier  membre,  on  sup- 
pose, comme  nous  Favons  déjà  dit  (84,  note)  : 

jf{x)  dx  =  Km  y      f{x)  dx ,  (3) 

a  « 

f  f(x)  dx  =  limC  f[x)  dx  ;  (4) 

e,  >7  désignant,  suivant  Tusage,  des  quantités  positives,  infi- 
niment petites;  puis,  comme  ci-dessus  (8t)  : 
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ff{x)  dx  =/7(x)  dx  +/V(x)  dx  C).  (5) 

. 

X 

La  fonction  ^  devenant  infinie  pour  x=09  il  y  a  lieu 
d'écrire 


/^"rfx       /*^"tfx      ,.     /*— rfx      ,.     /^+'dx 
A=/ h/       — z=lim/ v-hmf      — • 

J  X       xJ  X  J  X  e/X 

=  Km  [I . (- .)  - 1  (-  d)]'t  Km  [(1)  - 1  (J] 
=  Km[l(f)  — lW]  =  /tml.fî). 

Mais,  comme  les  quantités  e,  >?  sont  indépendantes  Tune  de 
l'autre,  la  fraction  ^  peut  avoir  une  grandeur  quelconque; 
et,  en  conséquence ,  l'intégrale  A  est  indéterminée. 

II.  A=/'1A_=/'LJ^^/'L_^ 

y    (a;-!)'   J   {x  —  iy   J   (a;-!)' 

0  0  1 

/>*~  •  dx                  /*'     clx 
=  «m  /  ;  -♦-  «m  /  — 

=  /f^ri  —  il  -♦-  /imT—  i  —11  =  —  2-^^ Km (-— -)  : 
l'intégrale  est  encore  indéterminée  (**). 

(*)  Presque  toujours ,  on  peut  se  dispenser  d'avoir  égard  aux  éqaaii&M 
de  définition  (3),  (4)  :  sauf  le  cas,  très-rare,  où  la  fonction  f{x)  serait 
discontinue,  mais  non  infinie,  pour  x-=sk^  les  notions  précédentes  suffisent 

(**)  Si  Ton  écrit,  conformément  à  Pindication  donnée  dans  la  note  pré- 
cédente, 

0  1 

on  a,  tout  de  suite. 
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Il 


INTÉGRALES  MULTIPLES. 


CHAPITRE  IX. 

PRÉLIMINAIRES. 

.  De  Pégalité 

dF 

nous  avons  conclu  (1) 

F{x)=/f(x)dx. 

Soit  maintenant  une  quantité  U,  fonction  de  deux  varia- 
bles indépendantes  x,yyh  déterminer  par  la  condition 

(PU 
Il  en  résulte,  premièrement, 

puis 

Le  second  membre  de  cette  égalité  (2)  est  une  intégrale 
double.  Elle  est  définie  ou  indéfinie,  selon  que  les  limites 
des  intégrations  sont  ou  ne  sont  pas  assignées  :  pour  le 
moment,  nous  nous  occuperons  seulement  des  intégrales 
indéfinies. 
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K  D*après  la  manière  dont  la  formule  (3)  a  été  obte- 
nue,  les  opérations  à  effectuer  pour  trouver  U  sont  celles- 
ci  :  1**  on  intègre,  par  rapport  a  x,  f  (x,  y)  dx,  ^  regar- 
dant la  variable  y  comme  une  constante;  ^  V  étant  le 
résultat  de  la  première  intég^'ation,  on  intègre,  par  rap- 
port  à  y,  Vdy. 

•t.  Soit  y  par  exemple. 

Alors 

V  =y(4x'  —  6x'y  -♦-  %')  rfx  =  rt*  —  2x'y  -♦-  3a:y'; 
puis 

U  =J*{x*  —  2x*y  -*-  3a:y*)  dy  =  x*y  —  x'y'  -t-  xy'  (*). 

•••  Remarques.  —  LA  cause  du  théorème  exprimé  par 
régalité 


dydx      dxdy 
on  a 

Ainsi,  l'expression  d'une  intégrale  double  n'est  pas  altérée, 
quand  on  intervertit  l'ordre  des  intégrations  (**). 

II.  Dans  Texemple  ci-dessus,  on  aurait  pu  employer  la 

formule 

U  =fdxf(J^x*  —  6x*y  -^  3y')  dy  ; 

et  Ton  aurait  trouvé 

U  =y(4x'y  —  3xy  -^y^dx  =  x*y  —  x'y*  -t-  xy'. 

III.  Si  Tordre  des  intégrations  n'est  pas  encore  fixé,  on 

écrit 

V=fff(x,y)dxdy, 

(*)  Cette  valeur  de  U  est  une  intégrale  particulière  :  on  verra,  ci- 
après,  comment  elle  doit  être  complétée. 

(**)  Dans  le  cas  des  intégrales  définies^  cet  énoncé  est  soumis  à  cer- 
taines restrictions. 
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Fonctions  arbitraire*. 

•S.  Le  raisonnement  employé  à  Toceasion  des  intégrales 
simples  (2)  prouve  que  : 

Si,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvé  une  fonction 
F  (x ,  y)  satisfaisant  à  la  condition 

d^x  =  f'^'^^^' 

la  fonction  la  plus  générale,  jouissant  de  la  même  propriété, 
est  donnée  par  la  formule 

U  =  F(x,y)^f(a:)-hY(y),  (4) 

dans  laquelle  (p  et^f  désignent  des  fonctions  arbitraires  (*). 
•4.  Application.  —  En  supposant 

dydx 
nous  avons  prouvé  (oi) 

F  (x,  y)  =  x'y  —  xy  -+-  xy\ 

(*)  Pour  ne  laisser  aucun  doule  dans  Tesprit  du  lecteur,  nous  ayouie^ 

rons  la  démonslration  suivante. 

Soit 

U  =  F(a:,y)  +  R, 

R  étant  une  quantité  inconnue.  A  cause  de 

=  x:7r=/'(^»y)» 


dydx      dydx 
on  a 

=0. 

dydx 

La  dérivée  de  -^^  relative  à  y,  étant  nulle,  il  s'ensuit  que  ^  est  une 
quantité  indépendante  de  y  : 

Donc 

B  =  p(a?)-4-Y(y). 


INTÉGRALES  MULTIPLES.  619 

La  valeur  la  plus  générale  de  U  est  donc 

•ft.  Remarqtie.  —  U  ne  servirait  à  rien  de  prendre, 
pour  complément  de  l'intégrale,  cp(x)  -hW  (y)  -h  C  :  la 
constante  arbitraire  C  peut  être  supposée  contenue,  soit 
dans  9  (x),  soit  dans  ^  (tf). 

ImiéffrAle*  triples,  qiiAdraple«y  etc. 

ne.  Les  notions  précédentes  peuvent,  évidemment,  être 
étendues  au  cas  où  le  nombre  des  variables  indépendantes 
s'élève  à  trois,  quatre ,  ...  Par  exemple ,  si 

(PU 

l^  La  fonction  U  est  égale  à  l'intégrale  triple 

fdzfdyff{x ,  y,  £)  dx  =ffff{x ,  y,  z)  dxdydz , 

que  Von  peut  former  de  six  manières  différentes; 

2®  F  (x ,  y,  z)  étant  une  valeur  particulière  de  U,  on  a, 
généralement, 

U  =  F  (ar,  y,  z)  H-  y  (y,  «)  -*-  Y  (z,  x)  -4-  a  (x,  y). 

99.  Application.  —  Soit 

f{x ,  y,  z)  =  cos  X  -♦-  cos  y  4-  ces  z. 

On  peut  prendre 

//"{x,  y,  z)  dx = sîn  X -f- X  cos  y -h  X  cos  z , 
/ày/y(x,y,z)rfx=ysinx-»-xsiny-*-xycosz, 

yizy^yy7(^5y>^)^*==P(^>y»^)==y^®^^*"*"^*"° 

donc 

U  =  yz8inx-t-zxsiny-t-xysinz-t-f  (y,  z)-+-Y(z,x)-t-a(x,y), 

les  fonctions  (p,  Y,  cr  étant  arbitraires. 
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CHAPITRE  X. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  DOUBLES. 


L  Reprenons  encore  la  formule 

U=/dy//-(x,y)dx,  (2) 

mais  en  supposant  que  chacune  des  intégrales  simples  soit 
définie;  et,  pour  plus  de  simplicité,  admettons,  en  outre, 
que  les  limites  des  intégrations  soient  x<=0,  x=a,  y=0, 
yz=by  a  et  6  étant  des  conslantes  (*).  S*il  en  est  ainsi,  l'in- 
tégrale définie  simple, /^  f  {x,  y)  dx,  est  indépendante  de  x  : 

0 

elle  se  réduit  à  une  fonction  de  y.  En  désignant  par  Y  cette 
fonction ,  on  a  donc 

U=/Yrfy, 

quantité  indépendante  de  x  et  de  y. 

mi*  Remarque.  —  Si  la  fonction  /*(«,  y)  est  décoaipo- 
sable  en  f^  (x)  .  f^  (y),  la  quantité  U  devient 

ou  plutôt 

fr.{y)dyxfU{x)dx. 

0  0 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'intégrale  éouble^ffi  (x,  y)  dxdy,  est 
égale  au  produit  de  deux  intégrales  simples  {**), 


(*)  On  verra ,  plus  Ioîd  ,  comment  on  traite  le  cas  ota  f  intégrale  douUe 
doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  à  unr 
inégalité  donnée, 

C*)  Poisson  a  &it  un  heureux  usage  de  cette  remarque  pour  déterminer 
l^întégrale  /    «-«•do? ,  dont  la  valeur  est  J 1^. 
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■mlerprétotton  c^ométrlqae. 

lOO.  Théorème.  —  L'intégrale J'  dy/'"f (x, y) dx repré- 
sente le  volume  v  du  corps  limité  par  les  trois  plans  coor- 
donnés et  par  les  surfaces  dont  les  équations  sont 

x  =  a,    y  =  b,    z  =  f(x,y). 


Soit  CDEF  la  dernière  surface;  soient  AEFG,  BDFG  les 
plans  représentés  par  x  =  a,  j^==6.  Soit  enfin  MNRP  la 
section  déterminée  par 

y  =  OR  =  const. 

L'intégrale /'/'(x,  y)  dx  représente  Taire  de  cette  section  (4). 
D'ailleurs,  si  Ton  représente  par  t;  le  volume  du  corps  dont 
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il  s'agit,  et  que  Ton  répète  mot  à  mot  la  démonstration 
donnée  au  n®  cité,  on  a 

dv 

—  =  aire  MNRP  ; 

«y 

ou  y  ce  qui  est  équivalent» 

V  =:/*(MNRP)  dy  =/*dy/7(x,  y)  dx  f). 


CHAPITRE  XL 

TRANSFORMATION  DES  VARIABLES  DANS  LES  INTÉGRALES 

DOUBLES. 


flOi.  Lorsque,  pour  calculer  une  intégrale  simple 

\]=ff{x)dxy 

on  veut  remplacer  la  variable  x  par  une  nouvelle  variable», 
déterminée  par  Téquation  x  =  (p(u)y  le  problème,  comme 
nous  Tavons  montré  (14),  ne  présente  aucune  difficulté  : 
on  a 

On  va  voir  qu'il  n*en  est  plus  de  même  dans  le  cas  des 
intégrales  multiples. 

Considérons,  pour  plus  de  simplicité,   une  intégrale 
double 

U  =/dy/nx,  y)  dx;  (I) 

{*)  Au  moyen  de  cette  considération  géométrique,  on  peut  prouver, 
directement,  Péquation  fondamentale  ^  =  ^ .  Voir,  pour  ceUc  iogé- 
nieuse  démonstration,  le  Compendium  der  hôheren  Analysis,  de  M.  Schlô- 
milcli  (p.  73). 
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et  supposons  que  Ton  veuille  substituer,  à  x,  y,  de  nou- 
velles variables  u,  v,  liées  aux  premières  par  les  équations 

x  =  <p{u,v),    y  =  'i'{u,v).  (2) 

On  se  tromperait  étrangement  si,  après  avoir  remplacé 
X  et  y  par  leurs  valeurs  dans  f(Xf  y),  on  faisait 

dxdy=i  \-T-du  -+---rfi;)  {■-r-du  -f--r^dv). 
^       \du  dv      I  \du  dv     I 

En  effet,  la  nouvelle  différentielle,  au  lieu  d'avoir  la 
forme  F  (m,  v)  dudvy  aurait  celle-ci  : 

Arftt*  +  Bdudv  -♦-  Cdv\ 

Il  est  facile  de  comprendre  la  raison  de  cette  anomalie 
apparente.  Quand  on  intègre  ((x^y^dx,  on  suppose 
y  =  const(9ù)'y  donc  Ton  doit  prendre,  simultanément, 

df  dfp  dr  d^ 

rfx = •—- du  -*- -7- du ,     0  =  -T-da  -*-  -r-dw; 
du  dv  du  dv 

ou,  en  éliminant  Tune  des  nouvelles  différentielles,  dv,  par 
exemple  : 


dx  = 


df 
dii 


dw 
df  du 
dv  d'f 

dv 


du. 


Lintégrale  proposée  devient,  par  cette  première  transfor- 
mation, 

dr' 

df       df  du 
du      dv  dY 


U  =fdy  /  f{x,  y) 


du  (•); 


(*)  U  est  soas-entendu  que  f{œ,  y)  doit  être  remplacée  par  sa  valeur  en 
ronciioD  de  u  et  de  y. 
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OU  y  si  1  on  intervertit  l'ordre  des  intégrations, 


V=/du  I  r(x,y) 


I 


df  du 

dv  dr 

di 


dy. 


(3) 


Dans  cette  formule,  Tintégration  relative  à  y  suppose 
u=const;  donc,  pour  éliminer  la  variable  y,  on  doit  faire 

dy  =  --~  dv, 
^      dv 

On  a  ainsi  l'expression  demandée  : 

dans  laquelle  x  et  y  doivent  être  remplacées  par  leurs 
valeurs  (2). 

109.  La  comparaison  des  formules  (1),  (4)  conduit  à 
celte  règle:  ^/an^ proposée  l'intégrale  dot«6/cy^f(x,y)dxdy; 
si  l'on  veut  transformer  les  variables  Xy  y  en  de  nouvelles 
variables  u ,  v,  on  doit  faire 

•^       \du  dv      dv  du/  ^  ' 

Applleallona. 

flOS.  Si,  07,  y  étant  des  coordonnées  rectangulaires,  t«,  v 
sont  des  coordonnées  polaires,  les  formules  (2)  se  rédui- 
sent à 

x  =  ticosv,    ^  =  i;siiiv. 

(*)  Nous  ne  pouvons,  dans  uu  ouvrage  de  la  nature  de  celui-ci,  iodi- 
quer  les  formules  relatives  au  cas  de  trois,  quatre, ...  n  variables  :  le  lec- 
teur les  trouvera,  soit  dans  le  Calcul  intégral  de  M.  Tabbé  Moigno,  soit 
dans  le  lome  XIV  des  Mémoires  couronnés  par  F  Académie  de  Bruxelles. 
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On  lire,  de  celle-ci, 

dx  dy      dx  dy 


=  1*; 


du  dv      dv  du 
puis 

U  =  fTf(u  cos  v,  u  sin  v)  ududv; 

eoinine  nous  le  vérifierons  bientôt  (*). 
104.  Soient  encore 

x  =  u(\  —  v),     y==tn;; 

transformation  employée  par  Jacobi.  H  en  résulte,  comme 
dans  Texemple  précédent, 

dxdy  =  ududv. 

Au  moyen  des  équations 

x«  y'  «« 

x'  y*  «•      _ 

x«               y«                z* 
^  — :i .\m ^—  <! 

a*  —  to'      6'  —  ti?'      c"  —  tt?' 
calculer  dxdydz, 

[*)  De  dxdy=iududv,  on  conclut,  par  riiitêgratioD , 

1 


/ydx^^^J'udv] 


imurvu  que  les  limiles  soient  convenablement  déterminées. 
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III. 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 


CHAPITRE  XII. 

QUADRATURE  DES  COURBES  PLANES. 
PréllBiliiAirefl. 

t06.  On  a  déjà  vu  (4)  en  quoi  elle  consiste,  du  moins 
quand  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  rectangu- 
laires. Avant  de  passer  à  de  nou- 
velles applications,  nous  ferons  les 
remarques  suivantes  : 

1®  La  différentielle  ydx  a  le 
même  signe  que  y.  Par  consé- 
quent, si  la  courbe  coupe  Taxe  des 
abscisses  aux  points  B,  D,  F, .... 
rintégrale 

y  ydx  =  aire  OAB  —  aire  BCD  -♦-  aire  DEF  —  -. 

o 

L^application  de  la  formule  des  quadratures  peut  donc  con- 
duire à  un  résultat  négatif  ou  nul;  et,  par  suite,  à  peu  près 
illusoire.  Du  reste,  si  6,  d,  /*, ...  représentent  les  distances 
OB,  OD,  OF, ...  les  aires  OAB,  BCD,  DEF,  ...  sont  don- 
nées par  les  intégrales  : 

■^y  y^^^    —/'ydxy     -^f  ydx, 
etc. 
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S""  L'aire  de  la  figure  limitée  par  deux  ordonnées  AB , 

MPy  et  par  deux  courbes  AM>  A|M|,  se 
calcule  au  moyen  de  la  formule 


pour  équation 


A=/'(y  — y«)rfx. 

a 

y  Si  une  courbe  fermée,  convexe,  a 

f{x,y)  =  0,  (I) 

Faire  de  cette  courbe  est 
donnée  par  la  formule 

dans  laquelle  y^ ,  y^  re- 
présentent les  deux  va- 
leurs réelles  de  y  qui  cor- 
respondent à  une  même 
valeur  de  x;  et  Xi,  x^  le  minimum  et  le  maximum  des 
valeurs  que  Ton  peut  attribuer  è  x.  Ces  limites  X|,  x^  sont 
déterminées  par  Téquation  (1),  jointe  à 


l-n. 


(5) 


AppllCAtlOBII. 


IMI.  I.  Calculer  l'aire  de  l'ellipse  représentée  par 
x'  —  ary  -I-  y'  —  x  —  y  —  2  =  0. 


{*)  D*après  la  formule 


<lf 

dy 

dx 

dx 
~dF 

ly 

réqualion  (3)  exprime  qu'aux  points  A,  B,  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe 
des  ordonnées. 
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On  tire,  de  cette  équation , 

y  2  2  ^ 


Les  limites  X| ,  Xj  sont  les  valeurs  de  x  qui  annulent  le 

radical  ;  savoir 

X|  =  —  4,    Xt=H-5; 

en  sorte  qu'il  est  inutile  de  former  l'équation  (3).  La  for- 
mule (2)  devient 

A  =  1/3/"^  dx  »/4  — (x  — 1)'. 
— i 

L'intégrale  indéfinie  est  (84)  : 

1  (a:  —  4 )  1/4  —  (x  —  i)'  -*-  2  arc  sin  ^^^^  -♦-  C; 

donc,  le  radical  s'annulant  aux  deux  limites  : 

A  =  2\/3  [arc  sin  (1)  —  arc  sin  (—  i)]; 

ou 

A  =  27rV/5. 

191,  IL  Calculer  Faire  de  l'ellipse  représentée  par 


y  :=  ax  +  6  =b  m  l/(x  —  x,)  (x,  —  x). 
D'après  la  formule  (2), 


A  =  ^mf"  dx  ]/{x  —  X|)  (X,  —  x). 

Pour  trouver  cette  intégrale,  nous  emploierons  la  iran- 
formation  connue  (Sft,  III)  : 

X  Xi  Xa  Xi 

— — —  ==-^— ^ =  X4  — X,. 

sm'  f         cos  f 
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Il  en  résulte  : 

X  s=  X|  cos'  f  -*-  Xj  sin'  f>,    dx  =  {Xi  —  x%)  sin  2fd?; 
puis 

b 


=  —  (x,  —  Xj)'  Z*^  (1  —  cos  45>)  dî»; 


c'esl-à-dire 


A  =  — -  (x,  —  X,)'. 
4 


On  peut  vérifier  ce  résultat  en  calculant  les  demi-axes 
de  Tellipse,  et  en  appliquant  ensuite  la  formule  démontrée 
dans  le  paragraphe  suivant. 

Ov*di**^vre  de  Telllpse* 

189.  L'équation 

^      o 


donne 


>«=>^^- 


La  seconde  intégrale  représente  Taire  de  la  partie  du 
cercle  dont  le  rayon  est  a,  correspondant  à  la  partie  consi- 
dérée de  Tellipse  :  ces  deux  figures  sont  comprises  entre 
les  mêmes  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées.  D'après  l'éga- 
lité (4),  ces  aires  sont  dans  le  rapport  \.  Cette  conclusion 
est  évidente  par  la  Géométrie.  En  particulier,  si  Ton  appelle 
E  Taire  de  Tellipse  entière, 

E  =  Tra  .  —  =  irao, 
a 
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ton.  Remarques.  —  I.  D'après  la  dernière  formule, 
Vaire  de  l'ellipse  est  la  moyenne  géométrique  entre  les  aires 
des  cercles  décrits  sur  les  axes,  pris  comme  diamètres.  Si 
Ton  considère  la  podaire  de  l'ellipse,  relativement  au  centre, 
il  est  facile  de  prouver  que  Vaire  de  cette  courbe  est  h 
moyenne  arithmétique  entre  les  aires  des  deux  mêmes  cerdes. 

En  effet,  Téquation  de  la  podaire  étant 

aV-4-6y  =  (x»-^y«)», 
ou 

u*  7=  a'  cos*  «  H-  6'  sîn*  »,  (5) 

on  a 

A=2/^(a«cos««^6^in«»)==r/^^[a*-+-6«-t-(a'— 6*)cos2«]d«; 

Ô  0 

ou  bien 

II.  Si,  avec  Téquation  (5),  on  prend  celle-ci  : 


«Al 


tJ«  = 


0*6 


o'  cos*  «  -♦-  6*  sin'  w 

qui  représente  Tellipse  donnée  (après  un  quart  de  révolu- 
tion), on  a 


t4i; 


=  a6. 


Ainsi,  la  podaire  d'une  ellipse,  relativement  au  centre, 
est  une  transformée,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de  la 
même  ellipse,  après  que  celle-ci  a  fait  un  quart  de  rm- 
lution. 

flte.  De  y*  =  2px, 

on  tire 

ydx  ==-l/2p.  X*  =  r  a?y. 
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Mais,  si  M  S  est  la  tan- 
gente, on  a 

PS  =  2x ,    aire  PMS  =  xy  ; 

^    ^*     donc 

2 


AMP  =  - SMP, 
3 


et 


MAM'  =  -MSM'. 
5 

Ainsi,  le  segment  parabolique  MAM'  est  les  deux  tiers  du 
triangle  formé  par  la  corde  MM'  et  les  tangentes  à  ses 
extrémités  (*). 

lit.  Prenons  Téquation  de  Thyperbole  sous  la  forme 

xj/  =  1 ,  et  comptons  les  aires  à  partir 

de  l'ordonnée  AB  du  sommet.  Nous 

aurons 

/^'dx 

J       a: 


P  a? 


A  =  aire  ABPM 


Ainsi ,  Vaire  déterminée  par  l'hyperbole  équilatère,  une 
asymptote,  l'ordonnée  du  sommet  et  une  ordonnée  quel- 
conque,  est  égale  au  logarithme  népérien  de  l'abscisse  cor- 
respondant  à  cette  seconde  ordonnée  (**).  Cette  propriété 
remarquable  a  fait  donner  autrefois,  aux  logarithmes  népé- 
riens, le  nom  de  logarithmes  hyperboliques  (***). 

(*)  Ce  théorème  se  trouve  dans  les  Œuvres  tTArchimède, 

{**)  On  ne  doit  pas  oublier  que  les  abscisses  sont  comptées  sur  Tasymp- 

tote,  à  partir  du  centre. 
(***)  La  dénomioailoD  de  logarithmes  népériens  a  été  proposée  par 

Lacroix. 
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itS.  Remarques.  —  I.  Si  Ton  mène  la  droite  OM,  on  a 


Mais 


donc 


OAB  +  BAMP  =  AOMP  +  MOP. 


I      i       i 

aire  MOP  =  -  x .  -  ==  -  =  aire  OAB; 

2x2 


aire  AOM  =  aire  BAMP  =  1 .  x  f). 


IL  D*après  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes, 
si  les  valeurs  de  x  croissent  en  progression  par  quotient, 
les  valeurs  de  A  sont  les  termes  d^une  progression  par 
différence.  Par  exemple ,  si  Ton  suppose,  successivement  : 


on  aura  : 


JJ  •  6j         «*•   — -  C   J         J*  "  C   •         X  ^^~  C  y    •■• 


A  =  4,    A  =  2,    A  =  3,    A  =  4,...; 


en  sorte  que  l'aire  de  chacun  des  trapèzes  ayant  pour  bases 
deux  ordonnées  consécutives  est  égale  à  1 . 

9a«4r«tare  de  la  eyclolde. 

lis.  On  sait  que  (p.  500),  la  tangente  MT  est  paral- 
lèle h  la  corde  M'A  du  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre. 
!^   Donc 

dx  _  DM'  _  DM' 

dy""ÂD  ""  MP 

i 


I 


— V/y(:i«-y), 


/2a  —  V 


{*)  Ce  résulUt  m'a  été  indiqué  par  H.  Petitbois. 
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La  formule  ordinaire  est 

AMP=/'ydx. 

0 

Elle  devient,  puisque  y  est  maintenant  la  variable  indépen- 
dante : 

AMP  =/'  dy  l/2ay  —  y«. 

0 

Cette  intégrale  représente  Taire  du  demi-segment  circu- 
laire ADM'.  On  a  donc  ce  théorème  : 

aire  AMP  =  aire  ADM'  (*). 

En  particulier, 

aire  AEC  =  aire  AM'B  =  -  wo^ 

Et  comme 

AECB  =  Tra .  2a  =  ÎTra', 

il  s'ensuit  que 

i  3 

aire  ACB  ==  Sîra* tto*  =  —  tto*. 

2  2 

Par  suite ,  fa  cycloïde  entière  est  équivalente  à  trois  fois  le 
cercle  générateur  (**). 

{*)  On  peat  le  démontrer  sans  faire  usage  du  signe /.  En  effet,  la  re- 
lation 

(te  _  DM' 

étant  mise  sous  la  forme 

MP.cte=sDM'.dy, 

il  en  résulte  que  les  éléments  des  aires  AMP,  ADM'  sont  respectivement 
égaux  ;  donc  ces  aires  sont  égales. 
C*)  On  attribue  à  Galilée  la  découverte  de  celte  propriété  remarquable. 
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Emploi  de«  coordaBBée*  polaires. 

114.  L'élément  de  surface  est  le  triangle  mixtiligne 

OMM';  ou,  en  négligeant  une  quantité 
du  deuxième  ordre ,  le  secteur  OMP. 
Donc,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dé- 
montré (tOS,  note)^ 

A  =  -  AV». 

AppIleatlOBO* 

lift.  I.  Soit  l'ellipse  représentée  par 


u  = 


i  —  e  CCS  « 


i'^y(i  — ecos»)*' 


(6) 


Pour  que  la  différentielle  devienne  algébrique,  posons  (M) 

d'où  résultent  : 

dt  1  —  1' 

»  =  2arctgt,     a«  =  2 ;»     cos«  =  - ;» 

i  _  e  -^  (i  -^  c)  (* 


1  —  e  ces  »  = 


(1  -H  «»)  dt 


La  fraction  se  décompose  en 

i     r  1 2e  1 

4-*-e  Li  —  e  H-  (i  -4-  e)  «»  "^  [i  —  e  -f-  (1  -^  e)  t* J  J  ' 
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donc 

A==^  /i_J!L_^2^  r      ^' 

\-\-eJ  1— eH-(i-i-e)t*         i-t-ey  [i—e-i-0-4-c)t«]* 


Prenons  encore 

t 


-'V\ 


'  e 

la  formule  précédente  devient 

p'                               2p'c       /*   da 
A= arc  tg  g  H 5   fj- — 

Mais  (91) 

y^    da  i  i       a 

donc,  si  Ton  compte  Taire  à  partir  de  Taxe  focal, 

A        p*     r  ^«1 

A  = j  arc  tg  a  -♦- j  . 

Pour  «  =  ^:     1  =  4,     a=Y/i^; 

A  =  — ?— ^  ["arc  tg  \/ J^  +  le  l/r^:?]. 

Pour  «  =  7r:    ïs=-4-oo,    a=-hoo; 

A^-^!l. 

(1  —  0*^ 

Cette  dernière  valeur  doit  égaler  ~  06.  Effectivement, 

p  =  ->     e  = ; 

o  a 

donc 

A  =  --•---  —  =  — ao. 
a'    6'   2      2 


(7) 
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II.  Si  Tellipse  est  rapportée  à  son  centre  » 

aV 


ti'  = 


o*  sin'  »  -4-  6*  CCS*  »* 


A=-o'6V ' 

S     ,/  o*  sîn'  «  -t-  6*  cos'  « 

Nous  avons  trouvé  (••)»  pour  valeur  de  cette  intégrale, 

;i.rctgg.g»); 


donc 


Si 


A  = 


-a6arc 


tg(jtg«). 


tg«  =  -> 
a 


A=— 7ra6; 
8 

en  sorte  que  le  secteur  considéré  est  le  huitième  de  l'elUpse. 

Des  considérations  géométriques  fort  simples  permettent 

de  vérifier  ce  résultat. 

tt«.  Remarques.  —  I.  Il  est  facile  d'abréger  les  cal- 
culs précédents.  Sur  le  grand 
axe  AA'y  comme  diamètre, 
décrivons  la  demi -circonfé- 
rence AB'A';  menons  lor- 
donnée  PMM',  le  rayon  vec- 

^'     ^  *        '         ^   teur  F'M  et  le  rayon  OM . 

Les  coordonnées  rectangulaires  de  M  sont 

OP  =  acosç>,    PM  =  6sinç»n;   / 


donc 


p/n                                              a(1  —  c*)  ces» 
h  F  =  a€  +  o  cos  f»  =  i«  cos  »  = 


ecos» 


{*)  L'angle  f  est  ce  que  Ton  appelle,  en  Astronomie,  anomaUe  excen- 
trique :  a  est  Vanomalie  vraie. 


QUADRATURE  DES  COURBES  PLANES.  657 

OU  U  —  «*)  C08  « 

e  -+-  cos  «>  ==  ^-- (8) 

i  —  6  COS  » 

On  tire  y  de  cette  équation  : 

e-*-cosf         .  ,/- r      siny 

ces  «  = »     sin  «  =  K  1  —  c' > 

i  -*-  c  ces  y  i  H-  e  cos  ^ 

i  —  c*  .       ,        (1  —  c*)sinod© 

i  —  ecos»  = >     sin  «tf«=-^ ^ -^y 

i  -¥■  ecosf  (i  +  a  ces  ^y 

d„=i/r3? — ^ — 

i  -H  e  C09  y 

La  formule  (6)  devient 

\         

A  =  -  o*  l/l  —  «y (i  -H  e  ces  y)  dç».  (9) 

Si  l'on  compte  les  aires  à  partir  de  F'A,  Ton  a  donc 

4 

A  =  aire  FMA  =  -  a»  Vi-^e"  {f-^e  sin  y).        (1 0) 

IL  De  simples  considérations  géométriques  conduisent 
au  même  résultat.  Si  Von  multiplie,  par  -,  les  ordonnées 
de  toiM  les  points  du  contour  F'M'A,  on  obtient  F'MA. 
Ainsi 


aire  F  M  A  =  aire  FM' A .  -  =  aire  F'MA  vT--?. 

a 

Or, 

i  i 

aire  F'MA  =  aire  F'M'O  -t-  aire  OM' A  =  -  ac .  a  sin  »  h —  a'©  ; 

etc. 

IIL  De 

e  H-  eos  f 

C08  «  = J 

1  -t-  c  eos  f> 
on  tire 

1  —  eos  «      (1  —  e)  (1  —  eos  ^) 

4  H-  ces  »      (i  -♦-  c)  (1  -4-  eos  f  ) 
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OU 


i  »  /i  —  e      i 


IV.  Enfin ,  la  même  valeur  de  cos  <ù  donne ,  comme 
équation  de  rellipse, 

t<  =  a  (i  -+-  c  cos  y ). 


Mm9tt»eie9ë* 


I.  Quadrature  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes. 

II.  Quadrature  de  la  logarithmique  représentée  par 

y=ae  '.  Quand  x  augmente  indéfiniment,  Taire  limitée 
par  la  courbe  et  les  parties  positives  des  axes  tend-elle 
vers  une  limite? 

III.  Dans  quel  cas  peut-on  évaluer  Taire  A  de  la  courbe 
dont  Téquation  est 

m  étant  un  nombre  entier?  Vers  quelle  limite  tend  A, 
quand  m  augmente  indéfiniment? 

IV.  Quadratures  de  la  cissoîde  et  de  la  lemniscale. 

V.  Déduire,  des  propriétés  de  Tellipse,  les  formules  : 

Ê  a^     I  I —  arc  tic 

,/      Asin'oH2Bsin«cos6^-+-Ccos'«     V/AC— B'L^  l/AC— B' 

/«  don  \        rn  B 

Asin'«~2Bsinaîcos»-t-Ccos*»    \/AC--B*l^  1/AC-B- 


r 

.  /      A  sin'» 


W  TT 


-f-2Bsin»cos«H-Ccos*«    l/AC— B* 
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RECTIFICATION  DES  COURBES  PLANES. 
Coordonnées  reelangulalre*. 

117.  A  cause  de  la  formule 


ds  =  dxV\'\-  y'\ 
on  a 

Par  conséquent,  une  rectification  ne  diffère  pas  essentielle- 
ment d'une  quadrature  :  à  une  constante  prés,  la  lon- 
gueur %  égale  laire  de  la  courbe  qui  aurait  pour  équation 


-v-(iro- 


Applications. 

tt8,  I.  Soit  x2  =  2py  1  équation  de  la  parabole.  On  a 

^  =  ^. 
dx      p' 
donc  (8t) 


/',    \  /.       ^'      X Vx^  H-  p^      » ,  X  -f-  Vp^  -\-  x' 
dx  V  !-♦-  —  = ;^ H  - 1 ' 

Si  Ion  appelle  A  Taire  comprise  entre  les  axes,  une  ordon- 
née, et  l'hyperbole  ayant  pour  équotion 

Y»  =  x«  -+-  p«, 

(*}  Od  suppose,  bien  entendu,  que  les  deux  intégrales  sont  prises  à 
partir  d'une  même  valeur  de  x. 
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on  trouve 


2  '^       2  p 

Doncy  conformémenl  à  la  remarque  précédente, 

11.  Prenons  Féquation 

t        «        t 

x'  -f-  y'  =  a*. 

11  en  résulte 

dy  =  _(a»  — x'rx  'dx, 
puis 

d<  =  f-}  dx; 
et,  par  conséquent,  en  supposant  «  =  0  {K>ur  x=0  : 

«=-~(ax?)». 

La  longueur  d*un  quadrans  de  la  courbe  est  donc 

3 

2     ^' 

€*or4oiBBée«  polaires. 

tie.  On  a  vu,  dans  le  Calcul  différentiel  {tS9),  ^lue 
I élément  ds  est  donné  par  lequation 

d«*  =  du'  H-  uV«'. 

Si  donc,  comme  on  le  suppose  ordinairement,  coest  la 
variable  indépendante,  on  aura 


8 


=/v.-^o- 


(*}  Les  formules  de  la  page  507  cooduiseiit  aa  même  résultat. 
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AppIlcall^Bfl. 

!)••.  I.  On  arrive  à  un  résultat  simple  et  remarquable 
si  Ion  prend  la  spirale  logarithmiqtie,  représentée  par 

u  ==  ae~^y 

et  si  Ton  cherche  la  longueur  de  lare  compris  entre  le  pôle 
et  le  point  situé  à  la  distance  a  du  pôle  :  cet  arc  est  com- 
posé d  une  infinité  de  spires  (*).  Comme 

du 

da 


=  — ae-« 


la  formule  (1)  devient 

«  =  al/2/*e-»d«; 

0 

ou,  à  cause  de 

ye-»rf»  =  — c-"-+-C: 

«  =  ol/2. 

Ainsi,  lare  dont  il  s'agit  est  équivalent  à  la  diagonale  du 

catré  construit  sur  a  comme  côté  (**). 

U.  Soit  encore  la  spirale  d'Archimède,  dont  1  équation 

est 

u  =  a«. 

il  en  résulte,  si  Ton  prend  u  pour  variable  indépen- 
dante : 


s 


=^"^«0-.- 


C)  En  effet,  le  pôle  est  uo  point  asymplotique,  délermiué  par  »=r-^« . 

(**)  Si  Ton  cherche  les  longueurs  des  spires  successives,  on  trouve 
quVUes  forment  une  progression  par  quotient,  ayant  pour  premier  terme 
0^2(1  — e-'),  et  dont  la  raison  est  a-'.  Conséquemmeni ,  la  somme 
des  longueurs  des  n  premières  spires  a  pour  limite  a  1^2. 
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Cette  intégrale  ne  diffère  pas  de  celle  qui  donne  la  lon- 
gueur /  de  la  parabole  ayant  pour  équation  x^=2aj/(l  IS). 
Donc,  en  supposant  x  =  ti,  on  aura  l^=s.  En  d  autres 
termes  : 

Si  l'on  construit  la  spirale  d'Archimède  et  la  parabole 
respectivement  représentées  par 

que  l'on  prenne,  sur  la  première  couii)e,  un  point  quel- 
conque M ,  puis,  sur  la  seconde,  le  point  M'  dont  l'abscisse 
égale  le  rayon  vecteur  de  M  ;  les  arcs  OM,  OMS  comptés  à 
partir  de  l'origine,  ont  même  longueur  (*). 


I.  Si,  dans  Téquation  ordinaire  de  Tellipse,  on  suppose 

6  =  al^l  —  e\    fl:  =  asinf»,    y  =  6cosf, 
on  trouve  que  la  longueur  d*un  quadrans  de  la  courbe  est 

s  =  aj*  d'^vi  —  e'  sin'  f. 

Développer  en  série  celte  intégrale  elliptique  (**). 

II.  Rectifications  de  la  chaînette  et  de  la  cissoîde  (***). 

III.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  les  courbes  représen- 
tées par 

u  =  alcos-wJ,     u  =  o(cos2©)  «, 

la  longueur  totale  de  la  première  est  égale  à  six  fois  la  dif- 
férence entre  l'arc  infini  de  la  seconde  et  son  asymptote, 
l'origine  commune  étant  sur  l'axe  polaire.     (W.  Roberts.) 

(*)    M.  Mansion  atiriboe  cette  remarque  à  RoberYaL 
(*•)  Voir  ci-dessas  (»»). 
(••*)  Pages  486 ,  487. 
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CHAPITRE  XIV. 

VOLUMES  ET  AIRES  DES  CORPS  DE  RÉVOLUTION. 


191.  Soit  y  =  f(x)  réqiiation  d'une  courbe  AB.  Si  l'on 

considère  le  corps  engendré  par 
la  figure  ABB'A'  tournant  au- 
tour de  OXf  on  peut  prendre, 
pour  élément,  le  volume  du  cy- 
lindre MPP'Q,  c'est-à-dire  ny'^dx. 
En  efiet,  MQQ'  est  infiniment 


0     37 


formule  est  donc 


petit  par  rapport  à  MPP'xM'.  La 

V  =  nC  xj^dx. 


Aipipllcattons. 

ttt.  I.  Le  volume  cycloïdal,  engendré  par  AMP,  serait. 

0 

Mais  (fis) 


/2a- 


donc 


V  =  nj^y  V^lay  —  y  Vy. 


Pour  intégrer,  on  remplace  le  facteur  y  par  a  —  (a  —  /y); 
ce  qui  donne 


V  =  aiipày  V'-lay  —  y'  —  '^f\^  —  »)  ^^  Vlay  —  %f. 


644  CALCUL  INTÉGRAL. 

Daprès  l*un  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus  (tts), 
la  première  intégrale  égale  aire  AM'Q=3atre  AMP;  Fautre 
est  i  (iay — y»/=  J  Q>f  '  ;  donc 


t7  =  a7r.AM'Q QM'  . 

3 

Dans  le  cas  de  la  demi-cycloîde  tournant  autour  de  Ax, 

1 
2 


17  =  air .  -  ira'  =  -  irV. 


Cette  expression  représente  la  moitié  du  volume  du  tore 
engendré  par  le  demi-cercle  AB  tournant  autour  de  Ay. 

II.  Supposons  que  le  demi-segment  AQM  tourne  autour 
de  Ay.  En  désignant  par  r|  le  nouveau  volume,  nous  aurons 

t?,  =  iry*Vdy.  (I) 

0 

L'intégration  par  parties  change  cette  formule  en 

r,  =  TTx'y  —  ^nf'xydx  =  irx'y  —  rj, 

pourvu  que  Ion  fasse 

Vf  =  Sir  y"  xydx.  (û) 

0 

D'ailleurs,  nx'^y  est  le  volume  du  cylindre  engendré  par 

APQM  ;  donc 

Vj  ==  vol .  APM. 

A  cause  de  dx]=dy  [/^""^y 

Vj  =  Sir^  X  V^ay  —  y'rfy. 

0 

l'ne  nouvelle  intégration  par  parties  donne 

P xV -luy -^  yHy  =  x.  AQM'  —J'AQM'dx. 


VOLUMES  ET  AIRES  DES  CORPS  DE  RÉVOLUTION.    645 

Le  demi-segment  circulaire  AQM'  a  pour  mesure 

-  a«  arc  cos— — ^  —  ^  («  —  y)  l^2ay  —  y«; 
donc 

t7,  =  9r  I  a*x .  arc  ces —  x  (a  —  y)  l/^ny  —  y* 

—  oy     dx  arc  cos =^  -^-f'  (a  —  y)  rfx  l/2ay  —  y'  . 

0 

Posons  arc  cos ^^  =  29.  II  résulte,  de  cette  transfor- 
mation : 

ys=^a  sin*  0,    dy  =  4a  sin  6  cos  6c{6, 

2a  —  y  "=  2a  cos'  fl,    dx  =  2a  (1  h-  cos  2fi)  do, 

dx  arc  cos ^  =  4a/*  (1  -♦-  cos  26) . fldô 

a  u 

0 

=  a  (2e'  -4-  2e  sin  2a  -♦-  cos  2e  —  I), 
/*(« — y)  ^  ^^2ay  — y*  ==  2ay*  (1  -i-  cos  2e)  cos  2e  sin  2ede 

0  0 

[5     i              In 
cos'  2e cos'  2e  ; 
6      2                 5  J 

puis 

t,  =  9r  I  a'x  arc  cos ^  —  x  (a  —  y)  V/2ay  —  y' 

—  a' (2e» -♦- 2e  sin  2e -^  cos  2e  —  ^  )  )    (3) 

-♦-  -  a'  (5  —  5  cos*  2e  —  2  cos»  2e)  1. 

Si  le  point  M  coïncide  avec  C  : 

y  =  2a,     x  =  7ra,     ^  =  2' 

donc  Vi  =  t?o/ACD  =  7ra»  (--♦-— );  (4) 

et  V,  =  vol  ACB  =  Tra»  (-  ^* — |]*  (5) 
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i9S.  Remarque*  —  En  fonction  de  la  variable  0,  les 
équations  du  point  iM  sont,  comme  on  le  reconnaît  aisé- 
meni  : 

X  =  a  (Î2d  -4-  sin  2e) ,    y  =  a{\  —  cos  26); 

ou ,  si  Ton  remplace  28  par  cp  : 

x  =  a(ç> -*- sin^),     y==a(i  —  cos  f>). 

Par  conséquent, 

0 

On  a 

(y-*-sin'j.)*sino=y*siu9H-y(i — cos2î>) -f- -(ôsiof  —  siu3&); 

4 

donc 


r,  =  TT y  x^dv  =  na^f  (f  -♦-  sin  ^)'  sin  fdf.  (6) 


/('^  -t-sin  y)* sin  ^dy  =  5.'  (-  —  cos^  -f-  f  (âsin  y  — -sin2?j 

-f-  -  15  cos  f»  —  cos  2?  -H  ;;  cos  3f  I  -4-  C, 


et 


/    (f-*-sin  ç.)'sin  ^d?  =  -f'  [7^  —  cos  yj  -♦-  ?  (2sin  5»  — -sin'?^ 

1/  i  iô\ 

H-  -(5cosy  —  cos2f  -♦--C0S3? )• 

4  \  5  5/ 

Quand  il  s'agit  de  la  demi-cycloïde  tournant  autour  de 
Ofjy  0=— ,  cp  =  7r  :  rinlégrale  précédente  se  réduit  à 
^71*  —  |;  et  la  formule  (6)  devient 

comme  précédemment  (*). 


(*)  Ce  calcul ,  plus  simple  que  le  premier,  moutre ,  une  fois  de  plus, 
combien  le  choix  des  transforma  lions  est  important. 


/ 
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ExieosiQii  de  la  nélli«de« 

t9â.  Le  volume  d'un  corps  de  révolution  a  pu  être  dé- 
terminé par  une  seule  intégration ,  parce  que  les  sections 
parallèles  sont  des  cercles ,  dont  les  aires  sont  immédiate- 
ment connues.  Le  même  procédé  réussit  toutes  les  fois  que 
le  corps  considéré  admet  des  sections  parallèles  semblables 

et  simples 9  telles  que  des  cercles, 
des  ellipses,  etc.  Considérons,  par 
\  exemple,  la  surface  engendrée  par 

une  droite  MN,  de  longueur  don- 
/  née,  glissant  sur  deux  droites  AB, 

^  CD,  non  situées  dans  un  même 

plan.  En  supposant,  pour  plus  de 
^  simplicité,  que  ces  directrices  soient 

rectangulaires,  on  trouve  aisément  Téquation 

x«  if 

y  étant  Fangle  de  la  génératrice  avec  Taxe  des  z  (*). 

On  peut  prendre,  pour  élément  du  volume,  un  cylindre 
ayant  pour  hauteur  dz.  Les  demi-axes  de  la  base  sont 

(c-4-z)tgr,    (c  — «)tgr; 

donc 

(c'  —  z')  dz  =  -  jrc'  ig'  r . 


(*)  Sur  le  plan  des  xij,  la  droite  MN  se  projeUe  suivant  une  droite  mn^ 
dont  la  longueur  1  est  constante,  et  qui  s'appuie  sur  les  deux  axes.  De  là 
résulte  que  le  contour  apparent  de  la  surface,  relatif  au  plan  considéré, 
a  pour  projection  la  courbe  représentée  par 

.111 

Oî»  +  j/»  =  l\ 

courbe  dont  il  a  été  question  plusieurs  fois. 
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La  section  par  le  plan  de  xy  est  un  cercle  dont  le  rayon 
égale  c  tgy;  donc  le  corps  considéré  est  les  |  du  cytindn 
de  métne  base  et  de  même  hauteur;  et,  si  y=j,  le  même 
corps  est  équivalent  à  la  sphère  dont  le  rayon  serait  c. 


Aires  ûeu  «arfaces  de  réTelnilan. 

ttft.  Si  la  courbe  plane  AB  tourne  autour  de  Oy,  elle 
y  engendre  une  surface  de  révolution, 

dont  réiément  peut  être  supposé 
confondu  avec  la  surface  conique 
décrite  par  la  corde  MM'=df. 
Ainsi 


rfA  =r  2ir  I X  -+-  -dxj  ds; 


ou ,  en  négligeant  une  quantité  du  deuxième  ordre  : 

dX  =  ^nxds; 


puis 


A  =  27ry"  xds. 


AppUemîl^n  à  l*elll|MeMe  de  réTolaUea. 


flte.  Soit 


x'      y' 

a        'y 


y  étant  supérieur  à  a.  On  a 


ds='^,.W?I^Epl, 

a  ^  air  —  x' 


;»)X« 


0 


a 

donc 
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On  simplifie  cette  formule  en  prenant  y  pour  variable. 
En  effet, 

«'  — x'=— y»,     xdx  = -ydy, 

y        j/  ^     y  —  a 

0 

L'intégrale  indéfinie  est  (S6) 
conséquemment, 


f  .  . 

0 


i      ar'  1     r*  .  l/r'  —  «' 


T  -♦-  -— î rare  sin , 

puis 

A  =  7ra*  +  TT —  arc  sin (9) 

ttl.  Remarques.  —  I.  Comme  on  a  supposé  7>a,  y>0, 
A  représente  (a  moitié  de  l'aire  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
iioHy  allongé. 

U.  Si  a  devient  égal  à  y^  le  second  terme  prend  la  forme  §. 
Mais 

^tm  •  arc  sm =  i  ; 

donc 

En  effet,  Taire  de  la  sphère  est  inofl. 
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I.  Calculer  le  volume  de  Tellipsoîde  de  révolution  repré- 
senté par 

x'  -♦-  y'  -4-  js'  -4-  jcy  -+-  yz  -H  zx  =  a*. 

II.  On  donne  le  folium  qui  a  pour  équation 

a  —  X 

y  =  x' j 

a  -♦-  X 

el  Ion  propose  de  déterminer  : 

1**  Le  volume  de  la  /enftï/e  engendrée  par  la  demi-boucie, 
tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses  ; 

2*"  Le  volume  de  Vanneau  engendré  par  la  boucle  entière, 
tournant  autour  de  Taxe  des  ordonnées; 

3°  Le  volume  du  corps  terminé  par  la  surface  que  dé- 
crit la  branche  indéfinie,  tournant  autour  de  son  asymptote. 

IIL  Trouver  le  volume  de  la  partie  commune  au  cylindre 
qui  a  pour  équation  x'-hy*=a^,  et  au  corps  limité  par  la 
surface  dont  lequation  est  z  =  l(l-+-x*  +-?/')• 

IV.  Aire  de  Thyperboloïde  de  révolution,  à  une  nappe 
ou  à  deux  nappes. 

V.  Aire  et  volume  du  paraboloïde  de  révolution. 

VI.  Le  segment  paraboloîdique,  déterminé  par 

—  ^:^  =  2z,     z  =  A, 
a        0 

est  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

VIL  Calculer  le  volume  du  cône  de  révolution,  en  le 

décomposant  en  tranches  parallèles  à  un  plan  méridien  (*). 

(*)  Ce  procédé  conduil  à  la  relation 


^ 


/  '  sm«ecosOflf0.1  (col-e)  =  — 
J  \      2   y       12 
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CHAPITRE  XV. 

VOLUMES  QUELCONQUES. 

§•8.  Soit  d'abord  un  corps  terminé  par  une  surface 
%l  donnée  CDEF,  par  les 

ol plans  coordonnés  y  et 

par  deux  plans  ADEG, 
BGEF,  respectivement 
parallèles  à  yz  et  xz. 
On  prend,  pour  élé- 
ment du  volume,  le 
petit  parallélipipède 
X  MNPQM'N'P  Q'  ayant 
pour  base  dxdj/y  et 
dans  lequel  Mt/l'  =  z; 
en  sorte  que 

dv  =  zdxdy. 

Si  on  laisse  x  constant,  et  que  Ton  fasse  varier  j^,  de  0  à 
OBs=zby  on  aura  le  volume  d'une  tranclie  parallèle  au 
plan  yz  :  ce  volume  est  dx^  zdy.  Comme  z=:f(x,  y),  le 

u 

résultat  est  de  la  forme  9  (x)  dx.  il  faut  ensuite  faire  la 
somme  de  toutes  les  tranches,  c'est-à-dire  intégrer 

f  (x)  dx  =  dxf  zdyy 
0 

de  x  =  0  à  x  =  a»  On  a  donc 

V  =^  f^  dx  j   zdy  ; 


en  sorte  que  le  volume  v  est  donné  par  une  intégrale  double. 
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!•••  ConsidéronSi  en  second  lieu,  nn  corps  limité  par 
une  surface  donnée;  et,  pour  plus  de  simplicité,  suppo> 
sonS'Ia  convexe.  L'élément  du  volume  sera  (z,  — z^)dxdy', 
d'où  résulte 

Dans  cette  formule  : 

1°  Zfy  z^  sont  les  deux  valeurs  réelles  de  z,  tirées  de 
F(Xyy,z)=0,  équation  de  la  surface  donnée; 

^  Vf»  Vs  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 
y  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  x,  dans  TéquatioD 
<p  (Xy  y)=0  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  (p.  544); 

3®  X|y  x^  sont  le  minimum  et  le  maximum  de  x,  tir^ 
de  cette  dernière  équation  :  ces  limites  sont  des  constantes. 

f  80.  I.  Soit  la  sphère  représentée  par 

(X  —  a)«  ^  (y  —  bf  +  (z  —  cf  =  R*  ; 

et,  pour  fixer  les  idées ,  admettons  qu'elle  soit  située  dans 
Tangle  des  coordonnées  positives. 

On  a  

z  =  cdrV/R«  — (x  — o)^  — (y  — 6)«; 

donci  par  la  formule  (1), 

V  =  ij^dxf'dy  \/r«_(x  — a)«  — (y  — 6)*. 

»i  yi 

Le  cylindre  circonscrit,  parallèle  à  Taxe  des  z,  a  pour 

équation 

(x-o)•-*.(y-6)•  =  R^ 
ainsi 


r,  =  6— V/R»  — (X  — o)«,    y,=:6H-V/R»  — (X  — G)'. 
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De  plus , 

Xi  =  a  —  R,  a:j  =  a-HR. 

Soient  9  pour  un  instant, 

R»  — (x  — a)«  =  p«,    y  — 6  =  Y: 

rintégrale  relative  à  y  est 

iYV/p«  — Y«  +  ip'arcsin- 


1 


-t-  -  FR'  —  (x  —  a)'l  arc  sin ^  "" 


V/R«  —  (X  —  af 

Le  premier  terme  s'annule  pour  y==^yi  et  pour  y=yi; 
le  second  devient 


=F^[R'-(«-«)*]^; 


(Jonc,  par  soustraction, 


y^"^''y=^[^'-(^ -«)']; 


puis 


V  =  ^/'*[R'  —  (x  —  a)«]  rfx. 


L'inlégrale  indéfinie  est 


1 
R'x  — -(x  — af-i-C; 
5 


eonséquemment 

v  =  7rrR«(a-hR)— R«(a-.R)  — ^R'  — iR»l  =  7rR\ 


X 


c  ^ 
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La  surface  est  symétrique  par  rapport  à  tous  les  phstf 
coordonnés;  ainsi,  Ton  peut  prendre 

«=— ^  xdx^'* dy\/a*  —  x*  —  y\ 
en  supposant 

La  première  intégrale  a  pour  valeur 

t-yl^g*  — x'  — v'-f-Tfa*  — ar'^arcsin ^ —  \\ 


ou 


^K-A 


Donc 


âîr     /*•  ira* 


L  Volume  commun  au  paraboloîde  et  au  cylindre  dont 
les  équations  sont 

y*  H-  2*  =  4ax,     X*  -*-  y*  =  2ox. 

H.  Même  question,  les  équations  étant 

y*  -+-  z'  =  ax,     x'  -♦-  y*  =  2ax. 

IIL  Trouver  le  volume  de  Thyperboloîde  à  une  nappe, 

limité  par  deux  plans  parallèles  au  plan  de  Tellipse  de  goi^. 

IV.  On  donne,  dans  le  plan  jsx,  un  quart  de  eirconfé- 

{*)  La  remarque  faite  ci-dessus  (194)  permet  d'arriver  à  ce  résultat  an 
moyen  d*ane  intégrale  simple.  En  effet,  les  secUous  fiiites  dans  la  surbce, 
parallèlement  au  plan  yZy  sont  des  ellipses. 
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rence,  qui  a  pour  centre  Torigine  0,  dont  le  rayon  est  R, 
et  dont  les  extrémités  sont  sur  les  axes  Ôx,  Oz.  Une  cir- 
conférence égale  à  la  première^  et  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  des  xy,  se  meut  de  manière  que  son  centre 
décrit  le  quadrans  donné.  Calculer  le  volume  limité  par  les 
trois  plans  coordonnés  et  par  la  surface  qu*éngendre  la  cir- 
conférence mobile. 

V.  Volume  d'un  onglet  cylindrique,  déterminé  par 

a;*  -t-  y'  =  a',     «  =  a;  tg  y. 


CHAPITRE  XVI. 

AIRES  DES  SURFACES  QUELCONQUES. 

iSt.  En  remontant  aux  principes  exposés  en  Géométrie, 
on  est  conduit  à  prendre,  comme  élément  de  la  surface, 
un  parallélogramme  infiniment  petit,  situé  dans  le  plan 
tangent,  et  dont  la  projection,  sur  le  plan  des  xj/,  a  pour 
mesure  dxdy.  Conséquemment,  d\  =  ^^,  v  étant  l'angle 
de  la  normale  avec  Oz.  On  a  trouvé  (p.  543) 

i 


ces  y 


V/jl^*.»   .    «» 


ainsi 

A  =/y  rfxcJ^l/l  -4-  p*  +  (f\ 

Relativement  aux  limites,  les  règles  à  observer  sont  les 
mêmes  que  pour  la  détermination  d'un  volume  (199). 
Ajoutons ,  pour  compléter  l'analogie ,  que  A  est  le  volume 
limité  par  la  surface  dont  l'équation  serait 


Z=V/i-*-p«^ 


-« 
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1S9.  Mesurer  la  partie  AEC  de  la  mrface  d'une  sphère, 

intérieure  au  iylindre  de  révo- 
lution dont  une  génératrice  OC 
passe  par  le  centre  O,  et  dont  la 
base  OAD  a  pour  diamètre  le 
^      rayon  de  la  sphère  (*). 

Les  équations  des  deux  sur- 
faces sont 


X*  -♦-  y*  -+-  jz'  =  û*, 
On' tire,  de  lequaiion  (1)  : 


donc 


X 

z 


V\ 


a 


9  =7  = 


Va*  —  i»  — 


Les  limites  sont 


2/i  =  ^>    .V«  =  l/x(a  — x),    xj  =  0,    x,  =  fl. 
L  intégrale  indéfinie,  relative  à  y,  est 


arc  &in 


y 


WVlT 


M) 
(2) 


f:^) 


(•)  Ce  problème  est  connu  sous  le  nom  de  la  Fenêtre  de  Viviani. 
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eonséquemment 

/      xy  r=:  =  arcsin\/ • 


puîs 


A  =  fl/    rfx.arcsin\/ 


(*) 


Soi! 

nrc  sin  \  / =  $ 

Y    a-\-  X 

Celle  transformation  donne 

^-^  =  sin«fl,     x  =  atg'e,     rfx  =  2ats8-4- 

cos  $ 

A  =  2aY      otee 

•/  cos'0 

On  a 

»/         cos' 9  °  ' 


(S) 


puis 

rffl  _ 

~""4       2 

V 

et  enfin 


6  (go = . 

cos*0       4       2' 


=S-0«- 


ias-  Autre  méthode.  —  Si  Ton  fait  x  =  mcosm, 
y  =  w  sin  «  (t08)  : 


dxrfy  =  udu(tu>. 

42 
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De  plus  9  réquation  de  la  circonférence  ODA  élani 
ti  =  a  eos  Gi> ,  les  limites  sont 

îi,  =  0,    tij  =  a  ces  to,     «1  =  0,    «,  =—  • 

m 

La  formule  (3)  devient  donc 


A  = 


Linlégrale  relative  à  x  est[ — 1/a* — ii*X***'^=a — asinu; 
eu  sorte  que 

A  =  ay  *  (i  —  siu  «)  rf«, 

0 

ou 

A=.-(i-.)> 

cotume  ci-dessus. 

ISA.  Remarque.  —  Le  triangle  sphérique  ABC  a  pour 
mesure  ~  ;  donc  AECB=^a*.  Ainsi ,  le  triangle  curviligne 
A£CB  est  équivalent  au  carré  du  rayon  de  la  sphère.  Le 
volume  de  ADOCBAE  a  également  une  expression  fou 
simple  :  il  est  les  |  de  a'  (*)• 


tS6.  Soit 


Aire  de  rellIpMlde. 


(r)"-  («■-  0  - 


Féqualion  de  la  surface.  On  en  tire 


(*)  Ce  résultat  curieux  a  été  trouvé  par  Pabbé  Bossut  (né  en  1730,  moii 
en  1814). 


AIRES  DES  SURFACES  QUELCONQUES.       659 

Donc»  A^  étant  le  huitième  de  Taire  cherchée , 


-fr 


X'      y 
i £- 


L*intégrale  doit  être  étendue  a  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  x'  et  de  y\  satisfaisant  à  la  relation 

Si  Ton  fait 

a  p  a  p 

on  trouve 

/»/»    .        /1  —  fflr*  —  6*?/' 

x'  -f-  y'"^  i. 

Désignons  par  z  la  valeur  positive  du  radical  ;  alors  l'in- 
tégrale A  devientj^dxdy  :  elle  peut  être  considérée  (tts) 
comme  représentant  le  volume  de  la  partie  du  cylindre 
dont  réquation  est  x^  +  2/^=ly  comprise  entre  les  plans 
coordonnés  et  la  surface  S  représentée  par 

i  —  a'x'  —  by 

«  = ; r-» 

i  —  x*  —  y' 

ou,  plus  simplement»  par 

(z*  —  a»)  X»  ^  (z'  —  6«)  2/ »  =  z*  —  1 .  (7) 

En  supposant  a>  (3>7,  on  a  1  >  a*>  6^  Donc  les  sec- 
lions  faites  dans  la  surface»  par  des  plans  parallèles  aux  xy^ 
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sont  des  ellipses  GDH  :  les  limites  sont  un  point,  répon- 
dant à  2=1,  et  le  cercle  représenté  par  ac'-*-y*=l. 
Une  première  partie  du  volume  est  celui  du  cylindre 

droit  AOBA'CB,  ayant 
pour  hauteur  0C=1;  sa- 
voir, \  T..  Nous  pouvons 
prendre,  comme  élément 
de  la  seconde  partie,  le  vo- 
lume d'un  cylindre  ayant 
pour  hauteur  dz,  et  dont 
la  base  serait  la  cowrnine 
HGEF,  comprise  entre  le 
cercle  EF  et  Tellipse  GH. 
Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont,  d'après  Té- 
quation  (7)  : 


DG 


DH 


Conséquemment,  le  cylindre  élémentaire  dont  il  s'agit  a 
pour  mesure 

et  la  formule  (6)  devient 

\ 
A  =  - 


4  4^        L        V{z*-a^{z*-b*)\ 


(8) 


•Stt.  Soit 
1  = 
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On  peut,  de  différentes  manières,  simplifier  eette  inté- 
grale. Voici  celle  qui  a  été  proposée  par  M.  Ghysens  (*). 
En  désignant  par  R  le  radical,  on  a,  identiquement, 

,  R      z^dz        _,,  dz 

z         R  z'R 

donc 

'z^dz      R        ...rdz 


/z^dz      R        _, ,  p  dz 
Vi        z  J   «*R' 


puis 


et,  par  conséquent, 

l  i 

La  quantité  entre  parenthèses  semble  indéterminée  pour 
jz;=oo  ;  mais,  si  on  Fécrit  ainsi  : 

z*  —  (g'  —  g»)  (z*  —  6')  __  (g'  •♦-  6')  z"  ^  a*b' 
z  [z«  -*-  R]  z  («'  -4-  R)        ' 

on  voit  que  la  limite  cherchée  est  zéro.  La  formule  (9) 
devient  donc 

I  1 

et  la  formule  (8)  r 


4A        > 

TT 


,  r ^ ..6.  r ^ 

^     W'{z»_a')(z»— 6')  ^/     xV(z*— o'Kz'— 6*) 


(iO) 


(*)  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  III,  p.  42.  Emile  Ghy- 
sens, Répétiteur  d'Analyse,  5  l'École  des  Mines  (Liège),  vient  de  mourir 
à  rage  de  trente  ans.  Ce  jeune  homme,  déjà  connu  par  quelques  travaux 
intéressants ,  donnait  de  grandes  espérances. 
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La  détermination  de  Taire  de  Tellipsoîde  est  ainsi  ré- 
duite aux  quadratures.  Quant  aux  intégrales  contenues 
dans  la  formule  (10),  elles  dépendent  des  fonctions  etlip- 
tiques. 

flSV.  Ellipsoïde  de  révolution.  —  Si  a==6,  la  formule  (8) 
devient 

-A  =  l-^  I— o«  /  -^ .=  l^î__Z/ , 

ir  ^         y   Jj'— a*  2a  ./       \z— a      z-4-a/ 

ou 

n      ni  —  a'    4  —  a 

4      8      a       i  -+-  a 

Et  comme 

1 


a=-l/a*  — y»: 


a 


8A^  ==  2ffa»  >♦- TT  "^  1 ^  .  (H) 

Telle  est  Texpression  de  Taire  de  Yellipsoîde  de  révolution, 
aplati  (*). 

I.  Appliquer,  à  Thyperboloîde  gauche,  la  méthode  pré- 
cédente (tS6)  :  on  suppose  que  la  surface  est  limitée  par 
deux  plans  parallèles  au  plan  de  Tellipse  de  gorge. 

II.  Calculer  Taire  du  paraboloîde  dont  Téquation  est 
z=xyj  en  supposant 

0<x<a,    0<y<6. 

(*)  On  a  vu,  ci-dessas(f  ••),  le  cas  de  Vellipsùîde  de  révolution,  allongé. 
Au  foDd,  les  deux  formules  sonl  identiques  :  comme  on  Ta  vu  dans  un  cas 
analogue  à  celui-ci  (i4],  on  passe  aisément  de  Tune  à  l'autre. 
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III.  Evaluer  le  volume  de  Tellipsoîde  au  moyen  des 
variables  u,  v  liées  k  x,  y  par  les  équations 

«*  y*  X*  y* 

^    -  ==  i t- - =  I 

.«        '      «»      «*      M      ..s 


IV.  Théorème.  —  Soient  R,  G,  cp  {a  distance  de  l'origine 
au  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface,  et  les  angles  qui 
déterminent  la  position  de  cette  droite.  Si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

L  =  R  sui  e  -♦--—-  CCS  6  -I-  -: --» 

de  sin  6  df 

cos  e  dK       d^'R 

sm  0  df       dedf 

N  =  R-4--— » 
de' 

l'aire  de  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

(W,  ROBERTS.) 

V.  Calculer  Taire  de  la  surface  ayant  pour  équation 

z  =  arc  sm • 

4 

VI.  Démontrer  Xidentité 

y  «y  «  (cos'"x-*-cos*""'xcos'y-t— -*-cos'xcos*""*</-4-cos*"y) rfxdy 

0        0 

4 

VII.  Prouver  que 

ab 
=  -  arc  tg 


c  «l/o*  +  6'-vc' 
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VIII.  Prouver  que 


rinlégrale  étant  étendue  è  tous  les  points  de  la  surface 
représentée  par 


—  ^_  — ^-     =  I. 
ir       tr       r 


IX.  Vérifier  que 


00  0 

X.  Démontrer  la  formule 

J  J  l/(a:'  -i-  yy  -  2{a«  -  6»)  (x*  -  y»)  ^  (a*  -  6^ 

a  -♦-  6 

=  îr  I r» 

a  —  o 

rintégrale  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  i/  qui 
vérifient  la  relation 

a:'      y'_ 


ERRATA 


Page   3-i,  ligne  13.  Au  lieu  de  :  la  série  est,  lisez  :  la  série 

W|  — Mf  +  Ws  — "4  +  - 
est 

Page   55,  ligne  10.  Au  lieu  de  :  f^^*  Usez  :  ^^' 

—  156,    —     6  (en  remontant).  Au  lieu  de  :  j^,  lisez  :  |^. 

—  171 ,    —      6.  il  II  lieu  de  :  46*  -♦- 17«,  lisez  :  92«  +  34«. 

—  179,    —     8.         --  ficosf-h^^^sixïfjtlisez 

p  (cos  y  -f-  V/^  sin  î»). 

—  188,    —    m.  Au  lieu  de  :  s\tïm~i,  lisez  :  sxnum-i. 

—  —     —    16.  —  — X,  lisez: — Âm. 

—  190,    —      7  (en  remontant).  Au  lieu  de  :  8/3  k^,  lisez  :  B/S  k'^  =  0. 
-302,-9  —  —         21 528, /i«es  ;  23  328. 

—  28»,    —    i&.  Au  lieu  de:  ^^,  lisez  :^. 

—  336,    —     8  (en  remontant).  Au  lieu  de  ;/|  (jr),  lisez  :  ^  (x). 

—  351,    -     5.  ilii/ieu  de; ^tgONP, //m; ^  =  tgONP. 

—  363,    —     a         —  228, //«ex  ;  288. 

—  374,  lignes  7  et  17.  Au  lieu  de  :  arc  cos  x ,  //«es  ;  {  arc  cos  .x. 

—  395.  Les  paragraphes  5o  et  6»  doivent  être  rétablis  ainsi  : 

50  Soient  a  =  0,  6>0.  Les  formules  (16)  donnent  f  =  j.  Conséquemment, 

i(Al/=^)  =  l(ft)4-(2ii:-4-{)îrl/i:T.  (22j 

6<»  En  particulier, 

;(l/3î)  =  (2*  +  {).Tk'=^.         ,  (251) 
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Page  476,  ligne  aTant-dernière.  Au  lieu  de  :  de,  lisez  :  da. 

—  484 ,    —      9,  Ah  lieu  de  :  ncosOic+FNcosu,  lisez  :  noosO^ic^FNcos^. 

—  ~      —    iH.  —  cos*0,  ff'MZ.-COSSO. 

—  517,    -    ^3.         —         Va.Usez'.y/x. 

—  535,-4.         —         \,lisez:T' 
-565,-5.         —         __, /|,ez;j^. 

—  568,    —     7  (en  remontant).  Au  lieu  de  :  renferae,  Lsez  :  renferme. 

—  589,    —     S.  Au  lieu  de  :  sinH-i,  lises  :  sin^Hx. 

—  596,    —     anté-pénaltiëme.  Au  lieu  de  :  if»,  lisez  :  y». 

—  629,    —      ^  Au  lieu  de  :  x,  —  «,,  Usez  :  x^—Xt, 

—  630,-^1         —       (a«cos«»-h6«sin««),/«ez;(a«cos«»+*«sni4«)rf». 

—  646,    —      8.         —         x^dv,  lise*  :  x*dy. 
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